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Пояснительная записка

В настоящее время математика всё шире проникает в повседневную жизнь, всё более внедряется в традиционно далёкие от неё области. Компьютеризация общества, внедрение современных информационных технологий требуют математической грамотности человека на каждом рабочем месте. Это предполагает и конкретные математические знания, и определённый стиль мышления, вырабатываемый математикой. Всё больше специальностей, требующих высокого уровня образования, связано с непосредственным применением математики. Поэтому дисциплина «Основы высшей математики» для специалистов различных областей жизнедеятельности человека становится профессионально значимым предметом.
	Освоение слушателями основ высшей математики направлено на повышение качества подготовки их как специалистов, обладающих широкими и многогранными знаниями в различных областях математики.
	Учебная программа по учебной дисциплине «Основы высшей математики» специальности переподготовки 1-40 01 74 «WEB-дизайн и компьютерная графика» разработана с целью реализации образовательной программы переподготовки руководящих работников и специалистов, имеющих высшее образование.
Учебная дисциплина «Основы высшей математики» специальности переподготовки 1-40 01 74 «WEB-дизайн и компьютерная графика» относится к компоненту «Общепрофессиональные дисциплины» учебного плана переподготовки.
	Целью учебной дисциплины «Основы высшей математики» является овладение слушателями знаний о различных разделах современной математики, основных идеях и результатах этих разделов и повышение математической компетентности обучаемых.
	Задачами дисциплины являются:
– ознакомление слушателей с основами теории множеств, математического анализа, с методами дифференциального исчисления и дискретной математики, теории дифференциальных уравнений,  теории вероятностей и математической статистики;
– анализ основных положений изучаемых разделов математики;
– усвоение слушателями основных понятий, формул и теорем курса;
– формирование умений и навыков использования математического языка и аппарата при описании социально-гуманитарных явлений и решении прикладных задач;
– приобретение компетенций, связанных с применением математического аппарата для решения конкретных задач.
	Основными методами обучения являются лекционное изложение нового материала и решение практических задач с использованием коммуникативных технологий, основанных на активных формах и методах обучения.
	Основными средствами обучения являются: краткие конспекты лекций, учебники и учебные пособия, ЭУМК по дисциплине, тесты, мультимедийные презентации, раздаточные материалы.
Содержание и формы самостоятельной работы слушателей, а также модель рейтинговой системы оценки знаний, обеспечивающие контрольно-оценочную деятельность преподавателя за результатами обучения слушателей, определяются в соответствии с целями и задачами подготовки специалистов. Основные формы самостоятельной работы: изучение и анализ как дополнительного лекционного курса, предлагаемого преподавателем, так и классической и современной литературы по указанным разделам математики, решение предлагаемых практических задач по указанным темам.
В результате обучения слушатель в рамках изучения программы должен приобрести следующие компетенции: применять методы построения математических моделей, то есть преобразование поставленной производственной задачи на язык математических терминов, диагностировать полученную уже математическую задачу на предмет ее принадлежности определенному разделу математики, применять для ее решения современные или перспективные математические методы.
ЭУМК включает разделы: теоретический, практический, контроля знаний и вспомогательный.
Теоретический раздел ЭУМК содержит тексты лекций для теоретического изучения учебной дисциплины в объеме, установленном типовым учебным планом по специальности 1-40 01 74 «WEB-дизайн и компьютерная графика».
Практический раздел ЭУМК содержит материалы для проведения практических занятий со слушателями специальности 1-40 01 74 «WEB-дизайн и компьютерная графика» очной (вечерней) и  заочной форм получения образования, а также задания для самостоятельной работы слушателей. 
Раздел контроля знаний ЭУМК содержит материалы текущей аттестации (вопросы к экзамену), позволяющие определить соответствие результатов учебной деятельности обучающихся требованиям образовательных стандартов высшего образования и учебно-программной документации образовательных программ высшего образования.
Вспомогательный раздел ЭУМК содержит учебно-тематический план переподготовки слушателей специальности 1-40 01 74 «WEB-дизайн и компьютерная графика» очной (вечерней) и  заочной форм получения образования по дисциплине «Основы высшей математики», учебную программу по дисциплине «Основы высшей математики» по специальности 1-40 01 74 «WEB-дизайн и компьютерная графика», перечень учебных изданий и информационно-аналитических материалов, рекомендуемых для изучения учебной дисциплины.



1 Теоретический раздел ЭУМК

Тексты лекций по ОВМ

Раздел 1 Введение в  высшую математику

Тема№ 1:  Предмет и роль математики. Математические доказательства. Математические структуры

Предмет и роль математики. Аксиоматический подход и математические доказательства. Математические структуры и их классификация. Примеры математических структур.

1 Предмет и роль математики
"Философия написана в грандиозной книге – Вселенной, которая открыта нашему пристальному взгляду. Но понять эту книгу может лишь тот, кто научился понимать её язык и знаки, которыми она изложена. Написана же она на языке математики …" Г.Галилей.
Так что же такое математика и математические модели, изучением которых она занимается?
Математическая модель – это логическая структура, у которой описан ряд отношений между её элементами. Математика представляет собой стройную и глубокую совокупность знаний о математических моделях со своими проблемами, с собственными путями развития, обусловленными внутренними и внешними причинами и задачами. Математика представляет интерес, прежде всего, сама по себе, как совокупность объективных истин. Кроме того, математика даёт плодотворные удобные способы описания самых разнообразных явлений реального мира и тем самым действительно выполняет в этом смысле функцию языка.
Математика, как одна из древнейших наук, в разные времена и в разных областях играла различные роли, от роли простого подручного до роли высшего судьи, решающего вопрос об истине. Такое многообразие ролей определяется возможностью описывать различные объекты и процессы окружающего мира с помощью универсальных в той или иной мере соотношений. По образному выражению Анри Пуанкаре «математика – это искусство давать одинаковые названия разным предметам».

2 Аксиоматический подход и математические доказательства
Основания математики образуются теми её понятиями и положениями, исходя из которых можно её развивать путём чисто логических рассуждений.
Положение, принимаемое без доказательства в качестве исходного, отправного для данной теории, называется аксиомой. Аксиомы говорят об основных понятиях теории.
Совокупность аксиом, лежащих в основаниях теории, называют аксиоматикой этой теории; говорят также: "система аксиом".
Аксиоматическим методом построения науки (или её раздела – теории) называется такой метод, при котором ряд положений (аксиом) принимается без доказательства, а остальные положения выводятся из аксиом по определённым логическим правилам. Аксиоматический метод – это форма организации, упорядочения научного знания путём субординации его элементов. Этот метод используется в математике, логике и естественных науках. Проникает он в общественные и технические науки. Аксиоматический метод прошёл три периода развития – содержательный, формальный и формализованный, тесно связанные с тремя крупнейшими кризисами в математике, порождёнными открытием иррациональных чисел (V век до н.э.), неевклидовых геометрий (1826–1829 гг.) и парадоксов теории множеств (конец ХIХ в).
К аксиоматике можно относить и основные понятия, и тогда слова основания геометрии и аксиоматика геометрии означают одно и то же. К основаниям можно ещё относить доказательства исходных теорем и обоснование важнейших понятий.
Доказательством называется, вообще, убедительное рассуждение. Положение (утверждение) теории, которое доказывается или подлежит доказательству, называется теоремой. Обычно, тем более в школьном изложении геометрии, в доказательствах используют наглядные соображения. Но при строго логическом изложении это нужно исключить, и доказательство должно опираться только на уже установленные положения. А так как они, в свою очередь, тоже должны на чём-то основываться, то приходим к тому, что в основе должны лежать некоторые положения, принимаемые без доказательства, т. е. аксиомы.

3 Математические структуры и их классификация
В своём основном значении, структура есть внутреннее устройство чего-либо. Внутреннее устройство связано с категориями целого и его частей. Выявление связей, изучение взаимодействия и соподчиненности составных частей различных по своей природе объектов позволяет выявить аналогии в их организации и изучать структуры абстрактно без связи с реальными объектами. Например, мы говорим о иерархической структуре объектов безотносительно к их природе и выявляем и исследуем в этой структуре общие свойства. Одним из формальных математических методов такого анализа является теория графов.
Известные структуры можно классифицировать по входящим в них отношениям или по их сложности. С одной стороны, существует обширный блок «алгебраических» структур, частным случаем которых является, например, групповая структура; среди других алгебраических структур назовем кольца и поля. Раздел математики, занимающийся изучением алгебраических структур, получил название «современной алгебры» или «абстрактной алгебры», в отличие от обычной, или классической, алгебры. На том же уровне общности находятся два других блока структур. Один из них, называемый общей топологией, включает в себя теории типов структур, частным случаем которых является структура метрического пространства. Третий блок составляют теории структур порядка и их расширений. «Расширение» структуры заключается в добавлении к уже имеющимся аксиомам новых. 
Из этих трех блоков два последних до недавнего времени находились в сравнительно стабильном состоянии, а блок «современная алгебра» стремительно разрастался, подчас в неожиданных направлениях (например, получила развитие целая отрасль, получившая название «гомологической алгебры»). За пределами т.н. «чистых» типов структур лежит другой уровень – «смешанных» структур, например алгебраических и топологических, вместе с новыми связывающими их аксиомами. Было изучено множество таких комбинаций, большинство из которых распадаются на два обширных блока – «топологическую алгебру» и «алгебраическую топологию». 
Под математической структурой понимают определенное множество (никак неопределяемых) объектов или несколько множеств объектов различной природы, различающихся условно приписываемыми им наименованиями с заданной системой отношений между объектами. Свойства отношений описываются системой аксиом и дополняются правилами вывода (логикой). 
В простейшем случае под математической структурой, или просто структурой, имеется в виду единство трех основных составляющих. Это: 
1. Множество элементов структуры. 
2. Множество операций (функций), заданных на элементах структуры. 
3. Множество свойств и отношений (предикатов), также заданных на элементах структуры. 
Составляющую 1 можно называть экстенсионалом структуры (более количественным моментом ее определения), составляющие 2 и 3 - интенсионалом структуры (более качественным моментом ее определения). 
Итак, замечательное свойство математических структур состоит в том, что для них возможно построение эмпирических реализаций, которые уже хотя бы частично могут восприниматься органами чувств, или, как говорят, относятся к чувственной реальности. С этой точки зрения наука использует не просто структуры, но такие, которые обладают эмпирической реализацией и потому могут быть приложены к исследованию окружающего нас материального мира. 

4 Примеры математических структур

Рассмотрим некоторые примеры структур. 
Структура на множестве натуральных чисел. Рассмотрим структуру N, в качестве экстенсионала которой выступает множество чисел, используемых для счета, 1, 2, 3, 4, ..., и т.д. до бесконечности, которые в математике называются "натуральными числами". В качестве операций здесь можно рассмотреть, например, обычные операции сложения + и умножения  натуральных чисел. Далее, можно рассмотреть такое свойство натуральных чисел, как "быть четным" (обозначим сиволом Е); в качестве отношений рассмотреть два отношения - обычные отношение равенства = и отношение "меньше" <. 
Отличие операций от свойств и отношений состоит в том, что операции определяются на элементах структуры и дают в результате тоже элементы структуры, например, операция сложения  +  определяется на двух числах, что записывается в виде +(m, n), означая m + n, и дает в результате новое число – сумму первых двух. Таким образом: +(m, n) = m + n, например, +(3,4) = 3 + 4 = 7. 
Что же касается свойств и отношений, то они только определяются на элементах структуры, а вот результатом их действия являются либо истина (И), либо ложь (Л). Если, например, свойство Е, "быть четным", истинно на 2, то это можно записать в виде: Е(2) = И – свойство "быть четным" истинно для числа  2. Аналогично  Е(3) = Л – свойство "быть четным" ложно для числа 3. 
Свойства отличаются от отношений тем, что свойства всегда определяются для любого одного элемента структуры, в то время как отношения - для любых n элементов, где n больше единицы. Например, отношение "меньше" для элементов 2 и 3 может быть записано в виде: <(2,3) = И - это значит, что отношение "меньше" истинно для пары чисел 2 и 3, т.е. число 2 меньше числа 3. Как уже отмечалось выше, свойства или отношения называются предикатами. 

Тема № 2: Математическое моделирование
	
Понятия математической модели и математического моделирования. Общие принципы построения математических моделей. Содержательная и формальная классификации моделей. Примеры математических моделей: гармонический осциллятор, модель Мальтуса, система хищник-жертва

1 Понятия математической модели и математического моделирования
Математическая модель – это модель, созданная с помощью математических понятий.
Математическое моделирование – процесс построения и изучения математических моделей.
Все естественные и общественные науки, использующие математический аппарат, по сути занимаются математическим моделированием: заменяют реальный объект его моделью и затем изучают последнюю. Никакое определение не может в полном объёме охватить реально существующую деятельность по математическому моделированию. Несмотря на это, определения полезны тем, что в них делается попытка выделить наиболее существенные черты.
Определение моделирования по А. А. Ляпунову:
Определение. Моделирование – это опосредованное практическое или теоретическое исследование объекта, при котором непосредственно изучается не сам интересующий нас объект, а некоторая вспомогательная искусственная или естественная система (модель):
1. находящаяся в некотором объективном соответствии с познаваемым объектом; 
2. способная замещать его в определенных отношениях; 
3. дающая при её исследовании, в конечном счете, информацию о самом моделируемом объекте.

2 Общие принципы построения математических моделей
При изучении любого явления вначале получают качественное описание проблемы. На этапе моделирования качественное представление переходит в количественное, определяются функциональные зависимости между переменными и (для каждого варианта решения и входных данных) выходные данные модели. Построение моделей – процедура неформальная и очень сильно зависит от квалификации исследователя (эксперта), всегда опирается на определённый опытный материал. Модель должна правильно отражать явления, однако этого мало – она должна быть удобной для использования. Поэтому степень детализации модели, форма её представления зависят от целей исследования. Математические модели процессов всегда основаны на некотором упрощении, идеализации, отбрасывании факторов, которые в данный момент или на данном этапе исследований представляются несущественными.
Важным аспектом проблемы является построение иерархии моделей, описывающих частные явления, из моделей более общих.
Важнейшие математические модели обычно обладают важным свойством универсальности: принципиально разные реальные явления могут описываться одной и той же математической моделью. Скажем, гармонический осциллятор описывает не только поведение груза на пружине, но и другие колебательные процессы, зачастую имеющие совершенно иную природу: малые колебания маятника, колебания уровня жидкости в U-образном сосуде или изменение силы тока в колебательном контуре. Таким образом, изучая одну математическую модель, мы изучаем сразу целый класс описываемых ею явлений. 
Следует отметить некоторые преимущества и недостатки применения математических моделей.
Преимущества математических моделей состоят в том, что они точны и абстрактны, передают информацию логически однозначным образом. Модели точны, поскольку позволяют осуществлять предсказания, которые можно сравнивать с реальными данными. Модели абстрактны, так как символическая логика математики извлекает те и только те элементы, которые важны для дедуктивной логики рассуждения, исключая все посторонние значения.
Недостатки математических моделей заключаются часто в сложности математического аппарата. Возникают трудности перевода результатов с языка математики на язык реальной жизни. Пожалуй, самый большой недостаток математической модели связан с тем искажением, которое можно привнести в саму проблему, упорно отстаивая конкретную модель, даже если она в действительности не соответствует фактам, а также с теми трудностями, которые возникают иногда при необходимости отказаться от модели, оказавшейся неперспективной. 
Существует два основных класса задач, связанных с математическими моделями: прямые и обратные. В первом случае все параметры модели считаются известными, и нам остается только исследовать её поведение. Например, определение частоты колебаний гармонического осциллятора при известном значении параметра k – прямая задача математического моделирования.
Порой требуется решить обратную задачу: какие-то параметры модели неизвестны (например, не могут быть измерены явно), и требуется их найти, сопоставляя поведение реальной системы с её моделью. Ещё одна обратная задача: подобрать параметры модели таким образом, чтобы она удовлетворяла каким-то заданным условиям – такие задачи требуется решать при проектировании систем.

3 Содержательная и формальная классификации моделей 
Содержательная классификация моделей
В основе содержательной классификации – этапы, предшествующие математическому анализу и вычислениям. Восемь типов моделей по Р.Пайерлсу – суть восемь типов исследовательских позиций при моделировании.
Тип 1: Гипотеза (такое могло бы быть)
Эти модели «представляют собой пробное описание явления, причем автор либо верит в его возможность, либо считает даже его истинным». По Р.Пайерлсу это, например, модель Солнечной системы по Птолемею и модель Коперника (усовершенствованная Кеплером), модель атома Резерфорда и модель Большого Взрыва. Никакая гипотеза в науке не бывает доказана раз и навсегда. Если модель первого типа построена, то это означает что она временно признаётся за истину и можно сконцентрироваться на других проблемах. Однако это не может быть точкой в исследованиях, но только временной паузой: статус модели первого типа может быть только временным.
Тип 2: феноменологическая модель (ведем себя так, как если бы…)
Феноменологическая модель содержит механизм для описания явления. Однако этот механизм недостаточно убедителен, не может быть достаточно подтверждён имеющимися данными или плохо согласуется с имеющимися теориями и накопленным знанием об объекте. Поэтому феноменологические модели имеют статус временных решений. Считается, что ответ всё ещё неизвестен и необходимо продолжить поиск «истинных механизмов». Ко второму типу можно отнести, например, кварковую модель элементарных частиц.
Идея упрощения очень популярна при построении моделей. Но упрощение бывает разным. Пайерлс выделяет три типа упрощений в моделировании (модели типа 3-5).
Тип 3: Приближение (что-то считаем очень большим или очень малым)
Если можно построить уравнения, описывающие исследуемую систему, то это не значит, что их можно решить даже с помощью компьютера. Общепринятый прием в этом случае — использование приближений (моделей типа 3). Среди них модели линейного отклика. Уравнения заменяются линейными. Стандартный пример – закон Ома.
Если мы используем модель идеального газа для описания достаточно разреженных газов, то это – модель типа 3 (приближение). При более высоких плотностях газа тоже полезно представлять себе более простую ситуацию с идеальным газом для качественного понимания и оценок, но тогда это уже тип 4.
Тип 4: Упрощение (опустим для ясности некоторые детали)
В модели типа 4 отбрасываются детали, которые могут заметно и не всегда контролируемо повлиять на результат. Одни и те же уравнения могут служить моделью типа 3 (приближение) или 4 (опустим для ясности некоторые детали) – это зависит от явления, для изучения которого используется модель. Так, если модели линейного отклика применяются при отсутствии более сложных моделей (то есть не производится линеаризация нелинейных уравнений, а просто ищутся линейные уравнения, описывающие объект), то это уже феноменологические линейные модели, и относятся они к следующему типу 4 (все нелинейные детали «для ясности» опускаем). Примеры: применение модели идеального газа к неидеальному, большинство моделей физики твердого тела, жидкостей и ядерной физики. Путь от микроописания к свойствам тел (или сред), состоящих из большого числа частиц, очень длинен. Приходится отбрасывать многие детали. Это приводит к моделям 4-го типа.
Тип 5: Эвристическая модель (количественного подтверждения нет, но модель способствует более глубокому проникновению в суть дела)
Эвристическая модель сохраняет лишь качественное подобие реальности и даёт предсказания только «по порядку величины». Типичный пример – приближение средней длины свободного пробега в кинетической теории. Она даёт простые формулы для коэффициентов вязкости, диффузии, теплопроводности, согласующиеся с реальностью по порядку величины. Но при построении новой физики далеко не сразу получается модель, дающая хотя бы качественное описание объекта – модель пятого типа. В этом случае часто используют модель по аналогии, отражающую действительность хоть в какой-нибудь черте.
Тип 6: Аналогия (учтём только некоторые особенности)
Р. Пайерлс приводит историю использования аналогий в первой статье В. Гейзенберга о природе ядерных сил. «Это произошло после открытия нейтрона, и хотя сам В. Гейзенберг понимал, что можно описывать ядра состоящими из нейтронов и протонов, он не мог все же избавиться от мысли, что нейтрон должен в конечном счете состоять из протона и электрона. При этом возникала аналогия между взаимодействием в системе нейтрон — протон и взаимодействием атома водорода и протоном. Эта-то аналогия и привела его к заключению, что должны существовать обменные силы взаимодействия между нейроном и протоном, которые аналогичны обменным силам в системе H − H +, обусловленным переходом электрона между двумя протонами. … Позднее было все-таки доказано существование обменных сил взаимодействия между нейтроном и протоном, хотя ими не исчерпывалось полностью взаимодействие между двумя частицами».
Тип 7: Мысленный эксперимент (главное состоит в опровержении возможности)
А. Эйнштейн был одним из великих мастеров мысленного эксперимента. Вот один из его экспериментов. Он был придуман в юности и, в конце концов, привел к построению специальной теории относительности. Предположим, что в классической физике мы движемся за световой волной со скоростью света. Мы будем наблюдать периодически меняющееся в пространстве и постоянное во времени электромагнитное поле. Согласно уравнениям Максвелла, этого быть не может. Отсюда юный Эйнштейн заключил: либо законы природы меняются при смене системы отсчета, либо скорость света не зависит от системы отсчета. Он выбрал второй – более красивый вариант. 
Тип 8: Демонстрация возможности (главное – показать внутреннюю непротиворечивость возможности)
Тип 8 широко распространен в математических моделях биологических систем. Это тоже мысленные эксперименты с воображаемыми сущностями, демонстрирующие, что предполагаемое явление согласуется с базовыми принципам и внутренне непротиворечиво. В этом основное отличие от моделей типа 7, которые вскрывают скрытые противоречия. Один из самых знаменитых таких экспериментов – геометрия Лобачевского (Лобачевский называл её «воображаемой геометрией»). 
Формальная классификации моделей
Формальная классификация моделей основывается на классификации используемых математических средств. Часто строится в форме дихотомий. Например, один из популярных наборов дихотомий:
•	Линейные или нелинейные модели; 
•	Детерминистские или стохастические; 
•	Статические или динамические; 
•	Сосредоточенные или распределённые системы; 
•	Дискретные или непрерывные, 
и так далее. Каждая построенная модель является линейной или нелинейной, детерминистской или стохастической, …. Естественно, что возможны и смешанные типы: в одном отношении сосредоточенные (по части параметров), в другом – распределённые модели и т. д.
4 Примеры математических моделей
Примеры математических моделей: гармонический осциллятор, модель Мальтуса, система хищник-жертва
Гармонический осциллятор
Рассмотрим механическую систему, состоящую из пружины, за-крепленной с одного конца, и груза массой m, прикрепленного к свободному концу пружины. Будем считать, что груз может двигаться только в направлении оси пружины (например, движение происходит вдоль стержня). Построим математическую модель этой системы. Будем описывать состояние системы расстоянием x от центра груза до его положения равновесия. Опишем взаимодействие пружины и груза с помощью закона Гука (F = − kx) после чего воспользуемся вторым законом Ньютона, чтобы выразить его в форме дифференциального уравнения:
mx" = – kx,
где  x" означает вторую производную от x по времени. Полученное уравнение описывает математическую модель рассмотренной физической системы. Эта модель называется «гармоническим осциллятором».
Модель Мальтуса
Скорость роста пропорциональна текущему размеру популяции. Она описывается дифференциальным уравнением
x' = αx,
где α — некоторый параметр, определяемый разностью между рождаемостью и смертностью. Решением этого уравнения является экспоненциальная функция x(t) = . Если рождаемость превосходит смертность (α > 0), размер популяции неограниченно и очень быстро возрастает. Понятно, что в действительности этого не может происходить из-за ограниченности ресурсов. При достижении некоторого критического объёма популяции модель перестает быть адекватной, поскольку не учитывает ограниченность ресурсов. Уточнением модели Мальтуса может служить логистическая модель, которая описывается дифференциальным уравнением Ферхюльста
x' = α(1– s)x
где xs – «равновесный» размер популяции, при котором рождаемость в точности компенсируется смертностью. Размер популяции в такой модели стремится к равновесному значению xs, причем такое поведение структурно устойчиво.
Система хищник-жертва
Допустим, что на некоторой территории обитают два вида животных: кролики (питающиеся растениями) и лисы (питающиеся кроликами). Пусть число кроликов x, число лис y. Используя модель Мальтуса с необходимыми поправками, учитывающими поедание кроликов лисами, приходим к следующей системе, носящей имя модели Вольтерра – Лотки:

где {\displaystyle x}x — количество жертв, {\displaystyle y}y — количество хищников, {\displaystyle t}t — время, α, 𝛽, γ, δ{\displaystyle \alpha ,\beta ,\gamma ,\delta } — коэффициенты, отражающие взаимодействия между видами.
 Эта система имеет равновесное состояние, когда число кроликов и лис постоянно. Отклонение от этого состояния приводит к колебаниям численности кроликов и лис, аналогичным колебаниям гармонического осциллятора. Как и в случае гармонического осциллятора, это поведение не является структурно устойчивым: малое изменение модели (например, учитывающее ограниченность ресурсов, необходимых кроликам) может привести к качественному изменению поведения. Например, равновесное состояние может стать устойчивым, и колебания численности будут затухать. Возможна и противоположная ситуация, когда любое малое отклонение от положения равновесия приведет к катастрофическим последствиям, вплоть до полного вымирания одного из видов. На вопрос о том, какой из этих сценариев реализуется, модель Вольтерра – Лотки ответа не дает: здесь требуются дополнительные исследования.

Тема № 3 Дискретная математика. Элементы комбинаторики

Дискретная математика. Элементы комбинаторики

1 Дискретная математика
Дискретная математика — область математики, занимающаяся изучением дискретных структур, которые возникают как в пределах самой математики, так и в её приложениях.
К числу таких структур могут быть отнесены конечные группы, конечные графы, а также некоторые математические модели преобразователей информации, конечные автоматы, машины Тьюринга и так далее. Это примеры структур конечного (финитного) характера. Раздел дискретной математики, изучающий их, называется конечной математикой. Иногда само это понятие расширяют до дискретной математики. Помимо указанных конечных структур, дискретная математика изучает некоторые алгебраические системы, бесконечные графы, вычислительные схемы определённого вида, клеточные автоматы и т. д. В качестве синонима иногда употребляется термин «дискретный анализ».
Основными разделами дискретной математики в настоящее время являются:
1.	Математическая логика 
2.	Математическая кибернетика 
3.	Теория функциональных систем 
4.	Общая алгебра 
5.	Комбинаторика (отдельные разделы) 
6.	Теория графов 
7.	Машинная арифметика 
8.	Теория алгоритмов 
9.	Теория игр 
10.	Теория кодирования 
11.	Теория конечных автоматов 
12.	Теория множеств 
13.	Теория формальных грамматик 
14.	Вычислительная геометрия 
15.	Теория булевых функций 
16.	Логическое программирование 
17.	Функциональное программирование 
18.	λ-исчисление 
19.	Булева алгебра 
20.	Комбинаторная логика 
21.	Математическая лингвистика 
22.	Теория искусственного интеллекта 
23.	 Прямоугольная система линейных алгебраических уравнений

2 Элементы комбинаторики
Решение таких задач, как нахождение числа подмножеств некоторого множества, числа последовательностей исходов эксперимента и многих других связано с подсчетом всевозможных комбинаций элементов. Раздел математики, в котором изучаются общие правила и приемы решения такого рода, задач называют комбинаторикой. В основе решения комбинаторных задач (а начинаются эти задачи почти всегда с вопроса «сколькими способами?») положено два основных правила.
Правило сложения: «Если интересующие нас комбинации элементов можно разбить на такие группы, что каждая комбинация элементов войдет в одну и только одну из групп, то общее число всевозможных комбинаций равно сумме чисел комбинаций в каждой из групп».
Правило умножения: «Если интересующие нас комбинации можно составить выполняя одно за другим k действий, причем первое действие выполняется п1 способами, после чего второе п2 способами и т.д., то все k действий    могут   быть    выполнены п1п2..nk. способами».
Перестановки. Перестановкой из п элементов Рn называется число способов, при помощи которых можно расположить п различных элементов на п различных местах. Можно показать, что
Рn = 123…(п— 1) п.	                                  (1)
Для обозначения произведения  123(п— 1) п  используется специальный символ п!. Итак,
123…(п— 1) п = п!                           	(2)
Подсчитаем для примера сколькими способами можно расставить на полке 5 различных книг. Задача сводится к "нахождению числа перестановок из 5 элементов. Число таких перестановок равно произведению 5-4-3-2-1 = 120, следовательно существует 120 способов расстановки 5 различных книг на полке.

Размещения. Размещением из п по m (обозначается А) называется число способов, при помощи которых можно расположить т различных элементов на т различных местах, выбранных из данного числа п. Формула для числа размещений:


А= п(п— 1)…(п – m + 1) = .                      (3)
Допустим, что студенту необходимо сдать экзамены по трем различным дисциплинам в течение семи дней. Сколькими способами. ему можно составить расписание экзаменов, если сдача трех или двух экзаменов в один день не допускается?
Задача сводится к расположению трех различных элементов {дисциплин, по которым сдаются экзамены) на трех местах (днях), взятых из данных семи мест (дней). Поэтому число таких способов равно числу размещений А7 =765 = 210.

Сочетания. Сочетанием   из п элементов по т   (обозначается С) называется число способов, при помощи которых можно выбрать т элементов, взятых из данных п элементов. Задачи размещения, сочетания и перестановки связаны простой зависимостью: выбрав т элементов из  п и затем расположив их на т различных местах, очевидно, получим размещение из п по т:


С Рm = А                                                              (4) 


С =  .                                                  (5) 


Из последней формулы видно, что С= С, что довольно естественно ибо, выбрав какие-то т элементов из данных п элементов, мы тем самым выбрали и оставшиеся (п — т) элементов.

Подсчитаем сколькими способами из восьми человек можно избрать комиссию, состоящую из пяти человек. Задача сводится к нахождению числа сочетаний С по формуле (5):




С = С =  =  = 56.
Искомое число способов равно 56.

Размещения с повторениями. Размещением с повторениями из п по т (обозначается A) называется число способов, при помощи которых можно расположить п различных элементов на т различных местах, причем любой из этих п элементов может повторяться сколько угодно раз. Легко показать, основываясь на правиле умножения, что

A = nm .                                                       (6)

В качестве примера подсчитаем сколько существует различных пятизначных телефонных номеров, не содержащих цифры 0. На пяти местах может быть расположена любая из девяти цифр 1, 2, ..., 9, причем цифры могут повторяться. Задача сводится к нахождению числа размещений с повторениями    A = 95 =59049. Искомое число способов равно 59 049.






Как еще одну иллюстрацию применения правил сложения и умножения рассмотрим решение такой задачи: сколько различных подмножеств, включая пустое множество и само множество, имеет множество А, состоящее из п элементов а1, ..., аn? Так как любое подмножество состоит либо из 0, либо из 1, либо из 2... либо из п элементов, и число подмножеств, состоящих из k элементов, равно С, общее число всевозможных подмножеств выражается суммой С+ С + С+ … + С + ...+С (см. правило сложения). С другой стороны, каждое подмножество полностью определено, если указано, какие из элементов а1, ..., аn ему принадлежат, а какие нет. Для каждого из n элементов есть две возможности: либо он входит в данное подмножество, либо нет. Общее число таких возможностей по правилу умножения равно 2". В результате получили важное тождество:





С+ С + С+ … + С + ...+С = 2n.                      (7) 

Тема № 4 Элементы теории множеств

Понятие множества. Операции над множествами. Понятие функции. Отношение эквивалентности. Множества: конечные, бесконечные, счётные. 

 1 Понятие множества
В математике встречаются самые разнообразные множества. Можно говорить о множестве граней многогранника, точек на прямой, множестве натуральных чисел и т.д. Понятие множества относится к числу первоначальных понятий, которые не определяются через другие, более простые. Вместо слова ''множество'' иногда говорят  ''совокупность'', ''собрание'' предметов и т.д. Предметы, составляющие данное множество, называются элементами данного множества.
Заметим, что в математике допускается к рассмотрению множество, не содержащее элементов – пустое множество. Запись а  Х означает, что а есть элемент множества  Х.
Определение. Множество В называется подмножеством множества А, если каждый элемент множества В является в то же время эле-ментом множества  А.
Каждый отдельный элемент множества А образует подмножество, состоящего из этого одного элемента. Кроме того, пустое множество является подмножеством всякого множества.
Подмножество множества А называется несобственным, если оно совпадает с множеством  А.
Если множество В есть подмножество множества  А, то говорим, что В содержится в А  и обозначаем В  А. Подмножество В множества  А называется собственным подмножеством, если В не пусто и не совпадает с  А (т.е. имеется элемент множества  А, не содержащийся в В).
2 Операции над множествами
Пусть А и В – произвольные множества.
Определение. Объединением двух множеств А и В называется множество С = АВ, состоящее из всех элементов, принадлежащих хотя бы одному из множеств А или В. (см. рис. 1).

Аналогично определяется объединение любого (конечного или бесконечного) числа множеств: если Аi – произвольные множества, то их объединение  есть совокупность элементов, каждый из которых принадлежит хотя бы одному из множеств  Аi.
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Определение. Пересечением множеств А и В называется множество С = АВ, состоящее из всех элементов, принадлежащих как А, так и В (см. рис. 2). Пересечением любого (конечного или бесконечного) числа множеств Аi  называется множество   элементов, принадлежащих каждому из множеств Аi.
Операции объединения и пересечения множеств по определению коммутативны и ассоциативны, т.е. 
АВ = В  А,     (А В) С = А  (В  С),
А  В = В  А,  (А  В)  С = А  (В  С).
Кроме того, они взаимно дистрибутивны: 
(А  В)  С = (А  С)  (В  С),                              (1)
(А  В)  С = (А  С)  (В  С).                              (2)
Определение. Разностью множеств А и В называется множество тех элементов из А, которые не содержатся в В (рис. 3). 
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3 Понятие функции
Пусть М и N – два произвольных множества. 
Определение. Говорят, что на М определена функция f, принимающая значение из N, если каждому элементу x  М поставлен в соответствие один и только один элемент y  N. При этом М называется областью определения данной функции, а  N – её областью значений.
Для множеств произвольной природы вместо термина «функция» часто пользуются термином «отображение», говоря об отображении одного множества в другое.
Если  а  элемент из М, то соответствующий ему элемент  b = f(а) из N называется образом а при отображении  f. Совокупность всех тех элементов  а  из  М, образом которых является данный элемент  b  N, называется прообразом элемента b и обозначается   f –1(b).
Пусть А – некоторое множество из М; совокупность {f (а): а  А} всех элементов вида f (а), где а  А, называется образом А и обозначается f (А). В свою очередь для каждого множества В из N определяется его полный прообраз  f –1(В), а именно: f –1(В) есть совокупность всех тех элементов из М, образы которых принадлежат В.
Определение. Будем говорить, что f есть отображение множества М на множество N, если  f (М) = N; такое отображение называют сюръекцией. В общем случае, т.е. когда  f (М)  N, говорят, что f есть отображение в N. Если для любых двух различных элементов  х1  и  х2  из  М их образы  y1 = f (x1)  и  y2 = f (x2) также различны, то f называется инъекцией. Отображение  f: МN, которое одновременно является сюръекцией и инъекцией, называется взаимно однозначным соответствием между М и  N.

4 Отношение эквивалентности
В самых различных вопросах встречается разбиение тех или иных множеств на попарно пересекающиеся подмножества. Например, плоскость (рассматриваемую как множество точек) можно разбить на прямые, параллельные оси х, жителей данного города можно разбить на группы по их году рождения и т.д.
Каждый раз, когда некоторое множество М представлено тем или иным способом как сумма попарно непересекающихся подмножеств, мы говорим о разбиении множества М на классы.
Обычно приходится иметь дело с разбиениями, построенными на базе того или иного признака, по которому элементы множества М объединяются в классы.
Пусть   М – некоторое множество и пусть некоторые из пар  (а, b) элементов этого множества  являются выделенными. Если  (а, b) – выделенная пара, то мы будем говорить, что элемент  а  связан с  b отношением  , и обозначать это символом  аb  или  (а, b) . Например, если имеется в виду разбиение треугольников на классы равновеликих, то  аb  означает «треугольник  а  имеет ту же площадь, что и треугольник  b».
Определение. Отношение  называется отношением эквивалентности, если оно обладает следующими свойствами:
1) рефлексивность: аа для любого элемента  а  М,
2) симметричность: если аb, то bа,
3) транзитивность: если  аb и bc , то  ac.
Эти условия необходимы и достаточны для того, чтобы отношение  (признак!) позволяло разбить множество М на классы.
Понятие эквивалентности является частным случаем более общего понятия бинарного отношения.
Прямым (декартовым) произведением множеств  А1, …, Аn  называется множество  А1…Аn = {( a1, …, an) | a1  А1, …, an  Аn}.
Если  А1 = … = Аn = А, то множество  А1…Аn  называется прямой степенью множества А и обозначается через  Аn.
Бинарным отношением между элементами множеств  А  и  В  называется любое подмножество  R  множества  АВ. Если  А = В, то отношение  R  называется бинарным отношением на  А. Вместо  (х, у)  R часто пишут  хRу.
Примером бинарного отношения может служить отношение тождества : (а, b)   в том и только том случае, если а = b. Иначе говоря, это – отношение, задаваемое диагональю  в ММ, т.е. подмножеством пар вида (а, а).

5 Множества: конечные, бесконечные, счётные
Рассматривая различные множества, мы замечаем, что иногда можно хотя бы примерно, указать число элементов в данном множестве. Таковы, например, множество всех вершин некоторого многогранника, множество всех простых чисел, не превосходящих данного числа, множество всех молекул воды на Земле и т.д. Каждое из этих множеств содержит конечное, хотя, быть может, и неизвестное нам число элементов. С другой стороны, существуют множества, состоящие из бесконечного числа элементов. Таково, например, множество всех натуральных чисел, множество всех точек на прямой, всех кругов на плоскости и т.д. При этом, говоря, что множество бесконечно, мы имеем в виду, что из него можно извлечь один элемент, два элемента и т.д. причем после каждого шага в этом множестве еще останутся элементы.
Чтобы сравнить между собой два конечных множества можно, например, сосчитать число элементов в каждом из них и, таким образом, эти два множества сравнить. Но можно поступить иначе: попытаться установить биекцию, т.е. взаимно однозначное соответствие между элементами этих множеств, иначе говоря, такое соответствие, при котором каждому элементу одного множества отвечает один  и только один элемент другого, и наоборот.
Заметим теперь, что если первый способ (подсчет числа элементов) годится лишь для сравнения конечных множеств, второй (установление взаимно однозначного соответствия) пригоден и для бесконечных.
Простейшим среди бесконечных множеств является множество натуральных чисел. Назовем счетным множеством всякое множество, элементы которого можно биективно сопоставить со всеми натуральными числами. Иначе говоря, счетное множество – это такое множество, элементы которого можно занумеровать в бесконечную последовательность: 
а1, … , аn, … .
Приведем примеры счетных множеств.
1. Множество всех целых чисел. Установим соответствие между всеми целыми и всеми натуральными числами по следующей схеме:
0      1    1     2    2 … ,
1        2    3       4    5 … .
2. Множество всех четных положительных чисел. Соответствие очевидно:  n   2n.
Бесконечное множество, не являющееся счетным, называется несчетным множеством.


Раздел 2 Элементы линейной алгебры

Тема № 1 Матрицы

Матрицы. Основные определения. Действия над матрицами.

1 Матрицы. Основные определения
Определение. Матрицей называется система  mn  чисел, расположенных в прямоугольной таблице из  m  строк и  n  столбцов. Числа этой таблицы называются элементами матрицы.
Матрицу  обозначают:

.
Элементы  ai1 , ai2 , ... , ain  составляют  i-ю  строку  (i = 1, 2, ... , m), элементы   a1k , a2k  , ... ,  amk  –  k-й  столбец  (k = 1,2, ... , n ); aik – элемент,  принадлежащий   i -той строке и  k -тому  столбцу матрицы, числа   i, k   называют  индексами элемента.
Матрица, все элементы  которой  равны  нулю,  называется  нулевой  матрицей. Обозначим  нулевую матрицу  буквой  О, тогда  по определению

О =.  
Квадратной  матрицей  называется матрица, у  которой  число строк равно числу столбцов ( m = n ), то есть матрица вида

.                                              (1)
Порядком  квадратной матрицы  называется число ее строк (или столбцов). Квадратная матрица первого порядка отождествляется со своим единственным элементом. Выпишем квадратные матрицы первых трех порядков:


(a11), , .

Будем говорить, что элементы  a11 , a22 , ... ,ann  квадратной матрицы (1) образуют её главную диагональ, а элементы  a1n , a2 n-1 , ... ,an1 – побочную диагональ.
Диагональной матрицей называется квадратная матрица, у которой все элементы, не принадлежащие главной диагонали, равны нулю, то есть матрица


Единичной матрицей называется диагональная матрица, у которой все элементы главной диагонали равны единице. Обозначим единичную матрицу буквой Е, тогда

Е = 

Треугольной матрицей называется квадратная матрица, все элементы которой, расположенные по одну сторону от главной диагонали, равны нулю. Различают соответственно верхнюю и нижнюю треугольные матрицы:


,      .

2 Действия над матрицами
Линейные действия над матрицами
Линейными действиями над матрицами называются сложение и вычитание матриц, умножение матриц на число. Сложение и вычитание матриц определяются только для матриц одинаковых размеров.
Определение. Суммой двух матриц  А = (аik)mn, B = (bik)mn  называется такая матрица С = (сik)mn, что
сik = аik + bik  (i = 1, 2, …, m; k = 1, 2, …, n),
то есть матрица, элементы которой равны суммам соответствующих элементов матриц слагаемых.
 Сумма двух матриц  А  и  В  обозначается  А + В.


Пример. Пусть  А = , В = . Тогда



А + В =  +  = .
Под суммой  А + В + С  трёх матриц  А, В, С  понимается матрица, полученная в результате последовательного сложения этих матриц, то есть
А + В + С = (А + В) + С.
Аналогично определяется сумма матриц для большего числа слагаемых.
Определение. Разностью А – В двух матриц А = (аik)mn, B = (bik)mn  называется матрица D = (dik)mn, что
dik = аik – bik  (i = 1, 2, …, m; k = 1, 2, …, n).


Пример. Пусть  А = , В = . Тогда



А – В =  –  = .
Определение. Произведением матрицы  А = (аik)mn  на число  (или числа  на матрицу А) называется матрица В = (bik)mn, для которой
bik = аik  (i = 1, 2, …, m; k = 1, 2, …, n),
то есть матрица, полученная из данной умножением всех её элементов на число  . Произведение матрицы  А  на число    обозначается  А, или  А.
Определение. Матрицу (–1)А будем называть матрицей, противоположной матрице А, и обозначать –А.
Умножение матриц
Это действие определяется для согласованных матриц. Матрица А  называется согласованной с матрицей  В, если число столбцов матрицы  А  равно числу строк матрицы  В: матрица  Аmn  согласована с матрицей  Вnl (''ширина'' матрицы  А  равна ''высоте'' матрицы  В). Отметим следующее: 1) из согласованности матрицы  А  с матрицей  В  не следует согласованность матрицы  В  с матрицей  А; 2) если  А  и  В – квадратные  матрицы  одного  порядка, то они  взаимно согласованы  (А
согласована с  В, В  согласована с  А).
Определение. Произведением матрицы  Аmn = (аik)mn  на матрицу Bnl = (bik)nl  называется такая матрица Сml = (сik)ml, для которой

сik = ai1b1k + ai2b2k + … + ainbnk , сik = ,
то есть элемент   сik  матрицы   Сml  равен сумме произведений элементов i-той строки матрицы  Аmn  на соответствующие элементы k-того столбца матрицы  Bnl.
Матрица  Сml  имеет m строк (как и матрица  Аmn) и l столбцов (как и матрица  Bnl). Произведение матрицы  А  на матрицу  В  обозначается АВ.
Пример. Даны две матрицы


А = , В = .
Найти произведение АВ. Можно ли получить произведение ВА?
Решение. Число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В, поэтому произведение АВ определено. Значит


АВ =  =  .
Произведение  ВА  не определено, так как число столбцов матрицы  В  не равно числу строк матрицы  А.

Тема № 2  Определители. Системы линейных уравнений  

Определители второго и третьего порядков и их свойства. Определители n-ного порядка. Системы m линейных уравнений с n неизвестными. Решение систем линейных уравнений с помощью определителей.

1 Определители второго и третьего порядков и их свойства
Определение. Определителем квадратной матрицы второго порядка

А = 
называется число, равное  а11а22 – а12а21  и обозначаемое символом


, то есть    = а11а22 – а12а21.                        (1)
Определитель матрицы называют также детерминантом. Для определителя матрицы А употребляются следующие обозначения: |A|, , det A, det(aik).
Определение. Определителем квадратной матрицы третьего порядка


называется число

 = а11а22а33 + а12а23а31 + а21а32а13 –
– а13а22а31 – а12а21а33 – а32а23а11.                                     (2)
Заметим, что каждое слагаемое алгебраической суммы в правой части формулы (2) представляет собой произведение элементов определителя, взятых по одному и только одному из каждой строки и каждого столбца. Этому произведению приписывается соответствующий знак. Чтобы запомнить, какие произведения следует брать со знаком плюс, какие со знаком минус, полезно правило, схематически изображённое на рисунке 1.
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Рис.1






Определение. Минором какого-либо элемента определителя называется определитель, полученный из данного вычёркиванием той строки и того столбца, которым принадлежит данный элемент. 
Минор элемента  аik  обозначим Мik. Например, минором элемента  а21  определителя (2) является определитель второго порядка

М21 = ;                                                      (3)
минором элемента  а21  определителя (1) – элемент а12 (определитель первого порядка).
Определение. Алгебраическим дополнением элемента  аik  определителя называется его минор, взятый со знаком (–1)i+k.
Например, алгебраическим дополнением элемента  а21  определителя (2) является определитель (3), взятый со знаком минус. Алгебраическое дополнение элемента  аik  будем обозначать через Аik. В соответствии с определением
Аik = (–1)i+kМik.
Теорема. Определитель равен сумме произведений элементов любой строки (столбца) на их алгебраические дополнения.

2 Определители n-ного порядка
Перейдём к выяснению понятия определителя любого порядка   n, где  n  3.
Рассмотрим квадратную матрицу n-ного порядка

А = .                                            (4)
Понятие  определителя  этой  матрицы или определителя порядка n введём индуктивно, считая, что уже введено понятие определителя порядка  n–1, соответствующего квадратной матрице (n–1)-вого порядка.
Определение. Минором элемента  аik  матрицы n-ного порядка (4) называют определитель порядка  n–1, соответствующий той матрице, которая получается из матрицы (4) в результате вычёркивания i-той строки и k-того столбца. Минор элемента  аik  обозначим через Мik. Алгебраическим дополнением элемента  аik  назовём его минор, взятый со знаком  (–1)i+k, и обозначим через  Аik, то есть  Аik = (–1)i+kМik.

Определение. Определителем порядка  n, соответствующим матрице (4), называют число, равное  и обозначаемое одним из символов

, det A, .

3 Системы m линейных уравнений с n неизвестными
Определение. Системой  m  линейных уравнений с  n  неизвестными  х1, х2, …, хn  (или линейной системой) называется система вида

                                       (5)
где  аik, bi – числа. Числа  аik (i = 1, 2, …, m; k = 1, 2, …, n) называются коэффициентами, bi (i = 1, 2, …, m) – свободными членами.
Определение. Решением линейной системы (5) называется упорядоченная совокупность  n  чисел  с1, с2, …, сn, подстановка которых вместо  х1, х2, …, хn  соответственно (х1 = с1, х2 = с2, …, хn = сn) обращает в тождество каждое из уравнений этой системы.

13.4. Решение систем линейных уравнений
с помощью определителей
Рассмотрим систему  n  линейных уравнений с  n  неизвестными х1, х2, …, хn:

                                        (6)
Определителем системы (6) называется определитель матрицы  А, составленной из коэффициентов уравнений этой системы; обозначим его через   ( = det A).
Обозначим через  k  определитель, полученный заменой в определителе    столбца из коэффициентов при неизвестной   хk  столбцом свободных членов системы (6), то есть


 = ,  k =                   (7)
где  k – одно из чисел  1, 2, …, n.
Теорема. Если определитель системы (6) отличен от нуля, то система имеет единственное решение



х1 = ,  х2 = , …,  хn = , 
где    и  k  (k = 1, 2, …, n) определены формулами (7).
Метод решения системы по правилу, описанному в этой теореме  называется методом Крамера.






































Раздел 3 Элементы математического анализа

Тема№ 1:  Предел функции

Понятие предела функции, его геометрический смысл. Односторонние пределы. Бесконечно малые и бесконечно большие функции и их свойства. Основные теоремы о пределах функций. Два замечательных предела.

1 Понятие предела функции, его геометрический смысл. Односторонние пределы
Рассмотрим функцию  у = f(х), определённую на некотором интервале, содержащим точку  х = a.
Определение. Число  А  называется пределом функции  у = f(х)  при  х, стремящемся к a (или в точке  a), если для любого числа   > 0 существует такое   > 0, что при всех  х, удовлетворяющих условию
0 < |x – a| < ,                                             (1)
выполняется неравенство
|f(x) – A| < .                                             (2)

Обозначение: f(х) = A.
Выясним геометрический смысл этого определения, воспользовавшись графиком функции  у = f(х) (см. рис. 1).
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Неравенство (1) означает, что  х  отстоит от точки  а  не далее чем на  , то есть принадлежит интервалу  ]a – , a + [  или  -окрестности точки  а  на оси  Ох. Неравенство (2) означает, что значение функции  у = f(х)  не выходит из интервала  ]А – , А +  [ оси Оу, то есть принадлежит -окрестности точки  А  этой оси.


Рассмотрим также односторонние пределы функции: предел слева f(х) = A1  и предел справа f(х) = A2.  Они определяются следующим образом. A1  и  A2  – такие числа, к которым стремится значение функции  f(х)  при стремлении аргумента  х  к  а  слева (справа). 





Можно  показать,  что  если  односторонние  пределы  равны (см. рис. 1) f(х) = f(х) = A, то предел в точке   х = а  существует и равен односторонним пределам  f(х) = f(х) = f(х) = A. 
Из определения предела функции следует, что предел постоянной равен этой постоянной. 


Если односторонние пределы различны (см. рис. 2.а) f(х)  f(х), то есть  А1  А2, или хотя бы один из них не существует (см. рис. 2.б), то не существует и предел функции в точке  х = а. 
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Сформулируем понятие предела функции, когда  х  неограниченно возрастает по модулю, то есть  х  .
Определение. Число  А  называется пределом функции  у = f(х)  при  х  , если для любого положительного числа   существует положительное число  N  такое, что для всех значений аргумента  х, удовлетворяющих условию  |x| > N, справедливо неравенство  |f(x) – A| < .

Для обозначения предела функции  у = f(х)  при  х    используется запись  f(х) = А. 

2 Бесконечно малые функции и их свойства


Определение. Функция  у = f(х)  называется бесконечно малой при  х  а (или при  х  ), если f(х) = 0 (f(х) = 0).
Бесконечно малую функцию аргумента  х  обозначают  о(х).




Например, функция у = (х – 3)2 есть бесконечно малая при х  3, так как (х – 3)2 = 0; функция  у =   является бесконечно малой при х  , поскольку   = 0.
Свойства бесконечно малых  функций  выражаются  следующими теоремами.

Теорема 2.1. Если функция   у = f(х)  имеет предел  b  при х  а, то  у(х) = b + о(х). Обратное: если  у(х) = b + о(х), то f(х) = b. 
Теорема 2.2.  Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых функций при х  а есть бесконечно малая функция при х  а.
Теорема 2.3. Произведение бесконечно малой на ограниченную функцию есть бесконечно малая функция. 
Следствие 1. Произведение двух бесконечно малых функций есть бесконечно малая функция.
Следствие 2. Произведение бесконечно малой функции на постоянную есть бесконечно малая функция.

3 Бесконечно большие функции
Определение. Функция  у = f(х)  называется бесконечно большой при  х  а, если для любого положительного числа  N  можно найти такое число   > 0, что при всех значениях  х, удовлетворяющих условию  0 < |x – a| < , выполняется неравенство  | f(х)| > N. 

Условно говорят, что предел бесконечно большой функции равен бесконечности, и пишут  f(х) =   или  f(х)    при  х  а. 

Если функция  у = f(х) стремится к бесконечности при  х  , то пишут   f(х) = . 


Примером бесконечно большой функции является функция  у =  при х  0. Функция f(х) =  — бесконечно большая при х  2. 

Замечание. Если функция  у = f(х)  стремится к нулю при х  а (или х  ) и не обращается в нуль, то функция  (х) =   стремится к бесконечности.

4 Основные теоремы о пределах функций
Теорема 4.1. Функция  у = f(х)  не может иметь более одного предела при  х  а.


Доказательство. Предположим противное, пусть функция  у = f(х)  при  х  а  имеет два предела  b1  и  b2: f(х) = b1, f(х) = b2, причём  b1  b2.
Согласно теореме 2.1 из этих равенств следует, что у = b1 + о1(х), у = b2 + о2(х). Поэтому  b1 – b2 = о2(х) – о1(х). Последнее равенство невозможно, так как в левой части стоит постоянная, отличная от нуля, а в правой  – бесконечно малая функция. Пришли к противоречию. Теорема
доказана.
Теорема 4.2. Если каждая из функций  у(х)  и  z(х)  имеет предел при  х  а, то сумма, разность и произведение этих функций также имеют пределы, причём



( у(х)  z(х)) = у(х)  z(х),                              (3)



( у(х) z(х)) = у(х) z(х).                                (4)


Если, кроме того, z(х)  0, то и частное   имеет предел, причём



 = .                                             (5)


Доказательство. Пусть у(х) = b, z(х) = с, тогда на основании теоремы 2.1 у(х) = b + о1(х), z(х) = с + о2(х). Тогда получаем  у(х)  z(х) = (b  с) + (о1(х)  о2(х)), где  b  с – постоянная, а   о1(х)  о2(х) – бесконечно малая при  х  а.
Согласно теореме 2.1 из последнего равенства следует, что



( у(х)  z(х)) = b  с = у(х)  z(х).
Поскольку
у(х)z(х) = (b + о1(х))(с + о2(х)) = bc + (bо2(х) + cо1(х) + о1(х)о2(х)),
где  bc – постоянная, о3(х) = bо2(х) + cо1(х) + о1(х)о2(х) – бесконечно малая при  х  а, то на основании теоремы 2.1 получаем



( у(х) z(х)) = bc = у(х) z(х).

Предположив, что z(х) = с  0, составим разность





 –  =  –  = .

Обозначив  v(x) = , о3(х) = cо1(х) – bо2(х), получим 



 –  = v(x) о3(х), (v(x) о3(х)) = 0,
так как   v(x) – ограниченная функция, а   о3(х) – бесконечно малая функция при  х  а. Следовательно, 




 =  = .
Теорема доказана.
Следствие 1. Постоянный множитель можно выносить за знак предела: 


(су(х)) = су(х).

Следствие 2. Если у(х) = b и  m – натуральное число, то


(у(х)m) = (у(х))m,
в частности, 


(хm) = (х)m = am.
Теорема 4.3. Пусть три функции  u = u(x), y = y(x), v = v(x)  определены в некотором промежутке, содержащим точку  а. Если для любого  х  из этого промежутка выполняются неравенства  u(x)  y(x)  v(x)  и функции  u = u(x), v = v(x)  имеют одинаковые пределы при  х  а, то функция  y = y(x)  имеет тот же предел при  х  а.
Теорема 4.4. Пусть функция  у = f(х)  определена в некотором промежутке, содержащим точку  а. Если при  х  а  функция  у = f(х)  имеет положительный (отрицательный) предел, то найдётся -окрестность точки  а  такая, что для всех х из этой окрестности функция положительна (отрицательна).


Теорема 4.5. Если функции  u(x)  и  v(x)  определены в некоторой -окрестности точки  а, для всех  х  из этой окрестности, х  а, выполняется неравенство  u(x) < v(x) и функции имеют пределы при х  а, то u(x)  v(x).


Доказательство. Пусть u(x) = b, v(x) = c. Требуется доказать, что  b  c. Предположим противное, то есть  b > c. 

В силу условия и теоремы 4.2 функция  v(x) – u(x)  имеет предел  (v(x) – u(x)) = c – b, c – b < 0, ибо  b > c. 


На основании теоремы 4.4 найдётся -окрестность точки  а, для всех точек которой (х  а)  v(x) – u(x) < 0, или  v(x) < u(x), что противоречит условию. Следовательно, b  c, то есть u(x)  v(x). Теорема доказана.
5 Два замечательных предела


1)  = 1; 2)  = e. 

Тема № 2  Непрерывность функции

Непрерывность функции в точке. Точки разрыва функции. Непрерывность функции на промежутке.

1 Непрерывность функции в точке

Определение. Функция  у = f(x), определённая на интервале ]a, b[, называется непрерывной в точке  х0  ]a, b[, если  f(х) = f(х0) (то есть предел функции равен её значению при предельном значении аргумента).
Так как равенство в определении равносильно следующему

(f(х) – f(х0)) = 0,
то функция непрерывна в точке, если бесконечно малому приращению аргумента в этой точке соответствует бесконечно малое приращение функции.


Теорема 1.1. Если функции  f(x)  и  (х)  непрерывны в точке  х, то также непрерывны в этой точке их сумма  f(x) + (х), разность f(x) – (х), произведение  f(x)(х), а также частное    при условии, что  (х)  0.
Следствие 1. Целая рациональная функция
Рn(х) = a0 + a1x + a2x2 + … + anxn
непрерывна при всех  х.
Следствие 2. Дробно рациональная функция 

R(x) = 
непрерывна при всех  х, для которых знаменатель не обращается в нуль.
Теорема 1.2. Если функция  (х)  непрерывна в точке  х0, а функция  f(у)  непрерывна в точке  у0 = (х0), то сложная функция  F(x) = f((х))  непрерывна в точке  х0.

2 Точки разрыва функции
Рассмотрим функцию  у = f(x), определённую на интервале ]a, b[, кроме, быть может, точки  х0  ]a, b[. 
Определение. Точка  х0 называется точкой разрыва данной функции, если в ней функция определена, но не является непрерывной, или не определена в этой точке.


Если   х0 – точка разрыва функции   f(x)   и существуют  конечные пределы  f(х0 – 0) = f(х), f(х0 + 0) = f(х), то она называется точкой разрыва первого рода. 
Величина   f(х0 + 0) – f(х0 – 0)  называется скачком функции  f(x)  в точке х0.  


Пусть функция  у = f(x)  имеет разрыв в точке  х0 и  f(х0 + 0) = f(х0 – 0), тогда  х0  называется точкой устранимого разрыва. Это название оправдано тем, что если доопределить такую функцию (если она не была определена в точке  х0), положив  f(х0) = f(х) = f(х), то получится функция, непрерывная в точке  х0.

Например, для функции  f(x) =   точка  х0 = 0 является точкой устранимого разрыва.
Если   х0 – точка разрыва и, по крайней мере, один из пределов f(х0 + 0), f(х0 – 0)  является бесконечным или не существует, то  х0 называется точкой разрыва второго рода. 


Например, 1) точка х0 = 0  –  точка разрыва второго рода для функции   f(x) = , поскольку  f(х0 – 0) = –, f(х0 + 0) = +; 2) так как f(х0 + 0) = +, то точка  х0 = 0  является точкой разрыва второго рода для функции  f(x) = 3 (см. рис. 1). 
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3 Непрерывность функции на промежутке
Определение. Функция называется непрерывной на интервале, если она непрерывна в каждой точке этого интервала.


Если функция определена при  х = а   и при этом f(х) = f(а), то говорят, что  f(х)  в точке  а  непрерывна справа. Аналогично, если  f(х) = f(b), то говорят, что в точке  b  эта функция непрерывна слева.
Определение.  Функция  называется  непрерывной  на  отрезке  [a, b], если она непрерывна в каждой его точке (в точке  а  непрерывна справа, в точке  b – непрерывна слева).
Наибольшим значением функции  у = f(x)  на отрезке  [a, b]  называется такое её значение  f(x1), что  f(x)  f(x1)  для всех  х  [a, b].
Наименьшим значением функции  у = f(x)  на отрезке  [a, b]  называется такое её значение  f(x2), что  f(x)  f(x2)  для всех  х  [a, b].
Функции, непрерывные на отрезке, обладают рядом важных свойств, которые выражаются следующими теоремами.
Теорема 3.1. Функция, непрерывная на отрезке  [a, b], достигает на нём своего наименьшего значения  m  и наибольшего значения  M, то есть существуют такие точки  x1  и  x2  этого отрезка, что   f(x1) = m, f(x2) = M.
Теорема имеет простой геометрический смысл (см. рис.2).
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Теорема 3.2. Если функция  у = f(x) непрерывна на отрезке [a, b]  и на его концах принимает неравные значения  f(а) = А,  f(b) = В, А  В, то каково бы ни было число  С, заключённое между  А  и  В, найдётся точка  с  [a, b]  такая, что  f(с) = С. 
Геометрический смысл теоремы иллюстрируется на рис.3. Всякая прямая  у = С, где  A < C < B (или  A > C > B), пересекает график функции  у = f(x). 
Следствие. Если функция непрерывна на отрезке и на его концах принимает значения разных знаков, то на этом отрезке найдётся хотя бы одна точка, в которой функция обращается в нуль.
Геометрический смысл следствия иллюстрируется на рис.4.
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Тема № 3 Производная функции 

Понятие производной, её геометрический и физический смысл. Основные правила дифференцирования. Производная сложной функции. Некоторые приложения производной.

1 Понятие производной, её геометрический и физический смысл

Рассмотрим функцию у = f(x), заданную в интервале  ]a, b[. Пусть х  ]a, b[  и   х  ]a, b[, тогда приращение функции в точке  х0 выражается формулой  у = f(x0 + х) – f(x0). 
Определение. Производной функции  у = f(x)  в точке  х0 называется предел отношения приращения этой функции к приращению аргумента, когда последнее стремится к нулю:




f’(x0) =   или  y'(x0) =.
Геометрический смысл производной: производная от данной функции в точке равна тангенсу угла между осью  Ох  и касательной к графику этой функции в соответствующей точке (см. рис.1): 
f'(x0) = tg .
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Уравнение касательной к линии у= f(x) в точке М0(х0,у0) имеет вид
у – у0 = f'(x0)(х – х0).
Физический смысл производной: производная от пути по времени равна скорости прямолинейного движения точки: х'(t0) = v.
Функция, имеющая производную в данной точке, называется дифференцируемой в данной точке. Функция, имеющая производную в каждой  точке  данного  промежутка,  называется  дифференцируемой  в этом промежутке. Операция нахождения производной называется дифференцированием.
Зависимость между непрерывностью и дифференцируемостью функции выражается следующей теоремой.
Теорема 1.1. Если функция  у = f(x)  дифференцируема в данной точке, то она непрерывна в ней.



Доказательство. Пусть функция  у = f(x)  дифференцируема в точке  х0, то есть существует предел  y'(х0) =. Так как  у = х, то





у = х = y'(х0)0 = 0, т.е. у = 0.
Теорема доказана.

2 Основные правила дифференцирования
Теорема 2.1. Производная суммы (разности) двух дифференцируемых функций равна сумме (разности) производных этих функций.
Доказательство. Пусть  у = u(x)  v(x), где  u = u(x)  и  v = v(x) – дифференцируемые функции. Поскольку  у = u  v, то



 =   .
Тогда






 =    = u’  v’.
Следовательно, 
(u  v)’ = u’  v’.
Теорема доказана. 
Теорема 2.2. Производная произведения двух дифференцируемых функций равна произведению первой функции на производную второй плюс произведение второй функции на производную первой:
(uv)' = u'v + uv'. 





Доказательство. Пусть  у = uv, где  u = u(x)  и  v = v(x) – дифференцируемые функции. Так как  у = (u + u)(v + v) – uv = uv + vu + uv, то   = u + v + v. Согласно теореме  1.1 v = 0. Тогда получаем, что








 = (u) + (v) + (v) =







u + v + v = u'v + uv' + u'0 = u'v + uv'.
Теорема доказана.
Следствие. Постоянный множитель можно выносить за знак производной:
(сv)' = сv'.
Теорема 4.2.3. Производная частного двух дифференцируемых функций определяется формулой


 =  (v  0).

Доказательство. Если  y = , где  u = u(x)  и  v = v(x) – дифференцируемые функции, причём  v(х)  0, то



у =  –  = ,


 = .
Следовательно, 



 = ,

так как v = 0. Теорема доказана.

Если  у = f(x) и  х = (у) – взаимно-обратные функции и  у 0, то


х = .


Действительно, так как  = , то



 = ,


откуда и следует, что  х = .

3 Производная сложной функции
Рассмотрим сложную функцию  у = f((x))  F(х), где  у = f(u), u = (x); в этом случае   u   называют промежуточным аргументом, х  – независимой переменной.
Теорема 3.1. Если  у = f(u)  и  u = (x) – дифференцируемые функции своих аргументов, то производная сложной функции у = f((x)) существует и равна произведению производной этой функции по промежуточному аргументу на производную промежуточного аргумента по независимой переменной:



у = уu.
Доказательство. В соответствии с условием и по определению производной 






у = , u = .



Так как   = , то









у =  =  = уu.
Теорема доказана.

4 Некоторые приложения производной
Теорема 4.1. (Лагранж). Если функция  f(x)  непрерывна на отрезке  [a, b]  и имеет конечную производную хотя бы в интервале  ]a, b[, то в этом интервале найдется, по крайней мере, одна точка  с  такая, что

 = f'(с)  (a < c < b).

При исследовании функций может появиться необходимость нахождения предела дроби  , числитель и знаменатель которой при  х  а  стремятся к нулю или бесконечности. Нахождение таких пределов называют раскрытием неопределённостей соответствующего вида. Основой его является правило Лопиталя, выражаемое следующей теоремой.

Теорема 4.2. Если функции  f(x)  и  (x)  дифференцируемы в окрестности точки  х = а, обращаются в нуль в этой точке и существует предел отношения    при  х  а, то существует предел отношения самих функций, равный пределу отношения производных:




 = .

Тема № 4 Исследование функций и построение графиков

Признаки постоянства, возрастания и убывания функций. Максимум и минимум функции. Необходимое условие экстремума. Достаточное условие экстремума. Направления выпуклости, точки перегиба. Асимптоты. Схема исследования функций.
1 Признаки постоянства, возрастания и убывания функций
Теорема 1.1. Пусть функция  f(x)  имеет конечную производную в интервале  ]a, b[. Для того чтобы функция  f(x)  была постоянной в интервале  ]a, b[, необходимо и достаточно, чтобы  f'(x) = 0  в этом интервале.
Доказательство. Необходимость условия очевидна: если  f(x)= const, то  f'(x) = 0.
Докажем достаточность, то есть если  f'(x) = 0  в интервале  ]a, b[, то  f(x)= const.
Возьмём в интервале любые два значения  х1  и  х (х1  х) и применим формулу Лагранжа: 
f(x) – f(х1) = (x – х1)f'(с)
(точка  с  лежит между  х1  и  х).
Отсюда, так как  f'(x) = 0, то  f(x) = f(х1)  при любых значениях х  ]a, b[, то есть  f(x)= const  в интервале  ]a, b[. Теорема доказана.
Теорема 1.2. Пусть функция  f(x) непрерывна на интервале ]a, b[  и имеет на нём конечную производную, тогда:
1) если  f'(x) > 0  на интервале  ]a, b[, то функция возрастает в этом интервале;
2) если  f'(x) < 0  на интервале  ]a, b[, то функция убывает в этом интервале.
Доказательство. 1) Возьмём в интервале  ]a, b[  любые два значения  х1  и  х2 (х1  х2) и применим теорему Лагранжа, получим
f(x2) – f(х1) = (x2 – х1)f'(с)   (х1 < c <x2).
Так как  x2 – х1 > 0  и по условию  f'(с) > 0  (c  ]a, b[), то f(x2) – f(х1) > 0, то есть  f(x2) > f(х1). Это и означает, что функция возрастает на интервале  ]a, b[.
Для случая 2) теорема доказывается аналогично. Теорема доказана.

2 Максимум и минимум функции. Необходимое условие экстремума
Говорят, что функция  f(x)  имеет в точке  х0  максимум  f(x0), если в некоторой окрестности этой точки  (при х  х0) выполняется неравенство  f(x) < f(x0).
Функция   f(x)  имеет в точке  х0   минимум  f(x0), если в некоторой окрестности этой точки (при х  х0) выполняется неравенство  f(x) > f(x0).
Например, функция  f(x)  (см. рис.1) в точке  х1  имеет максимум f(x1) = А1М1, а в точке  х2 – минимум, равный  f(x2) = А2М2.

у = f(x)
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Максимум и минимум функции называются экстремумами функции. Точка, в которой функция имеет минимум или максимум, называется точкой экстремума функции.
Необходимое условие экстремума даёт следующая теорема.
Теорема 2.1. Если функция  f(x)  в точке  х0  ]a, b[  имеет экстремум и в этой точке существует конечная производная, то она равна нулю.

3 Достаточное условие экстремума
Теорема 3.1. Если в точке  х = х0  производная функции  у = f(x)  равна нулю и меняет знак при переходе через точку, то  х0  является точкой экстремума, причём: 1) х0 – точка максимума, если знак меняется с плюса на минус; 2) х0 – точка минимума, если знак меняется с минуса на плюс.
Достаточное условие экстремума можно выразить также с помощью второй производной.
Теорема 3.2. Если в точке  х = х0  первая производная функции  у = f(x)  равна нулю, а вторая производная отлична от нуля, то  х0  является точкой экстремума, причём: 1) х0 – точка минимума, если  f''(x0) > 0; 2) х0 – точка максимума, если  f''(x0) < 0.

4 Направление выпуклости, точки перегиба
График функции  у = f(x)  называется выпуклым вниз (вогнутым вверх) в данном промежутке, если он целиком расположен выше касательной в его произвольной точке (см. рис.2, а). График функции  у = f(x)  называется выпуклым вверх (вогнутым вниз) в данном промежутке, если он целиком расположен ниже касательной в его произвольной точке (см. рис.2, б).
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Теорема 4.1. Если вторая производная функции  у = f(x)  в данном промежутке положительна, то график её является выпуклым вниз в этом промежутке; если  f''(x) < 0, то график функции является выпуклым вверх в соответствующем промежутке.
Определение. Точкой перегиба графика функции  у = f(x)  называется такая его точка  М0 (см. рис. 3), в которой выпуклость меняется на вогнутость (по отношению к одному и тому же направлению: вверх или вниз).
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Теорема 4.2. Если в точке   х = х0   вторая  производная  функции  у = f(x)  обращается в нуль и меняет знак при переходе через неё, то  М0 (х0, у0) – точка перегиба графика этой функции.

5 Асимптоты
Определение. Асимптота – это прямая, к которой неограниченно приближается данная линия, когда её точка неограниченно удаляется от начала координат.


Определение. Прямая  х = а  называется вертикальной асимптотой графика функции  у = f(x), если хотя бы одно из предельных значений  f(х), f(х)  является бесконечным.





Например, прямая  х = 2 – вертикальная асимптота графика функции  у = , так как  = –,  = +.

Определение. Прямая  у = kx + b  называется наклонной асимптотой графика функции  у = f(x), если эта функция представима в виде  f(x) = kx + b + о(х), где о(х) = 0.
Теорема 5.1. График функции  у = f(x)  имеет при  х    наклонную асимптоту  у = kx + b  тогда и только тогда, когда существуют два конечных предела



 = k, ( f(x) – kx) = b.

6 Схема исследования функций 
Исследование функций и построение их графиков можно проводить по следующей схеме.
1. Найти область определения функции, её точки разрыва.
2. Изучить изменение функции при стремлении аргумента к концам промежутков области определения.
3. Найти точки экстремумов, промежутки возрастания и убывания функции.
4. Вычислить значения экстремумов, построить соответствующие точки.
5. Определить промежутки выпуклости и вогнутости графика, найти точки перегиба.
6. Найти точки пересечения графика с координатными осями.
7. Найти асимптоты графика функции.
Порядок исследования иногда целесообразно выбирать, исходя из конкретных особенностей данной функции
Если рассматриваемая функция чётная или нечётная, то её достаточно исследовать при положительных значениях аргумента из области её определения и принять во внимание, что график чётной функции симметричен относительно оси ординат, график нечётной функции симметричен относительно начала координат.
Отметим также, что графики взаимно-обратных функций симметричны относительно прямой, на которой лежит биссектриса первого координатного угла. 

Тема № 5  Неопределённый интеграл

Первообразная функция. Неопределённый интеграл и его свойства. Таблица основных неопределённых интегралов. Понятие об основных методах интегрирования.

1 Первообразная функция.
Определение. Функция  F(x), определённая в промежутке ]a, b[, называется первообразной данной функции  f(x)  в этом промежутке, если для любого значения  х  ]a, b[  выполняется равенство
F'(x) = f(x).                                                  (1)
Например, функция  F(x) = х4 – первообразная функции  f(x) = 4х3  в интервале  ]–, +[, поскольку  (х4)' = 4х3  для всех  х. 
Если  F(x) – первообразная функции  f(x), то
Ф(х) = F(x) + С,                                              (2)
где  С – произвольная постоянная, также является её первообразной, поскольку  Ф'(х) = (F(x) + С)' = F'(x) + 0 = f(x). Обратно, если  F(x)  и Ф(х) – две первообразные функции f(x), то они отличаются произвольным постоянным слагаемым, то есть
Ф(х) – F(x) = С, Ф(х) = F(x) + С.
Таким образом, выражение (2), в котором функция  F(x)  удовлетворяет условию (1), определяет множество всех первообразных данной функции  f(x)  в заданном промежутке  ]a, b[.
Определение. Неопределённым интегралом от данной функции f(x)  называется множество всех её первообразных

 = F(x) + С,
где  F'(x) = f(x). Знак    называется знаком неопределённого интеграла; функция f(x) – подынтегральной функцией; выражение f(x)dx – подынтегральным выражением.
Операция нахождения первообразной данной функции называется интегрированием.
Неопределённый интеграл обладает следующими основными свойствами.
Свойство 1. Производная неопределённого интеграла равна подынтегральной функции; дифференциал неопределённого интеграла равен подынтегральному выражению:


()' = f(x); d() = f(x)dx.
Свойство 2. Неопределённый интеграл от дифференциала некоторой функции равен этой функции с точностью до постоянного слагаемого:

 = f(x) + С.                                                (3)
Свойство 3. Постоянный множитель можно выносить за знак неопределённого интеграла:


 = k   (k = const, k  0).                            (4)
Свойство 4. Если функции  f1(x)  и  f2(x)  имеют первообразные, то функция  f1(x) + f2(x)  также имеет первообразную, причём



 =  + .                               (5)
Первое свойство следует из определения неопределённого интеграла. Третье и четвёртое свойства доказываются сравнением производных от обеих частей равенств (4) и (5), при этом учитывается, что неопределённый интеграл определён с точностью до постоянного слагаемого.



Чтобы доказать второе свойство, обозначим   =  = F(x). На основании первого свойства получаем  f'(x) = F'(x), откуда  F(x) = f(x) + С, то есть   = f(x) + С.

2 Таблица основных неопределённых интегралов

Таблицу простейших неопределённых интегралов нетрудно получить, воспользовавшись тем, что интегрирование является операцией, обратной дифференцированию. Будем исходить из формулы (3), которую запишем следующим образом: если  dF(x) = f(x)dx, то  = F(x) + С.
1. 
2. 

 = + C  (n  –1).
3. 

 =  = ln|x| + C.
4. 

 =  + C (a > 0).
5. 
 = ex + C.
6. 
 = sinx + C.
7. 
 = –cosx + C.
8. 
 = tgx + C.
9. 
 = –ctg + C.
10. 
  =  arcsinx  +  C    = = –arccosx + C.
11. 
 = arctgx + C =          = –arcctgx + C.


3 Понятие об основных методах интегрирования
К наиболее важным методам интегрирования относятся методы: непосредственного интегрирования, замены переменной, интегрирования по частям.
Метод непосредственного интегрирования основан на свойстве 4 неопределённого интеграла. Если функции  f1(x), f2(x), … , fn(x)  имеют первообразные в некотором промежутке, то функция  f(x) = f1(x)+ f2(x) + … + fn(x)  также имеет первообразную в том же промежутке, причём




 =  +  + … + ,
то есть неопределённый интеграл от алгебраической суммы конечного числа функций равен такой же алгебраической сумме неопределённых интегралов от слагаемых.
Метод замены переменной (или метод подстановки) основан на следующей теореме.
Теорема 3.1. Если  F(x) – первообразная функции  f(x), а  x = (t) – дифференцируемая функция, то функция  f((t))'(t)  также имеет первообразную, причём

 = F((t)) + С.
Доказательство. По правилу дифференцирования сложной функции
(F((t)))'t = F''t = f((t))'(t),
то есть функция  f((t))'(t)  имеет в качестве одной из своих первообразных функцию  F((t)).
Следовательно,

 = F((t)) + С.
Теорема доказана.

Поскольку  F((t)) + С = F(x) + С = , то 


 = .
По этой формуле осуществляется замена переменной в неопределённом интеграле.
Метод интегрирования по частям основан на следующей формуле:


 = uv – .
Поскольку  d(uv) = udv + vdu  или  udv = d(uv) – vdu, то


 = uv – .


Тема № 6 Определённый интеграл 
Понятие определённого интеграла. Его геометрический смысл. Основные свойства определённого интеграла. Формула Ньютона-Лейбница.

1 Понятие определённого интеграла
Пусть дана функция  y = f(x), определённая на отрезке  [a, b], где  a < b. Отрезок  [a, b]  точками  a = x0 < x1 < x2 < … < xn-1 < xn = b разобьём на  n  элементарных отрезков  [a, x1], [x1, x2], … , [xk-1, xk], … , [xn-1, b], длины которых обозначим через  xk, то есть  xk = xk – xk-1 (k = 1, 2, …, n; x0 = a, xn = b). В каждом из элементарных отрезков  [xk-1, xk]  выберем произвольно одну точку  k, значение функции в этой точке  f(k)  умножим на длину отрезка  xk, получим произведение  f(k)xk (см. рис. 1). 
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Составим сумму всех таких произведений

Sn = 
Эта сумма называется интегральной суммой для функции  y = f(x) на отрезке  [a, b]. 
Обозначим через    длину наибольшего из элементарных отрезков  [xk-1, xk]  при данном  n, то есть   = max xk  (k = 1, 2, …, n).
Определение. Определённым интегралом от функции  y = f(x) на отрезке  [a, b]  называется конечный предел её интегральной суммы, когда число элементарных отрезков неограниченно возрастает, а длина наибольшего из них стремится к нулю.

Определённый интеграл обозначается символом    (читается: определённый интеграл от  а  до  b); f(x)  называется подинтегральной функцией, х – переменной интегрирования; а – нижним пределом интегрирования, b – верхним пределом интегрирования.
Следовательно, по определению



 = 
Функция, для которой существует такой предел, называется интегрируемой на отрезке  [a, b].

2 Геометрический смысл определённого интеграла
Определённый интеграл от функции  y = f(x)  по отрезку  [a, b]  равен площади криволинейной трапеции, ограниченной сверху графиком функции  y = f(x), слева и справа – отрезками прямых  х = а, х = b, отрезком оси Ох – снизу (рис. 2) или сверху (рис. 3).
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3 Основные свойства определённого интеграла
При введении понятия определённого интеграла предполагалось, что  а < b. Рассмотрим случай, когда  а = b  и  а > b. Полагаем по определению

 = 0,                                              (1)
где  f(x) – любая функция;


 = –,
где  f(x) – функция, интегрируемая на отрезке  [b, a] (b < a).
Определённый интеграл обладает следующими свойствами.
Свойство 1. Если функция  f(x)  интегрируема на наибольшем из отрезков [а, b], [a, c], [c, b], то она интегрируема на двух других отрезках, причём  



 =  + 
при любом расположении точек  а, b, c.
Свойство 2. Если функция  f(x)  интегрируема на отрезке [а, b], то функция  kf(x), где k = const, также интегрируема на этом отрезке, причём


 = k.
Свойство 3. Если  f(x)  и  (х) – функции, интегрируемые на отрезке  [а, b], то их сумма и разность также интегрируемы на этом отрезке, причём 



 =   .
Свойство 4. Если функция  f(x)  интегрируема на отрезке  [а, b], где а < b, и  f(x)  0  для всех  х  [а, b], то

  0.
Свойство 5. Если  f(x)  и  (х) – функции, интегрируемые на отрезке  [а, b], где  а < b, и  f(x)  (х)  для всех  х  [а, b], то


  .
Свойство 6. Если функция  f(x)  интегрируема на отрезке  [а, b], где а < b, то функция  | f(x)|  также интегрируема на  [а, b], причём


||  .

4 Формула Ньютона-Лейбница
Связь между определённым и неопределённым интегралом выражает следующая теорема.
Теорема 4.1. Определённый  интеграл от непрерывной функции
равен разности значений любой её первообразной для верхнего и нижнего предела интегрирования:

 = F(b) – F(а).
Доказательство. Рассмотрим интеграл с переменным верхним пределом

Ф(х) = ,
где  х  [а, b], в котором  f(x)  непрерывна. Заметим, что  Ф'(х) = f(x).
Пусть  F(x) – первообразная функции  f(x), то есть F'(х) = f(x). Итак, функции  Ф(х)  и  F(x)  имеют одинаковые производные; на основании свойств первообразных, заключаем, что
Ф(х) = F(x) + С.
Поскольку  Ф(а) = 0 (см. (1)), при  х = а  из последнего равенства получаем  0 = F(а) + С, откуда  С = – F(а).
Следовательно,

Ф(х) = F(x) – F(а),  = F(x) – F(а),
где  F'(х) = f(x).
В частности, при  х = b  получаем

 = F(b) – F(а).
Теорема доказана.
Эта формула называется формулой Ньютона-Лейбница. 

Тема № 7  Несобственные интегралы 

Интегралы с бесконечными пределами интегрирования. Интегралы от неограниченных функций. 

При введении понятия определённого интеграла предполагалось, что выполняются условия: 1) пределы интегрирования  a  и  b  являются конечными;  2) подынтегральная функция  f(x) ограничена на отрезке  [a, b]. В этом случае определённый интеграл называют собственным. Если хотя бы одно из двух указанных условий не выполняется, то интеграл называют несобственным.
1 Интегралы с бесконечными пределами интегрирования
Пусть функция  y = f(x)  непрерывна при любом  х  а. Рассмотрим интеграл с переменным верхним пределом

I(b) =                                                  (1)
Как было показано ранее, интеграл (1) является дифференцируемой функцией верхнего предела. Предположим, что при b   функция (1) имеет конечный предел; этот предел называется сходящимся несобственным интегралом от функции  f(x)  по промежутку  [a, +[  и обозначается 



 = .
Если этот предел не существует или равен бесконечности, то несобственный интеграл называется расходящимся.
Геометрически несобственный интеграл от неотрицательной функции выражает площадь бесконечной криволинейной трапеции, ограниченной сверху графиком функции  y = f(x), слева – отрезком прямой  х = а, снизу – осью  Ох (рис. 1) (в случае сходящегося интеграла эта площадь является конечной, в случае расходящегося – бесконечной).
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Аналогично определяется несобственный интеграл с бесконечным нижним пределом



 = 
и несобственный интеграл с обоими бесконечными пределами



 =   + ,
где  с –  любая точка из интервала ]-; +[.
Приведём без доказательства две теоремы. С их помощью можно исследовать вопрос о сходимости некоторых несобственных интегралов.






Теорема 1.1. Если при  х  а  выполнены неравенства  0  (х)  f(x)  и    сходится, то сходится и , причём    ; если   расходится, то расходится и  
Геометрическое значение этой теоремы иллюстрируется на рис.2.
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Теорема 1.2. Если в промежутке  [a, +[  функция  y = f(x)  меняет знак и   сходится, то сходится также 

2 Интегралы от неограниченных функций
Если функция  y = f(x)  не ограниченна в окрестности точки  с  отрезка  [a, b]  и непрерывна при  а  х < c  и  с < х  b, то несобственный интеграл от этой функции определяется формулой





 =  +                                 (2)
где   > 0,  > 0. В случае  с = b  или  с = а  получаем



 =                                              (3)



 =                                              (4) 
Несобственный интеграл (3) или (4) называется сходящимся, если существует конечный предел соответствующего определённого интеграла; в противном случае интеграл называется расходящимся.
Несобственный интеграл (2) называется сходящимся, если существуют и конечны оба предела в правой части.

Для интегралов от неограниченных функций справедливы теоремы, аналогичные теоремам  1.1  и  1.2. Они применяются для исследования вопроса о сходимости несобственных интегралов и оценки их значений. В качестве функции, с которой сравнивают подынтегральную функцию, часто выбирают  (х) = . Легко видеть, что


сходится при   < 1, расходится при    1.

Пример. Исследовать, сходится ли интеграл  
Подынтегральная функция не ограничена в окрестности точки  х = 0. Поскольку




 <   и    < 
сходится, то сходится и данный интеграл.




































Раздел 4 Элементы теории дифференциальных уравнений

Тема № 1  Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка
Математическая модель демографического процесса. Понятие дифференциального уравнения. Решение: общее, частное, особое. Теорема Коши.

1 Математическая модель демографического процесса
Рассмотрим демографический процесс, математические характеристики которого приводят к дифференциальным уравнениям.
Из статистических данных известно, что число новорожденных за единицу времени (например, за один год) пропорционально числу населения в данном регионе с коэффициентом пропорциональности  k1, а число умерших также пропорционально численности населения с коэффициентом пропорциональности  k2. Требуется установить закон, по которому определяется численность населения данного региона в зависимости от времени  t. 
Обозначим через  у  число жителей региона. Очевидно, что величина  у  является функцией времени  t, то есть y = y(t). Тогда по условию задачи число родившихся за единицу времени равно  k1y, а умерших за единицу времени равно  k2y. Прирост населения за единицу времени будет  k1y – k2y = (k1 –  k2)y. Разность  k = k1 –  k2  называется коэффициентом естественного прироста.

Используя дифференциальное исчисление, то есть  dy  y, получаем, что за малый промежуток времени  dt  прирост населения постоянный: dy = kydt  или   = ky.
Таким образом, получена математическая модель демографического процесса.

2 Основные понятия теории дифференциальных уравнений первого порядка
Дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение вида
F(x, y, y') = 0                                               (1)
или
y' = f(x, y),                                                 (2)
где  х – независимая переменная, у – неизвестная функция и у' – её производная.
Определение. Решением дифференциального уравнения (1) или (2) называется функция  у = (х) такая, что

F(x, (х), '(х))  0  или  '(х)  f(x, (х)).
Определение. Общим решением дифференциального уравнения первого порядка называется такое его решение, зависящее от одной произвольной постоянной С, из которого получается любое частное решение, в частности, и соответствующее допустимому начальному условию задачи Коши.
Задача Коши для дифференциального уравнения первого порядка состоит в следующем: необходимо найти решение  y = y(х)  уравнения (1) или (2), удовлетворяющее условию  y(х0) = y0, называемому начальным условием.
Общее решение дифференциального уравнения первого порядка имеет вид
у = (х, С)  или  Ф(х, у, С) = 0.
Заметим, что решение дифференциального уравнения (2) существует не при любой функции  f(x, y)  и не при любых начальных условиях.
Теорема Коши. Если в уравнении  y' = f(x, y)  функция  f(x, y)  и её частная производная  fy'(x, y)  непрерывны в некоторой замкнутой области  D  и точка  (х0, у0)  D, то существует единственное решение у = (х)  этого  уравнения,  удовлетворяющее  начальному  условию  при  х = х0, у = у0.
Определение. Решения, полученные из общего решения дифференциального уравнения путём задания произвольной постоянной определённого численного значения, называются частными.
На практике частное решение получается из общего не прямым заданием значений произвольных постоянных, а исходя из тех условий, которым должно удовлетворять искомое частное решение. Задание таких условий называется заданием начальных условий и записывается коротко так:  f(x0) = y0.
Задача нахождения частного решения, удовлетворяющего начальным условиям  у = y0  при  х = х0, называется задачей Коши.
С геометрической точки зрения общее решение представляет семейство кривых, а частное решение – отдельные кривые этого семейства.  

Среди дифференциальных уравнений встречаются такие, которые имеют решения, не получающиеся из общего решения ни при каких значениях  С. Такие решения называются особыми. Например, уравнение  у' =  имеет общее решение  у = sin(x + C). В то же время функция  у = 1  также является решением этого уравнения, хотя это решение не может быть получено из общего ни при каких значениях  С, то есть является особым решением. 

Тема №2  Некоторые типы дифференциальных уравнений первого порядка 

Дифференциальные уравнения первого порядка с разделяющимися переменными. Однородные дифференциальные уравнения первого порядка. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка.

1 Дифференциальные уравнения первого порядка с разделяющимися переменными
Определение. Уравнение вида
f1(x)1(у)dx + f2(x)2(у)dy = 0
называется уравнением с разделяющимися переменными.
 Оно может быть приведено к уравнению с разделёнными переменными путём деления обеих его частей на выражение f2(х)1(у):


 +  = 0,
откуда


 +  = 0                                    (1)
Равенство (1) можно считать суммой двух дифференциалов. Интегрируя его, получим


 +  = С,                                (2)
где  С – постоянная интегрирования.
Выражение (2) является общим решением уравнения (1).

 2 Однородные дифференциальные уравнения первого порядка


Определение. Уравнение  = f(x, y) называется   однородным уравнением первого порядка, если функция  f(x, y)  может быть представлена как функция отношения своих аргументов:  f(x, y) = (),


 = (),                                              (3)


Например, уравнение  =  есть однородное, так как, деля числитель и знаменатель на х2, получим


 = .

Однородное дифференциальное уравнение (3) приводится к виду уравнения с разделяющимися переменными подстановкой  = u, где u – новая неизвестная функция.
Произведя замену  у = хu, мы придём к уравнению с разделяющимися переменными. Продифференцируем  у = хu:


 = u + x,
и уравнение (3) примет вид

u + x = (u)  или  xdu = ((u) – u)dx.
Разделим в последнем уравнении переменные:


 = .
Выполняя интегрирование, найдём


 = 
или

ln|x| =  + C.

Взяв интеграл в правой части последнего равенства и выполнив обратную замену  u =  получим общее решение однородного уравнения (3).

3 Линейные дифференциальные уравнения первого порядка
Определение. Линейным дифференциальным уравнением  первого
порядка называют уравнение, содержащее  у  и  у  в  первой  степени  и  не  содержащее  их  произведений .   
 Линейное  дифференциальное  уравнение  имеет  вид 
у + р(х)у = g (х),                                         (4)
где p(x) и g(x) – известные функции от x или постоянные величины. Уравнение (4) решается подстановкой
y = uv,
где u и v – неизвестные функции  от  x, одну  из которых можно выбрать произвольно так, как это удобно для решения.
Дифференцируя  y = uv  по  x, получим



 = u +   v.

Значения  y  и  подставим  в  уравнение  (4):


u +  v + p(x)uv = g(x).
Сгруппируем первый и третий члены:


v +  u = g(x). 
Выберем одну из функций  v так, чтобы  коэффициент  при  u обратился  в нуль, то есть

 + p(x)v = 0.                                         (5)
При этом  условии 

v = g(x).                                                (6)
Найдем  v  из  уравнения  (5):



dv +  p(x)vdх = 0;  +  p(x)dx  = 0;  = –;


lnv = –v = .
Значение v подставим  в уравнение (6) и найдем  u: 





v = g(x);  = g(x);  = g(x)dx;

du = g(x)edx.
Интегрируя  последнее  равенство, получим

u = dx + C.
Общее  решение  уравнения  (4)  будет  иметь  вид


y = uv = 


































Раздел 5 Элементы теории вероятности и математической статистики

Тема № 1  Вероятность случайного события
Пространство элементарных событий. Вероятность события. Условная вероятность и независимость событий. Схема независимых испытаний Бернулли.

1 Пространство элементарных событий
Часто в различных жизненных ситуациях, зная, в принципе, возможные результаты какого-либо события, не можем предсказать точный исход: пойдет ли завтра дождь, какой номер выиграет в лотерее, когда перегорит только что купленный сканер и т. п. Однако можно сравнивать различные подходы по тому, насколько правдоподобно их осуществление, вводя для сравнения некоторую количественную меру. Изучением этой меры и занимается теория вероятностей. В основе этой теории лежат специальные математические модели, в которых сопоставлению событий по степени их правдоподобия можно придать точный смысл.



Под испытанием понимается реализация определенной совокупности условий, в результате которой наступает только одно элементарное событие (исход). Пространством элементарных событий   называется множество элементарных событий , , которые могут произойти в испытании:

.

В зависимости от числа элементарных событий в пространстве  различают конечное, счетное и несчетное пространство элементарных событий.


Событием (составным событием) называется некоторое подмножество элементарных событий из . Событие называется невозможным, если оно не содержит ни одного элементарного события из пространства . Невозможное событие никогда не происходит в данном испытании и обозначается .


Событие называется достоверным, если оно содержит все элементарные события пространства . Достоверное событие совпадает с пространством элементарных событий и обозначается .



В одних испытаниях наступают одни события, в других – другие. Причем заранее невозможно предсказать, какое событие наступит. Такие события называются случайными и обозначаются заглавными латинскими буквами , , , … ..


Рассмотрим пространство элементарных событий . Отношения между событиями можно рассматривать как отношения между соответствующими подмножествами множества .



События  и  называются равными (равносильными), то есть , если они состоят из одних и тех же элементарных событий. Равные события наступают или не наступают одновременно.







Говорят, что событие  влечет за собой событие , , если каждое элементарное событие из  принадлежит событию . Событие  всегда происходит, когда происходит событие .










Определение. Суммой двух событий  и  называется событие , состоящее из элементарных событий пространства , принадлежащих или событию , или событию , или  и  одновременно. Оно наступает тогда, когда наступает хотя бы одно из событий  или .









Определение. Произведением двух событий  и  называется событие , состоящее из тех элементарных событий пространства исходов , которые принадлежат и событию , и событию . Событие  состоит в одновременном наступлении событий  и .








Определение. Разностью событий  и  называется событие , которое состоит из тех элементарных событий, которые принадлежат событию  и не принадлежат событию . Событие  происходит тогда и только тогда, когда  наступает, а  не наступает.












Определение. Противоположным событием событию  называется событие , которое состоит из элементарных событий из , не принадлежащих . Событие  наступает тогда, когда событие  не наступает. Противоположное событие  единственно для события . Поскольку одновременное наступление событий  и  невозможно, то  и .





События  и  называются несовместными, если они не содержат общих элементарных событий, т. е. одновременно наступить не могут. Если события  и  несовместны, то .





Говорят, что события , , …, , , , образуют полную группу событий, если выполняются следующие условия: 


1) они попарно несовместны:  для любых ; 



2) хотя бы одно из событий , , …,  обязательно наступит: 

.
События полной группы называются гипотезами. Противоположные события образуют полную группу событий.

2 Вероятность события
Вероятность события – это численная мера, которая определяет степень возможности появления события в одном испытании. Для подсчета вероятности существуют различные способы.

Классическое определение вероятности базируется на предположении о равновозможности всех элементарных событий конечного пространства  (например, при бросании монеты ни одна грань не имеет преимущества).









Пусть , где , ,…,  – равновозможные исходы. И пусть событию  благоприятствуют исходы , , …,  то есть .


Вероятность события  равна отношению числа k исходов, благоприятствующих событию , к числу n всех возможных исходов испытания:

.
Из классического определения следуют свойства вероятности:

1-я вероятность достоверного события равна единице: ;

2-я вероятность невозможного события равна нулю: ;

3-я вероятность случайного события есть положительное число, заключенное между нулем и единицей: ;


4-я (аксиома сложения) если события  и  несовместны, то 

.




Статистическое определение вероятности используется в том случае, когда нельзя определить равновозможность исходов пространства . Пусть проводится п повторных испытаний, в которых событие  наступает k раз. Относительной частотой события  называется величина .




Если число опытов невелико, то относительная частота  при разном количестве испытаний будет различной, то есть она носит случайный характер. Однако при увеличении числа опытов относительная частота приближается к некоторой средней постоянной величине, то есть имеет место статистическая устойчивость относительной частоты . Постоянная величина, к которой приближается относительная частота  при увеличении числа опытов n, называется статистической вероятностью события 

.

3 Условная вероятность и независимость событий



Пусть  – событие, имеющее ненулевую вероятность: .


 Определение. Условной вероятностью события  называется вероятность этого события при условии, что событие  произошло.



Обозначение:  или . Событие  называется условием. 
Условная вероятность обладает следующими свойствами:



1) ,;


2) Если , то =1;



3) Если  и  несовместны, то = 0;

4) ;

5) ;

6) .






Определение. Событие  называется не зависимым от события  (), если появление события  не изменяет вероятность появления события , то есть .
Свойства независимых событий:



– если события  и  независимы, то ,


– событие  и достоверное событие  всегда независимы,








– если события  и  независимы, то независимы и события  и ,  и ,  и .

4 Схема независимых испытаний Бернулли






Пусть проводится n испытаний, в каждом из которых возможно только два исхода: появление события  или появление события . Исход одного испытания не зависит от исходов других испытаний. Такие испытания называются повторными независимыми. Вероятность появления события  в каждом испытании постоянна и равна , . Вероятность того, что в n повторных независимых испытаниях событие  появится ровно m раз, определяется по формуле Бернулли:

,



где  – биномиальные коэффициенты, , 

[bookmark: _Toc9239829]Тема № 2  Случайные величины

Случайные   величины   и   их   законы     распределения. Числовые характеристики случайных величин. Нормальный закон распределения.

1 Случайные величины и их законы распределения

Пусть  – пространство элементарных событий данного испытания. 




Определение. Случайной величиной  называется действительная функция, которая каждому элементарному событию  пространства элементарных событий  ставит в соответствие действительное число : 







:ℝ или =, , ℝ.




Множество значений {ℝ}называется множеством возможных значений случайной величины  и зависит от пространства : может быть конечным, счетным или несчетным.
Определение. Законом распределения случайной величины называется любое правило, устанавливающее связь между возможными значениями случайной величины и соответствующими им вероятностями.




Определение. Функцией распределения случайной величины  называется функция переменной ℝ, равная вероятности того, что случайная величина  примет значение меньшее :


 для любого .





Если рассматривать случайную величину  как случайную точку оси , то функция распределения  с геометрической точки зрения есть вероятность того, что случайная точка  в результате испытания попадет левее точки .
Функция распределения обладает следующими свойствами.




1) , , ;



2) функция распределения  всегда неубывающая функция, то есть для любых  выполняется неравенство: ;

3) функция распределения  всегда непрерывна слева:

;




4) для любых  и  вероятность попадания случайной величины  в интервал  вычисляется по формуле

.
Различают дискретные и непрерывные случайные величины.



Случайная величина  называется дискретной, если она принимает конечное (счетное) число значений, то есть .
















Пусть , , …,  (<<…<) возможные значения дискретной случайной величины . События , , ,  образуют полную группу событий. И пусть , , , . Тогда .




Совокупность пар чисел , , ,  называется законом распределения дискретной случайной величины.

Простейшей формой задания закона распределения дискретной случайной величины является ряд распределения, представляющий собой таблицу, в верхней строке которой находятся возможные значения случайной величины , в нижней – соответствующие вероятности (таблица 8.1.1).
	

	

	

	

	


	

	

	

	

	



Таблица 8.1.1

Функция распределения  дискретной случайной величины имеет вид




График функции  дискретной случайной величины представлен на рисунке 8.1.1.
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Рисунок 8.1.1 – График функции распределения
дискретной случайной величины







Случайная величина  называется непрерывной, если ее множество возможных значений представляет собой несчетное множество, то есть является некоторым промежутком числовой оси. Функция распределения  непрерывной случайной величины  непрерывна. Функция  называется плотностью распределения вероятностей, или плотностью вероятностей непрерывной случайной величины . Она является непрерывной или кусочно-непрерывной функцией. График плотности распределения вероятностей  называется кривой распределения.
Плотность распределения вероятностей обладает следующими свойствами:


1) р(х) 0 для любого ℝ;

2) (условие нормировки). ;

3) ;




4) 


==.

2 Числовые характеристики случайных величин
Случайные величины также описываются числовыми характеристиками. 
Математическим ожиданием (средним значением по распределению) называется число, определяемое в зависимости от типа случайной величины  формулой:


=
Математическое ожидание существует, если ряд (соответственно интеграл) сходится абсолютно. В противном случае математическое ожидание не существует.
Свойства математического ожидания:

1) если  = С = const, то  = С;


2) , ℝ;

3) если  – случайные величины, то

;



4) Если значения случайной величины  попадают в интервал , то .





Модой  случайной величины  называется ее наиболее вероятное значение. Медианой  случайной величины   называется такое значение случайной величины, для которого выполняется равенство .


Дисперсией случайной величины  называется число, определяемое формулой .

В зависимости от типа случайной величины  имеем:

Дисперсия существует, если ряд (соответственно интеграл) сходится абсолютно. 
Свойства дисперсии:


1) 0;


2) Если = С = const, то  = 0;


3)  для любого ℝ;

4) .



Средним квадратичным отклонением  случайной величины  называется число . Среднее квадратичное отклонение характеризует меру разброса значений случайной величины около математического ожидания.

3 Нормальный закон распределения 


Определение. Говорят, что случайная величина  имеет нормальное распределение с параметрами  и , если ее плотность вероятностей имеет вид: 

 

Обозначается: .

График плотности нормального распределения  называется нормальной кривой (кривой Гаусса).





При ,  плотность принимает вид и называется функцией Лапласа. В этом случае случайная величина  называется стандартной нормально распределенной случайной величиной и обозначается .


Графики плотностей вероятностей  и  представлены на рисунке 8.3.2.

[image: ]

Рисунок 8.3.2 – Графики плотностей вероятностей нормального (а) и стандартного нормального (б) распределений






Соответствующая функция распределения нормальной случайной величины  задается соотношением =, а для стандартной нормальной случайной величины –=.



Графики функций  и  представлены на рисунке 8.3.3. 

	                           а)


	                    б)





Рисунок 8.3.3 – Графики функций распределения нормального (а) и стандартного нормального (б) распределений






Функция  связана с интегральной функцией Лапласа = соотношением =. 




Числовые характеристики нормальной случайной величины есть , . Вероятность попадания случайной величины  в промежуток  выражается формулой:

.

Нормальное распределение возникает тогда, когда величина  представляет собой сумму большого числа независимых (или слабо зависимых) случайных величин, подчиненных каким угодно законам распределения. Например, величины, характеризующие вес почтовых отправлений, время лечения болезни, результаты тестирования, опроса, экзамена, результаты любых измерений распределены нормально.

Тема № 3  Математическая статистика
	
Выборочный метод. Эмпирическая функция распределения. Статистическое оценивание параметров распределения методом моментов. Проверка статистических гипотез

1 Выборочный метод. Эмпирическая функция распределения. Статистическое оценивание параметров распределения методом моментов

Предположим, что для изучения некоторого количественного признака  из генеральной совокупности извлечена выборка объема n

                                                                                    (1)
Эмпирической (или выборочной) функцией распределения называется функция действительного переменного

                                              ,                                         (2)

где  – число элементов выборки, меньших х.



Если признак  имеет непрерывное распределение, то по выборке (4.1.1) строят интервальный статистический ряд, разбивая интервал, содержащий все элементы выборки (4.1.1) на ряд частичных интервалов шириной h и, подсчитывая – частоту элементов выборки, попавших i-й интервал.
	Интервалы
	

	

	…
	


	Частоты
	

	

	…
	






Таблица 10 – Это интервальный статистический ряд, где 



Гистограммой интервального статистического ряда (таблица 10) называется ступенчатая фигура, состоящая из прямоугольников, построенных в прямоугольной системе координат так, что их основаниями служат интервалы  отложенные на оси абсцисс, а высоты равны  соответственно i-му основанию  (рисунок 31).

      Рисунок 31








Кривая l, проходящая через середины ступеней гистограммы дает приближенное представление о кривой распределения признака  и называется эмпирической кривой распределения. Площадь гистограммы равна единице. Часто из некоторых предпосылок бывает известен тип закона распределения признака , но неизвестны параметры этого распределения. Например, известно, что плотность распределения признака  задана функцией , где   – неизвестные параметры. Ставится задача нахождения статистических оценок  параметров  по выборке (4.1.1) наблюдений над . Таким образом, оценки – функции от выборочных значений.
Одним  из методов построения таких оценок является метод моментов, который основывается на близости теоретических и эмпирических моментов. Он состоит в следующем:


По формуле плотности распределения находим k первых начальных теоретических моментов признака  

                             (4.1.3)
Затем по выборке (4.1.1) вычисляем соответственные выборочные моменты


                                                                      (4.1.4)
Приравнивая каждый теоретический момент соответствующему выборочному, получаем систему из k уравнений


                                       ,                         (4.1.5)

с неизвестными   .


Решение   системы (4.1.5), зависящее от элементов выборки (4.1.1), принимают в качестве статистических оценок параметров .
Величина          

                                                   (4.1.6)

называется выборочной средней и служит статистической оценкой для М[]. 
Величина   

                                      (4.1.7)





называется несмещенной выборочной дисперсией и служит статистической оценкой для D[], где   и  – точечные оценки параметров M[] и D[].
В математической статистике используются еще и интервальные оценки. Доверительным называют интервал, концы которого зависят от выборочных значений и которые с заданной доверительной вероятностью покрывает оцениваемый параметр.



Предположим, что выборка (4.1.1) взята из нормально распределенной генеральной совокупности признака  с неизвестными параметрами a = М[] и .

Связь между доверительным интервалом, покрывающим параметр а, с доверительной вероятностью  задается при этих условиях формулой

                                       ,                       (4.1.8)



где t – критическая точка распределения Стьюдента с n-1 степенью свободы, соответствующая уровню значимости . Для построения доверительного интервала, покрывающего параметр  с доверительной вероятностью , используется другая формула

                                                             (4.1.9)


где числа  и  находятся из уравнений 

                                                                                  (4.1.10)

                                                                                  (4.1.11)






по таблицам  – распределения с (n-1) степенью свободы, то есть  и  – критические точки  – распределения с (n – 1) соответствующие уровням значимости  и .

2 Проверка статистических гипотез

При изучении генеральной совокупности часто необходимо знать закон ее распределения. Если закон распределения неизвестен, но имеются основания предположить, что он имеет определенный вид, выдвигают гипотезу: генеральная совокупность имеет функцию распределения . Таким образом, в этой гипотезе речь идет о виде предполагаемого распределения.



Возможен случай, когда закон распределения генеральной совокупности известен, а его параметры неизвестны. Если имеются основания предположить, что неизвестный параметр  равен определенному значению , выдвигают гипотезу: . Таким образом, в этой гипотезе речь идет о предполагаемой величине неизвестного параметра известного распределения.





Наряду с выдвинутой гипотезой обычно рассматривают противоречащую ей гипотезу. Если выдвинутая гипотеза будет отвергнута,  то имеет место противоречащая гипотеза. По этой причине эти гипотезы целесообразно различать. Нулевой (основной) называют выдвинутую гипотезу . Конкурирующей (альтернативной) называют гипотезу , которая противоречит нулевой гипотезе. Например, если нулевая гипотеза состоит в предположении, что математическое ожидание  нормального распределения равно 10, то конкурирующая гипотеза, в частности, может состоять в предположении того, что . Коротко это записывается так:  Различают гипотезы, которые содержат только одно и более одного предположений.

Простой называют гипотезу, содержащую только одно предположение. Например,  – простая гипотеза.
Сложной называют гипотезу, которая состоит из конечного или бесконечного числа простых гипотез.




Например, . Эта гипотеза состоит в том, что ф.р. генеральной совокупности принадлежит множеству ф.р. , таких, что , а .
Выдвинутая нулевая гипотеза может быть правильной или неправильной. В итоге статистической проверки нулевой гипотезы в двух случаях может быть принято неправильное решение, т.е. могут быть допущены ошибки двойного рода.
Ошибка первого рода состоит в том, что нулевая гипотеза будет отвергнута, в то время как в действительности она правильная. 
Ошибка второго рода состоит в том, что нулевая гипотеза будет принята, в то время как в действительности она неправильная.
Для проверки нулевой гипотезы используют специально подобранную случайную величину, точное или приближенное распределение которой известно. Эту  величину обозначают различными буквами в зависимости от закона ее распределения и называют статистическим критерием или просто критерием.
После выбора определенного критерия множество всех возможных его значений разбивают на два непересекающихся подмножества; одно из них содержит значения критерия, при которых нулевая гипотеза отвергается, а другое – при которых она принимается.
Критической областью называют совокупность значений критерия, при которых нулевую гипотезу отвергают.
Основной принцип проверки статистических гипотез таков: по данным выборки вычисляется значение критерия, которое называется наблюдаемым; если наблюдаемое значение критерия принадлежит критической области, нулевую гипотезу отвергают; в противном случае нулевую гипотезу принимают.

Критерий Пирсона
На практике часто возникает следующая задача. Пусть в результате какого-либо эксперимента получена выборка

                                                                                           (4.2.1.1)







объема n с функцией распределения . Нас интересует гипотеза, состоящая в том, что функция распределения  совпадает с некоторой фиксированной ф.р. . Задача проверки статистической гипотезы состоит в том, чтобы решить согласуются ли с ней значения  выборки (4.2.1.1). Для решения этой задачи поступим следующим образом. Разделим точками  всю прямую на r интервалов .









Обозначим  – вероятность попадания в интервал в случае, когда наша гипотеза справедлива. По выборке (4.2.1.1) определим числа , где - число элементов х выборки (4.2.1.1), попавших в интервал . Таким образом, мы свели задачу к более простой. Имеется n независимых испытаний с r исходами. Вероятность k-го исхода равна . Набор вероятностей исходов , определяется первоначальной статистической гипотезой. Случайные величины определяются по выборке (4.2.1.1).




Если значения  соответствует вероятностям , то разности  должны быть малы. Таким образом, в качестве критерия проверки нулевой гипотезы примем случайную величину:

                                                                           (4.2.1.2)

которую будем называть статистикой Пирсона.




Справедливо следующее утверждение: при любом x>0 , где  – функция распределения  с степенью свободы.











Этот результат используется следующим образом. Зададимся каким-либо малым значением вероятности , которое будем называть уровнем значимости критерия. Заменим при больших n предельное соотношение приближенным равенством . Выбирая  таким, чтобы , получаем, что в случае, когда проверяемая гипотеза справедлива, событие может произойти лишь с малой вероятностью, которая  приближенно равна . Обычно полагают =0,05 или =0,01 . Если гипотеза верна, то маловероятное событие практически невозможно. Если оно произошло, то будем считать, что  гипотеза неверна. Если же , то будем говорить, что выборочные данные не противоречат гипотезе .





Замечание 1. Если функция распределения элементов выборки зависит от неизвестных параметров , то эти параметры следует оценить по выборке с помощью методов минимума  или максимума правдоподобности и в этом случае предельное распределение величины  является – распределением, но уже с (r–m–1) степенями свободы.

Замечание 2.  Если имеет нормальное распределение, то параметры можно оценивать с помощью метода моментов.
Каждый интервал должен содержать не менее 5-6 выборочных значений; малочисленные интервалы следует объединять, суммируя частоты.













2 Практический раздел ЭУМК

2.1 Задания к занятиям по разделу 1 «Введение в высшую математику»

Задания к практическим занятиям

ПЗ№ 1 Тема: Элементы комбинаторики

Решить следующие задания:
1.	Сколько существует двузначных чисел в 10-ной системе счисления, в которых нет одинаковых цифр?
2.	Имеется 10 билетов денежно-вещевой лотереи и 15 билетов художественной лотереи. Сколькими способами можно выбрать один лотерейный билет?
3.	Группе из пяти сотрудников выделено три путевки. Сколько существует способов распределения путевок, если все путевки различны?
4.	В забеге участвуют 5 человек. Сколькими способами могут распределиться 2 первых места?
5.	Сколько четырехзначных чисел можно составить, используя цифры 6, 7, 8, 9 ровно по одному разу.

ПЗ№ 2-3 Тема: Элементы теории множеств

1. Доказать следующие тождества:
1) А  (В  С) = (А  В)  (А  С);
2) А \ (В  С) = (А \  В)  (А \ С).
2. Найти все подмножества множеств: , {}, {x}, {1, 2}. 

3. Решить систему уравнений  , где А, В, С – данные множества и  В  А  С.
4. Доказать, что  А = В    (А \  В)  (В \ А) = .
5. Доказать, что всякое множество есть объединение всех своих подмножеств.

6. Доказать, что если для всех i  I  Ai  B, то   B;

7. Доказать, что  есть наименьшее множество, содержащее все множества Ai;
2.2 Задания к занятиям по разделу 2 «Элементы линейной алгебры»

Задания к практическим занятиям

ПЗ№ 4-5 Тема: Матрицы. Определители. Системы линейных уравнений

1. Даны три матрицы:



А = , В = , С = .
Найти: А + В, А – С, АВ, ВС, |В|, |С|. Определители вычислить двумя способами: 1) непосредственно; 2) разложением по элементам какой-либо строки (столбца).
2. Решить следующие системы уравнений методом Крамера:


1) , 2) .
Все определители для системы  1)  вычислять непосредственно, а для системы  2) – разложением по элементам какой-либо строки (столбца).

2.3 Задания к занятиям по разделу 3 «Элементы математического анализа»

Задания к практическим занятиям

ПЗ№ 6-8 Тема: Предел функции

1. Доказать, что



1)  = 1;  2)  = .

2. Доказать, что предела    не существует:


1) f(x) = , a > 0, x = 0;  2) f(x) = , x = 2.
3. Исследовать на непрерывность следующие функции:



1) у = х3;  2) у = ; 3) у = ;  4) у = ;


5) у = ;   6) у = ;
4. Найти пределы функций:



1) ;  2) ;  3) ;



4) ;  5) ;  6) .



7) ;  8) ;  9) ;




10) ;  11) ;  12) ;  13) ;


14) ;  15) .

ПЗ№ 9 Тема: Производная функции

1. Пользуясь определением производной, найти производные функций:

1) у = с,  2) у = х, 3) у = х2,  4) у = ,  5) у = sinx.
2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  у = f(x)  на указанном отрезке:




1) y = , x  [,],  2) y = , x  [-1,1].  
3. Найти максимум и минимум функции:


1) у =  + ,  2) y = ex + e-x,  3) у = cos2x – 2sinx.  
4. Найти угол наклона касательной к параболе  у = х2 – 2х + 5  в точке, абсцисса которой   х = 0,5.  
5. В какой точке касательная к параболе  у = –х2 + 2х – 3  наклонена к оси  Ох  под углом  00?

6. Написать уравнение касательной к кривой   у =  + х + lnx  в точке с абсциссой  х0 = 1.

ПЗ№ 10 Тема: Исследование функций и построение графиков

Исследовать функцию  y = f(x)  и построить её график: 

1) y = ;  2) y = x3 – 3x +2.
ПЗ№ 11-13 Тема: Неопределенный интеграл

Найти следующие неопределённые интегралы:


1) ;  2) ;




3) ;  4) ;  5) ;  6) ;




7) ;  8) ;  9) ;  10) ;



11) ;  12) ;  13) ;



14) ;  15) ;  16) .




17) ;  18) ;  19) ;  20) ;





21) ;  22) ;  23) ;  24) ;  25) .

ПЗ№ 14-15 Тема: Определенный интеграл

Вычислить следующие интегралы:



1) ;  2) ;  3) ;



4) ;  5) ;  6) ;



7) ;  8) ;  9) ;


10) ;  11) .




11) ;  12) ;  13) ;  14) ;

15) .

ПЗ№ 16-17 Тема: Несобственный интеграл

Вычислить следующие несобственные интегралы:




1) ;  2) ;  3)  (a > 0);  4) ;





5) ;  6) ;  7) ;  8) ;  9) .




10) ;  11) ;  12) ;  13) ;



14) ;  15) ;  16) .


2.4 Задания к занятиям по разделу 4 «Элементы теории дифференциальных уравнений»

Задания к практическим занятиям

ПЗ№ 18-19 Тема: Некоторые типы дифференциальных уравнений первого порядка

1. Решить следующие дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными:


1) (xy2 + x)dx + (y – x2y)dy = 0;  2) (1 + x2)y' = 1 + y2; 3) ey( + 1) = 1.
2. Решить следующие однородные дифференциальные уравнения:

1) xdy – ydx = dx; 2) (x2 + y2)dy = xydx; 


3) y – x = x + y;  4) (x2 – xy + y2)dx = x2dy;




5) ( – x)dy + ydx = 0;  6) y' =  + tgcos2.
3. Решить следующие линейные дифференциальные уравнения:





1)  = x + y;  2)  +  = ;  3) y' +  + x2 = 0;



4) x + y = 3;  5) y' + 2xy = 2x2;  6)  y' – ytgx = 
7) xy' + y = e-x.

2.5 Задания к занятиям по разделу 5 «Элементы теории вероятностей и математической статистики»

Задания к практическим занятиям

ПЗ№ 20 Тема: Вероятность случайного события

1. Брошены 2 игральные кости. Найти вероятность того, что а) сумма выпавших очков равна  10;  б) сумма выпавших очков равна 5, а произведение 6.
2. В ящике имеется 12 деталей, среди которых 8 окрашенных. Наудачу извлечены 4 детали. Найти вероятность того, что все детали не окрашены.
3. В урне 15 шаров, среди которых 8 белых. Наудачу отобраны 7 шаров. Найти вероятность того, что среди отобранных шаров 5 белых.
4. Набирая номер телефона, абонент забыл последние 4 цифры и, помня лишь, что эти цифры различны, набрал их наудачу. Найти вероятность того, что набраны нужные цифры.
5. Из полного набора костей домино наудачу берется 5 костей. Найти вероятность того, что среди них не будет костей с шестеркой.
6. В партии из 10 деталей 7 стандартных. Найти вероятность того, что среди 6 взятых наудачу деталей 4 стандартных.
7. Библиотечка состоит из 10 различных книг, при чем 5 книг стоят по 4 рубля каждая, 3 книги – по 1 рублю и 2 книги по 3 рубля. Найти вероятность того, что взятые наудачу 2 книги стоят 6 рублей.
8. Слово «книга» составлено из букв разрезной азбуки. Карточки перемешиваются и извлекаются по одной по очереди. Какова вероятность того, что карточки вновь составят слово «книга»?
9. Найти вероятность того, что произведение двух наудачу выбранных натуральных чисел даст число, заканчивающееся на 3. 

2.6 Задания для самостоятельной работы слушателей по ОВМ

Тема 1: Элементы комбинаторики
Решить следующие задания: 
1. Сколько существует нечётных трехзначных чисел?
2. Сколькими способами можно подарить сувенир из имеющихся 6 авторучек, 7 репродукций картин и 3 альбомов?
3. Сколько вариантов экзаменационной комиссии, состоящей из 5 человек, можно создать их 14 преподавателей?
4. Сколькими различными способами 2 друга могут одновременно посетить кого-либо из своих общих трёх знакомых?
5. Сколько существует различных пятизначных чисел, составленных из трех 0 и двух 1.

Тема 2: Элементы теории множеств

1. Доказать следующие тождества:
1) А  (В  С) = (А   В)  (А  С);
2) А \ (В  С) = (А \  В)  (А \ С).
2. Доказать, что всякое множество есть объединение всех своих одноэлементных подмножеств.

3. Доказать, что если для всех i  I  B  Ai, то  B  

4. Доказать, что  есть наибольшее множество, содержащее все множества  Ai.
5. Доказать что   А  (В \ С) = (А \ В)  (А \ С).
6. Найти  R, R, R–1, RR–1, R–1R  для отношения
R = {(x, y) | x, y  N  и  у делит  x}.
7. Доказать, что для любой функции  f  справедливо равенство
f(A  B) = f(A)  f(B).
8. На множестве  N  N определим бинарное отношение  S  следующим образом
((a, b), (c, d))  S    (ad = bc  и  b  0, d 0)  или  (a = c, b = 0, d = 0).
Доказать, что  S  является отношением эквивалентности.
9. Доказать, что если  R1  и  R2 – эквивалентности на  А, то
R1  R2 = А2   R2  R1 = А2.

Тема 3: Матрицы. Определители. Системы линейных уравнений

1. Даны три матрицы:



А = , В = , С = .
Найти: А + В, А – С, АВ, ВС, |В|, |С|. Определители вычислить двумя способами: 1) непосредственно; 2) разложением по элементам какой-либо строки (столбца).
2. Решить следующие системы уравнений методом Крамера:


1) ,  2) .  
Все определители для системы  1)  вычислять непосредственно, а для системы 2) – разложением по элементам какой-либо строки (столбца).

Тема 4: Понятие предела. Односторонние пределы. Нахождение пределов


1. Доказать, что     . 

2. Доказать, что предела    не существует.
3. Исследовать на непрерывность следующие функции:


1) y = ;  2) y = ;  3) y = tgx.
4. Найти пределы функций:



1) ;  2) ;  3) .



4) ;  5) ;  6) ;




7) ;  8) ;  9) ;  10) ;

11) .

Тема 5: Производная функции

1. Пользуясь определением производной, найти производные функций:

1) у = х3, 2) у = , 3) y = cosx.
2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  у = f(x)  на указанном отрезке:


1) y = tgx – x, x  [,],  2) y = e2x + e-2x, x  [-2, 1].
3. Найти максимум и минимум функции:
1) y = xlnx,  2) y = x2e-2x.
4. Найти угол наклона касательной к параболе  у = х2 – 2х + 5  в точке, абсцисса которой   х = 1,5.
5. В какой точке касательная к параболе  у = –х2 + 2х – 3  наклонена к оси  Ох  под углом   450?


6. Написать уравнение касательной к кривой  у =  в точке с абсциссой х0 = 1. 

Тема 6: Исследование функций и построение графиков

Исследовать функцию  y = f(x)  и построить её график: 


1) y = ; 2) y = .

Тема 7: Неопределенный интеграл

Найти следующие неопределённые интегралы:



1) ;  2) ;  3) ;



4) ;  5) ;  6) ;




7) ; 8) ;  9) ;  10) ;



 11) ; 12) ;  13) .

Тема 8: Определенный интеграл

Вычислить следующие интегралы:




1) ;  2) ;  3) ;  4) ;



5) ;  6) ;  7) .




8) ;  9) ;  10) ;  11) ;

12) .

Тема 9: Несобственный интеграл

Вычислить следующие несобственные интегралы:





1) ;  2) ;  3) ;  4) ;  5) .





6) ;  7) ;  8) ;  9) ;  10) .

Тема 10: Некоторые типы дифференциальных уравнений
первого порядка

1. Решить следующие дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными:



1) ( – )dy + dx = 0;  2) (1 + 2y)xdy + (1 + x2)dy = 0;

3) x + y = y2.
2. Решить следующие однородные дифференциальные уравнения:



1)  = (lny – lnx);  2) (y2 – 2xy + x2)y' = 0;  3) xdy – (y + xtg) = 0.
3. Решить следующие линейные дифференциальные уравнения:


1) у' – y = ex;  2) у' + x2y = x2;  3) у' – y = ;
4) xy' + 2y = x4;  5) (2x – y2)y' = 2y.
Тема 11: Вероятность случайного события

1. В отделе архива обнаружено 7 книг, не подлежащих восстановлению. Найти вероятность появления несохранившихся книг, если всего в этом отделе 1 000 книг. 
2. Перед экзаменом студент выучил 15 билетов из 43. Найти вероятность, что он вытянет «счастливый» билет, «несчастливый» билет? Сравнить вероятности и сделать выводы по поводу удачи этого студента на экзамене. 
3. На полке 23 учебника по разным предметам, в том числе 2 по «Истории отечества», 3 по «Истории Древнего Рима» и 5 по «Археологии». Переплеты учебников одинаковые. Найти вероятность того, что наудачу извлеченный в сумерках учебник окажется либо по «Истории отечества», либо по «Истории Древнего Рима», либо по «Археологии». 
4. В ящике 10 деталей, из которых 4 окрашены, сборщик наудачу взял три детали. Найти вероятность того, что хотя бы одна из взятых деталей окрашена.
5. В партии из 50 деталей 5 нестандартных. Определить вероятность того, что среди выбранных наудачу для проверки 6 деталей 2 окажутся нестандартными.
6. На стол бросается кубик, 2 грани которого окрашены. Какова вероятность того, что кубик упадет на стол окрашенной гранью.
7. Из последовательности целых чисел от 1 до 10 наудачу выбираются 2 числа. Какова вероятность, что одно из низ меньше 6, а другое – больше 6.
8. 10 книг на полке расставлены наудачу. Определить вероятность того, что при этом 3 определенных книги окажутся рядом.
9. Набирая номер телефона, абонент забыл последние 2 цифры и, помня лишь, что эти цифры различны, набрал их наудачу. Найти вероятность того, что набраны нужные цифры. 
















3 Раздел контроля знаний ЭУМК.

3.1 Вопросы к экзамену по учебной дисциплине «ОВМ»

1. Предмет и роль математики. Аксиоматический подход и математические доказательства.
2. Математические структуры и их классификация. Примеры математических структур.
3. Понятие множества. Операции над множествами.
4. Понятие функции. Отношение эквивалентности.
5. Множества: конечные, бесконечные, счётные. Понятие мощности множества.
6. Матрицы. Основные определения.
7. Действия над матрицами.
8. Определители второго и третьего порядков и их свойства. Определители n-ного порядка.
9. Системы m линейных уравнений с n неизвестными. Решение систем линейных уравнений с помощью определителей.
10. Понятие предела функции, его геометрический смысл. Односторонние пределы.
11. Бесконечно малые и бесконечно большие функции и их свойства.
12. Основные теоремы о пределах функций. 
13. Непрерывность функции в точке.
14. Точки разрыва функции.
15. Непрерывность функции на промежутке.
16. Понятие производной, её геометрический и физический смысл.
17. Основные правила дифференцирования.
18. Производная сложной функции. Теорема Лагранжа, раскрытие неопределённостей.
19. Признаки постоянства, возрастания и убывания функций.
20. Максимум и минимум функции. Необходимое условие экстремума. Достаточное условие экстремума.
21. Направления выпуклости, точки перегиба.
22. Асимптоты. Схема исследования функций.
23. Математическая модель демографического процесса.
24. Понятие дифференциального уравнения. Решение: общее, частное, особое. Теорема Коши.
25. Пространство элементарных событий.
26. Вероятность события.
27. Условная вероятность и независимость событий. Схема независимых испытаний Бернулли.
28. Случайные   величины   и   их   законы     распределения.
29. Числовые характеристики случайных величин.
30. Нормальный закон распределения.
31. Выборочный метод. Эмпирическая функция распределения. Статистическое оценивание параметров распределения методом моментов.
32. Проверка статистических гипотез.
33. 
Критерий Пирсона






































4 Вспомогательный раздел ЭУМК
	
4.1 Учебно-тематический план переподготовки слушателей специальности 1-40 01 74 «WEB-дизайн и компьютерная графика» заочной и очной (вечерней) форм получения образования по учебной дисциплине «Основы высшей математики»
Для заочной формы получения образования
	Наименование тем и форм текущей аттестации
	Количество учебных часов
	Этапы
	Кафедра

	
	Всего
	Распределение по видам занятий
	
	

	
	
	аудиторные занятие
	Самостоятельная работа
	
	

	
	
	Лекции 
	практические занятия
	семинарские занятия
	Круглые столы, тематические дискуссии
	Лабораторные занятия
	Деловые игры 
	Тренинги
	Конференции
	
	
	

	2.2 Основы высшей математики
	40
	12
	12
	
	
	
	
	
	
	16
	
	кафедра переподготовки  и  повышения квалификации

	Раздел 1 Введение в высшую математику
	10
	2
	2
	
	
	
	
	
	
	6
	
	

	2.2.1 Предмет и роль математики. Математические доказательства. Математические структуры
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	2.2.2 Математическое моделирование
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	2.2.3Дискретная математика. Элементы комбинаторики
	2
	-
	2
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.4 Элементы теории множеств
	4
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	Раздел 2 Элементы линейной алгебры
	6
	2
	2
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	2.2.5 Матрицы
	2
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.6 Определители. Системы линейных уравнений
	4
	-
	2
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	Раздел 3 Элементы математического анализа
	18
	8
	8
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	2.2.7 Предел функции
	4
	2
	2
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.8 Непрерывность функции
	2
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.9 Производная функции
	4
	2
	2
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.10 Исследование функций и построение графиков
	2
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.11Неопределенный интеграл
	2
	-
	2
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.12 Определенный интеграл
	2
	-
	2
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.13 Несобственный интеграл
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	Раздел 4 Элементы теории дифференциальных уравнений
	4
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	4
	
	

	2.2.14 Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	2.2.15 Некоторые типы дифференциальных уравнений первого порядка
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	Раздел 5 Элементы теории вероятностей 
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	2.2.16 Случайные величины
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	Форма текущей аттестации
	
	экзамен
	
	
	
	
	
	
	
	1
	


 
Для  очной (вечерней)  формы получения образования
	Наименование тем и форм текущей аттестации
	Количество учебных часов
	Этапы
	Кафедра

	
	Всего
	Распределение по видам занятий
	
	

	
	
	аудиторные занятие
	Самостоятельная работа
	
	

	
	
	Лекции 
	практические занятия
	семинарские занятия
	Круглые столы, тематические дискуссии
	Лабораторные занятия
	Деловые игры 
	Тренинги
	Конференции
	
	
	

	2.2 Основы высшей математики
	40
	14
	14
	
	
	
	
	
	
	12
	
	кафедра переподготовки  и  повышения квалификации

	Раздел 1 Введение в высшую математику
	10
	4
	2
	
	
	
	
	
	
	4
	
	

	2.2.1 Предмет и роль математики. Математические доказательства. Математические структуры
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	2.2.2 Математическое моделирование
	2
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.3Дискретная математика. Элементы комбинаторики
	2
	-
	2
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.4 Элементы теории множеств
	4
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	Раздел 2 Элементы линейной алгебры
	6
	2
	2
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	2.2.5 Матрицы
	2
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.6 Определители. Системы линейных уравнений
	4
	-
	2
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	Раздел 3 Элементы математического анализа
	18
	8
	10
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.7 Предел функции
	4
	2
	2
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.8 Непрерывность функции
	2
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.9 Производная функции
	4
	2
	2
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.10 Исследование функций и построение графиков
	2
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.11 Неопределенный интеграл
	4
	-
	2
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.12 Определенный интеграл
	2
	-
	2
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.13 Несобственный интеграл
	2
	-
	2
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	Раздел 4 Элементы теории дифференциальных уравнений
	4
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	4
	
	

	2.2.14 Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	2.2.15 Некоторые типы дифференциальных уравнений первого порядка
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	Раздел 5 Элементы теории вероятностей 
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	2.2.16 Случайные величины
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	Форма текущей аттестации
	
	экзамен
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время математика всё шире проникает в повседневную жизнь, всё более внедряется в традиционно далёкие от неё области. Компьютеризация общества, внедрение современных информационных технологий требуют математической грамотности человека на каждом рабочем месте. Это предполагает и конкретные математические знания, и определённый стиль мышления, вырабатываемый математикой. Всё больше специальностей, требующих высокого уровня образования, связано с непосредственным применением математики. Поэтому дисциплина «Основы высшей математики» для специалистов различных областей жизнедеятельности человека становится профессионально значимым предметом.
	Освоение слушателями основ высшей математики направлено на повышение качества подготовки их как специалистов, обладающих широкими и многогранными знаниями в различных областях математики.
	Учебная программа по учебной дисциплине «Основы высшей математики» специальности переподготовки 1-40 01 74 «WEB-дизайн и компьютерная графика» разработана с целью реализации образовательной программы переподготовки руководящих работников и специалистов, имеющих высшее образование.
Учебная дисциплина «Основы высшей математики» специальности переподготовки 1-40 01 74 «WEB-дизайн и компьютерная графика» относится к компоненту «Общепрофессиональные дисциплины» учебного плана переподготовки.
	Целью учебной дисциплины «Основы высшей математики» является овладение слушателями знаний о различных разделах современной математики, основных идеях и результатах этих разделов и повышение математической компетентности обучаемых.
	Задачами дисциплины являются:
– ознакомление слушателей с основами теории множеств, математического анализа, с методами дифференциального исчисления и дискретной математики, теории дифференциальных уравнений,  теории вероятностей и математической статистики;
– анализ основных положений изучаемых разделов математики;
– усвоение слушателями основных понятий, формул и теорем курса;
– формирование умений и навыков использования математического языка и аппарата при описании социально-гуманитарных явлений и решении прикладных задач;
	– приобретение компетенций, связанных с применением математического аппарата для решения конкретных задач.
	Основными методами обучения являются лекционное изложение нового материала и решение практических задач с использованием коммуникативных технологий, основанных на активных формах и методах обучения.
	Основными средствами обучения являются: краткие конспекты лекций, учебники и учебные пособия, ЭУМК по дисциплине, тесты, мультимедийные презентации, раздаточные материалы.
Содержание и формы самостоятельной работы слушателей, а также модель рейтинговой системы оценки знаний, обеспечивающие контрольно-оценочную деятельность преподавателя за результатами обучения слушателей, определяются в соответствии с целями и задачами подготовки специалистов. Основные формы самостоятельной работы: изучение и анализ как дополнительного лекционного курса, предлагаемого преподавателем, так и классической и современной литературы по указанным разделам математики, решение предлагаемых практических задач по указанным темам.
В результате обучения слушатель в рамках изучения программы должен приобрести следующие компетенции: применять методы построения математических моделей, то есть преобразование поставленной производственной задачи на язык математических терминов, диагностировать полученную уже математическую задачу на предмет ее принадлежности определенному разделу математики, применять для ее решения современные или перспективные математические методы.
Распределение учебных часов по видам занятий
·  в заочной форме получения образования: лекции – 12 часов, практические занятия – 12 часов, самостоятельная работа – 16 часов;
· в очной (вечерней) форме получения образования: лекции – 14 часов, практические занятия – 14 часов, самостоятельная работа – 12 часа;
Форма текущей аттестации – экзамен.













СОДЕРЖАНИЕ ПРОГРАММЫ

Раздел 1 Введение в высшую математику 

Тема № 1 Предмет и роль математики. Математические доказательства. Математические структуры

Предмет и роль математики.
Аксиоматический подход построения науки. Его периоды развития. Математические доказательства.
Понятие структуры. Математические структуры и их классификация.
Примеры математических структур.

Тема № 2 Математическое моделирование

Понятия математической модели и математического моделирования.
Общие принципы построения математических моделей. Иерархия моделей. Преимущества и недостатки применения математических моделей. Прямые и обратные задачи, связанные с математическими моделями. 
Содержательная классификации моделей. Восемь типов моделей по Р.Пайерлсу.
Формальная классификации моделей.
Примеры математических моделей: гармонический осциллятор, модель Мальтуса, система хищник-жертва.

Тема № 3 Дискретная математика. Элементы комбинаторики

Дискретная математика. Основные разделы дискретной математики.
Элементы комбинаторики. Два основных правила комбинаторных задач: правило сложения и правило умножения. Перестановки. Размещения. Сочетания. Размещения с повторениями. 

Тема № 4 Элементы теории множеств

Понятие множества. Пустое множество. Собственные и несобственные подмножества.
Операции над множествами: объединение и пересечение множеств. Дистрибутивность этих операций. Разность множеств.
Определение функции. Область определения и область значений функции. Образ и прообраз при отображении. Инъекция, сюръекция, биекция.
 Разбиение множества на классы. Определение отношения эквивалентности. Прямое (декартово) произведение множеств. Бинарное отношение
Множества: конечные, бесконечные, счётные. Примеры счетных множеств.

Раздел 2 Элементы линейной алгебры

Тема № 1 Матрицы

Определение матрицы. Нулевая матрица. Квадратная матрица, ее порядок. Главная и побочная диагонали квадратной матрицы. Диагональная матрица. Единичная матрица. Треугольная матрица. 
Линейные действия над матрицами: сумма и разность двух матриц, умножение матрицы на число. Противоположная матрица. Согласованные матрицы. Умножение матриц.  

Тема № 2  Определители. Системы линейных уравнений  

Определители второго и третьего порядков. Схематическое правило вычисления определителя третьего порядка. Минор элемента матрицы. Алгебраическое дополнение элемента. Вычисление определителя через алгебраические дополнения.  
Определители n-ного порядка.
Понятие системы m линейных уравнений с n неизвестными и ее решения.
Решение систем линейных уравнений с помощью определителей (метод Крамера).

Раздел 3 Элементы математического анализа

Тема№ 1:  Предел функции

Понятие предела функции в точке, его геометрический смысл. Односторонние пределы: предел функции слева и предел функции справа. Определение предела функции при неограниченном возрастании (убывании) аргумента.
Понятие бесконечно малой функции. Свойства (теоремы) бесконечно малых функций и следствия из них.
 Бесконечно большие функции, примеры. Свойство функции, обратной к бесконечно малой (бесконечно большой) функции.
Основные теоремы о пределах функций: о единственности предела, предел суммы, разности, произведения и частного двух функций. Предел функции, ограниченной сверху и снизу.  Теорема о сохранении знака функции, предел которой положителен (отрицателен). Теорема о сохранении знака неравенства при предельном переходе. Два замечательных предела.

Тема № 2  Непрерывность функции

Определение непрерывности функции в точке (классическое и через приращения). Теорема о непрерывности суммы, разности, произведения и частного двух непрерывных функций и следствия из нее. Непрерывность сложной функции.
Определение точки разрыва функции. Точки разрыва первого и второго рада. Скачок функции. Точка устранимого разрыва. Примеры.
Непрерывность функции на промежутке. Непрерывность функции слева и справа. Наибольшее и наименьшее значение функции на отрезке. Свойства функции, непрерывной на отрезке: теорема о достижении своего наибольшего и наименьшего значений и ее геометрический смысл, теорема о средней точке, ее геометрический смысл и следствие из нее.

Тема № 3 Производная функции 

Понятие производной, её геометрический и физический смысл. Уравнение касательной к линии. Дифференцирование. Зависимость между непрерывностью и дифференцируемостью функции. 
Основные правила дифференцирования: теоремы производной суммы, разности, произведения и частного двух дифференцируемых функций. 
Теорема о производной сложной функции.
Некоторые приложения производной: теорема Лагранжа, правило Лопиталя.

Тема № 4 Исследование функций и построение графиков

Необходимое и достаточное условия постоянства функции. Признаки  возрастания и убывания функций.
Максимум и минимум функции, геометрическая интерпретация. Точка экстремума функции. Необходимое условие экстремума функции. 
 Достаточное условие экстремума функции: с использованием первой и второй производной.
График функции, выпуклый вверх (вниз). Определение направления выпуклости. Точки перегиба. Нахождение точек перегиба.
Понятие асимптоты. Вертикальная асимптота, наклонная асимптота. Критерий нахождения наклонной асимптоты.
Схема исследования функций.

Тема № 5  Неопределённый интеграл

Понятие первообразной функции. Формула, определяющая множество всех первообразных данной функции. Понятие неопределённого интеграла.  Интегрирование. Свойства неопределенного интеграла: производная неопределенного интеграла, интеграл дифференциала функции, интеграл суммы, вынесение постоянного множителя.
Таблица основных неопределённых интегралов.
Понятие об основных методах интегрирования. Метод непосредственного интегрирования. Метод замены переменной. Метод интегрирования по частям. 

Тема № 6 Определённый интеграл 
Интегральной сумма для функции на отрезке. Понятие определённого интеграла.
Геометрический смысл определенного интеграла.
Основные свойства определённого интеграла: разбиение отрезка интегрирования, вынесение постоянной из-под знака интегрирования, интеграл суммы и  разности, интеграл положительной функции, сохранение знака неравенства при интегрировании, вынесение знака модуля из-под знака интеграла. 
Формула Ньютона-Лейбница.

Тема № 7  Несобственные интегралы 
Интегралы с бесконечным верхним пределом интегрирования. Сходящиеся и расходящиеся несобственные интегралы. Геометрический смысл несобственного интеграла от неотрицательной функции. Интегралы с бесконечным нижним пределом интегрирования. Две теоремы, помогающие решить вопрос о сходимости некоторых несобственных интегралов.
Интегралы от неограниченных функций. Пример на исследование сходимости  несобственного интеграла.

Раздел 4 Элементы теории дифференциальных уравнений

Тема № 1  Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка
Математическая модель демографического процесса.
Понятие дифференциального уравнения. Общее решение дифференциального уравнения. Теорема Коши. Частное решение. Задание начальных условий. Задача Коши. Геометрическая интерпретация общего и частного решений. Особое решение.

Тема №2  Некоторые типы дифференциальных уравнений первого порядка 

Дифференциальные уравнения первого порядка с разделяющимися переменными.
Однородные дифференциальные уравнения первого порядка. Замена, позволяющая свести его к уравнению с разделяющими переменными. 
 Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. Подстановка, позволяющая решать такие уравнения.

Раздел 5 Элементы теории вероятности 

Тема № 1  Случайные величины
Испытание, элементарное событие. Пространство элементарных событий. Невозможное событие. Достоверное событие. Случайное событие. Равные события. Сумма, произведение и разность событий. Противоположное событие. Несовместные события. Полная группа событий. Гипотезы. 
  Понятие вероятности события. Классическое определение вероятности. Четыре свойства вероятности. Относительная частота события. Статистическое определение вероятности события.
Понятие условной вероятности. Свойства условной вероятности. Независимые события. Свойства независимых событий.
Повторные независимые испытания. Схема независимых испытаний Бернулли.
Понятие случайной   величины. Множество возможных значений случайной величины. Понятие закона распределения случайной величины. Функция распределения случайной величины и ее свойства. Дискретная случайная величина. Закон распределения дискретной случайной величины. Ряд распределения. Функция распределения дискретной случайной величины и ее график. Непрерывная случайная величина, ее плотность распределения и кривая распределения. Свойства плотности распределения вероятностей.
Математическое ожидание случайной величины и его свойства. Мода, медиана и дисперсия случайной величины. Свойства дисперсии. Среднее квадратичное отклонение. 
Понятие нормального распределения случайной величины. Нормальный закон распределения. Нормальная кривая (кривая Гаусса). Стандартная нормально распределенная случайная величина. Функция распределения нормальной случайной величины и стандартной нормальной случайной величины и их графики. Числовые характеристики нормальной случайной величины. Вероятность попадания случайной величины. 








 


Требования к проверке результатов самостоятельной работы

Самостоятельная работа слушателей по учебной дисциплине «Основы высшей математики» представляет собой важный компонент познавательно-практической деятельности слушателей. 
Учебный материал, представленный в разделе самостоятельной работы, направлен на закрепление, углубление и расширение знаний по основным разделам учебной дисциплины, глубокое самостоятельное овладение теоретическим материалом, активизацию познавательной деятельности слушателей и развитие профессионально значимых умений и навыков.
Контроль самостоятельной работы слушателей осуществляется преподавателем во время проведения практических занятий, а также текущей аттестации слушателей.
Примерный перечень вопросов для самостоятельного изучения включается в материалы для текущей аттестации слушателей.

	Тема занятия
	Вид задания
	№ литературного источника
 в соответствии со списком рекомендуемой литературы
(при необходимости - объем)
	Форма контроля

	Предмет и роль математики. Математические доказательства.  Математические структуры
	Изучение лекционного материала и литературы
	Осн. 1-2

	Конспект


	Математическое моделирование
	Изучение лекционного материала и литературы
	Осн. 1-2

	Конспект


	Элементы теории множеств
	Решение практических упражнений и задач
	Осн. 2

	Проверка решенных задач

	Определители. Системы линейных уравнений
	Изучение лекционного материала и литературы
	Осн. 11-14, 
Доп. 4-5
	Конспект


	Неопределенный интеграл
	Изучение лекционного материала и литературы
	Осн. [2-3],
Доп. 4,8
	Конспект


	Несобственный интеграл
	Изучение лекционного материала и литературы
	Осн. [2-3],
Доп. 4,8
	Конспект


	Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка
	Изучение лекционного материала и литературы
	Осн. 19-21, 
Доп. 8-9
	Конспект


	Некоторые типы дифференциальных уравнений первого порядка
	Изучение лекционного материала и литературы
	Осн. 1,4, 
Доп. 9,10
	Конспект


	Вероятность случайного события
	Изучение лекционного материала и литературы
	Осн.[3]
Доп. 2
	Конспект









Время, отведенное на изучение отдельных тем
Заочная форма получения образования
	Наименование разделов и тем
	Количество часов
	Формы контроля знаний

	
	Всего
	Лекции
	Практические
	Семинарские
	Кругл. стол
	Конференция
	Сам. работа
	

	
	40
	12
	12
	
	
	
	16
	

	Раздел 1 Введение в высшую математику
	10
	2
	2
	
	
	
	6
	

	1.1 Предмет и роль математики. Математические доказательства. Математические структуры
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос

	1.2 Математическое моделирование
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос

	1.3Дискретная математика. Элементы комбинаторики
	2
	-
	2
	
	
	
	-
	Решение задач

	1.4 Элементы теории множеств
	4
	2
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос,
решение задач

	Раздел 2 Элементы линейной алгебры
	6
	2
	2
	
	
	
	2
	

	2.1 Матрицы
	2
		2
	-
	
	
	
	-
	Устный опрос

	2.2 Определители. Системы линейных уравнений
	4
	-
	2
	
	
	
	2
	Устный опрос,
решение задач

	Раздел 3 Элементы математического анализа
	18
	8
	8
	
	
	
	2
	

	3.1 Предел функции
	4
	2
	2
	
	
	
	-
	Устный опрос,
решение задач

	3.2 Непрерывность функции
	2
	2
	-
	
	
	
	-
	Устный опрос

	3.3 Производная функции
	4
	2
	2
	
	
	
	-
	Устный опрос,
решение задач

	3.4 Исследование функций и построение графиков
	2
	2
	-
	
	
	
	-
	Устный опрос

	3.5 Неопределенный интеграл
	2
	-
	2
	
	
	
	-
	Устный опрос

	3.6 Определенный интеграл
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Решение задач

	3.7 Несобственный интеграл
	2
	-
	2
	
	
	
	-
	Решение задач

	Раздел 4 Элементы теории дифференциальных уравнений
	4
	-
	-
	
	
	
	4
	

	4.1 Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос

	4.2 Некоторые типы дифференциальных уравнений первого порядка
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос

	Раздел 5 Элементы теории вероятностей 
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	

	51 Случайные величины
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос

	Форма текущей аттестации
	экзамен






Очная (вечерняя) форма получения образования

	Наименование разделов и тем
	Количество часов
	Формы контроля знаний

	
	Всего
	Лекции
	Практические
	Семинарские
	Кругл. стол
	Конференция
	Сам. работа
	

	
	40
	14
	14
	
	
	
	12
	

	Раздел 1 Введение в высшую математику
	10
	4
	2
	
	
	
	4
	

	1.1 Предмет и роль математики. Математические доказательства. Математические структуры
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос

	1.2 Математическое моделирование
	2
	2
	-
	
	
	
	-
	Устный опрос

	1.3Дискретная математика. Элементы комбинаторики
	2
	-
	2
	
	
	
	-
	Решение задач

	1.4 Элементы теории множеств
	4
	2
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос,
решение задач

	Раздел 2 Элементы линейной алгебры
	6
	2
	2
	
	
	
	2
	

	2.1 Матрицы
	2
	2
	-
	
	
	
	-
	Решение задач

	2.2 Определители. Системы линейных уравнений
	4
	-
	2
	
	
	
	2
	Устный опрос,
решение задач

	Раздел 3 Элементы математического анализа
	18
	8
	10
	
	
	
	-
	

	3.1 Предел функции
	4
	2
	2
	
	
	
	-
	Устный опрос,
решение задач

	3.2 Непрерывность функции
	2
	2
	-
	
	
	
	-
	Устный опрос

	3.3 Производная функции
	4
	2
	2
	
	
	
	-
	Устный опрос,
решение задач

	3.4 Исследование функций и построение графиков
	2
	2
	-
	
	
	
	-
	Устный опрос

	3.5 Неопределенный интеграл
	2
	-
	2
	
	
	
	-
	Устный опрос

	3.6 Определенный интеграл
	2
	-
	2
	
	
	
	-
	Решение задач

	3.7 Несобственный интеграл
	2
	-
	2
	
	
	
	-
	Решение задач

	Раздел 4 Элементы теории дифференциальных уравнений
	4
	-
	-
	
	
	
	4
	

	4.1 Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос

	4.2 Некоторые типы дифференциальных уравнений первого порядка
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос

	Раздел 5 Элементы теории вероятностей и математической статистики
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	

	51 Случайные величины
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос

	Форма текущей аттестации
	экзамен






МАТЕРИАЛЫ ДЛЯ ТЕКУЩЕЙ И ИТОГОВОЙ АТТЕСТАЦИИ СЛУШАТЕЛЕЙ


УТВЕРЖДАЮ
Зав. кафедрой  переподгот.
и пов. квалификации
________    Ю.В.Кравченко



Вопросы для проведения экзамена

1. Понятие множества. Операции над множествами.
34. Понятие функции. Отношение эквивалентности.
35. Множества: конечные, бесконечные, счётные. Понятие мощности множества.
36. Матрицы. Основные определения.
37. Действия над матрицами.
38. Понятие предела функции, его геометрический смысл. Односторонние пределы.
39. Бесконечно малые и бесконечно большие функции и их свойства.
40. Основные теоремы о пределах функций. 
41. Непрерывность функции в точке.
42. Точки разрыва функции.
43. Непрерывность функции на промежутке.
44. Понятие производной, её геометрический и физический смысл.
45. Основные правила дифференцирования.
46. Производная сложной функции. Теорема Лагранжа, раскрытие неопределённостей.
47. Признаки постоянства, возрастания и убывания функций.
48. Максимум и минимум функции. Необходимое условие экстремума. Достаточное условие экстремума.
49. Направления выпуклости, точки перегиба.
50. Асимптоты. Схема исследования функций.
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