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Лекция 9. СВОЙСТВА НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

1. Теорема об устойчивости знака непрерывной функции. 
2. Прохождение непрерывной функции через любое промежу-
точное значение.  
3. Ограниченность непрерывных функций. 
4. Достижение непрерывной функцией своих точных граней. 

 
1. Теорема об устойчивости знака непрерывной функции. 

Теорема 1. Если функция ( )xf  непрерывна в точке 0x  и 
( ) 00 ≠xf , то существует такая окрестность точки 0x , в ко-

торой знак функции совпадает со знаком ( )0xf . 
► Пусть ( ) 00 >xf  (рис.1, а).  
Тогда по определению 2 непрерывности функции имеем 

( )⇒∈∀>∃>∀ 0;:00 xUx δδε ( ) ( ) ε<− 0xfxf . 
Из последнего неравенства получим 
( ) ( ) ( ) εε +<<− 00 xfxfxf . В силу произвольности ε  положим 

( )0xf=ε . Тогда ( ) ( )020 xfxf << . 
Если ( ) 00 <xf , то рассмотрим функцию ( )xf− . Тогда 
( ) 00 >− xf , то по доказанному выше существует δ -окрестность 

точки 0x , в которой ( ) 0>− xf . Отсюда ( ) 0<xf . ◄ 
Геометрическая интерпретация теоремы 1 дана на рис.1 

(случаю ( ) 00 >xf  соответствует рис.1,а, случаю ( ) 00 <xf  – 
рис.1,б). 

 
Рис.1. 
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Пример. Функция ( ) xxf sin=  непрерывна в точке 
40
π

=x , и 

0
2
2

4
sin >=

π . Тогда существует такая окрестность точки 

40
π

=x , в которой функция xsin  сохраняет знак, т.е. 0sin >x . 

 
2. Прохождение непрерывной функции через любое проме-
жуточное значение. 

Теорема 2 (1-я теорема Больцано – Коши). Если функция 
( )xf  непрерывна на отрезке [ ]ba;  и на его концах принимает 

значения разных знаков, то внутри этого отрезка существует 
точка ξ , в которой значение функции равно нулю: 

( )xf : ( ) ( ) 0<bfaf  ⇒  ( )bax ;0 ∈∃ : ( ) 00 =xf . 
►1. Существование. 
Пусть для определенности ( ) 0<af  и ( ) 0>bf . 

Разделим отрезок [ ]ba;  пополам точкой 
2

ba + . Если 

0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + baf , то теорема доказана. В противном случае выберем 

тот из двух отрезков, на концах которого функция имеет значе-
ния разных знаков. Обозначим его [ ]11;ba , его длина равна 

211
abab −

=− . Разделим отрезок [ ]11;ba  пополам точкой 
2

11 ba + . 

Если 0
2

11 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + baf , то теорема доказана. В противном случае 

выберем тот из двух отрезков, на концах которого функция име-
ет значения разных знаков, и обозначим его [ ]22;ba , его длина 

равна 222 2
abab −

=− . Продолжая этот процесс неограниченно, 

на n -ом шаге значение функции в середине отрезка [ ]nn ba ;  мо-
жет быть равным нулю, и тогда теорема доказана, либо получим 
последовательность  
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[ ] [ ] [ ] [ ] ...;...;;; 2211 ⊃⊃⊃⊃⊃ nn babababa  

вложенных отрезков, причем 0
2

→
−

=− nnn
abab  при ∞→n  

и на концах каждого отрезка [ ]nn ba ;  принимает значения разных 
знаков. Тогда по лемме о вложенных отрезках существует точка 
ξ , принадлежащая всем отрезкам. 

2. ( ) 0=ξf . 
Предположим, что ( ) 0≠ξf . Пусть ( ) 0>ξf . Тогда по теоре-

ме об устойчивости знака непрерывной функции существует та-
кая окрестность точки ξ , в которой ( ) 0>xf . В эту окрестность 
при достаточно большом n  попадает отрезок [ ]nn ba ; . Следова-
тельно, на отрезке [ ]nn ba ;  выполнено неравенство ( ) 0>xf . Од-
нако это противоречит условию, что на концах отрезка функция 
принимает значения разных знаков.  

Аналогично доказывается, если ( ) 0<ξf  
Следовательно, ( ) 0=ξf . ◄ 
Геометрический смысл теоремы заключается в следующем: 

если точки ( )( )afaA ;  и ( )( )bfbB ;  графика функции ( )xf , соот-
ветствующие концам отрезка [ ]ba;  лежат по разные стороны от 
оси Ox  (рис.2.), то график функции хотя бы в одной точке от-
резка пересекает осьOx . 

 
Рис.2. 
 
Замечание. Если ( )xf  непрерывна и монотонна на [ ]ba; , то 

существует единственная точка 0x , такая, что ( ) 00 =xf . 
Теорема 3 (2-я теорема Больцано-Коши). Пусть ( )xf  не-

прерывна на отрезке [ ]ba;  и ( ) Aaf = , ( ) Bbf = . Тогда для лю-
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бого числа, заключенного между A  и B , найдется такая точка 
[ ]bac ;∈ , что ( ) Ccf = . 
► Пусть для определенности  BA <  и BCA << . Рассмот-

рим вспомогательную функцию ( ) ( ) Cxfxg −= . Эта функция 
непрерывна на отрезке [ ]ba;  и принимает на концах отрезка зна-
чения разных знаков: 

( ) ( ) 0<−=−= CACafag , 
( ) ( ) 0>−=−= CBCbfbg . 

Тогда по теореме 2 существует такая точка [ ]bac ;∈  такая, 
что ( ) 0=cg . Отсюда ( ) Ccf = . ◄ 

Замечание. Теорему 3 можно переформулировать так: непре-
рывная функция, переходя от одного значения к другому, обяза-
тельно принимает все промежуточные значения. 

Геометрический смысл теоремы 3 заключается в следую-
щем. Рассмотрим график функции ( )xf  (рис.3). Пусть ( ) Aaf =  
и ( ) Bbf = . Тогда прямая Cy = , где C  – любое число, заклю-
ченное между A  и B , пересечет график функции по крайней 
мере в одной точке. Если же ( )xf  непрерывна и монотонна на 
[ ]ba; , то существует единственная точка [ ]bac ;∈ , такая, что 
( ) Ccf = . 

 
Рис.3. 
 

3. Ограниченность непрерывных функций. 
Лемма 1. Функция ( )xf , непрерывная в точке 0x , ограничена 

в некоторой ее окрестности. 
► По определению непрерывности функции ( )xf  в точке 
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0x , имеем 
0>∀ε  ( )0;:0 xUx δδ ∈∀>∃    ( ) ( ) ε<− 0xfxf . 

В силу произвольности ε , возьмем 1=ε . Тогда получим 
( ) ( ) 10 <− xfxf . 

С учетом этого  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) <+−≤+−= 0000 xfxfxfxfxfxfxf ( )01 xf+ . 

Положим ( )01 xfM += . Тогда ( ) Mxf < . Следовательно, 
функция ( )xf  ограничена в окрестности ( )0; xU δ . ◄ 

Теорема 4 (1-я теорема Вейерштрасса). Если функция ( )xf  
определена и непрерывна на отрезке [ ]ba; , то она ограничена на 
этом отрезке. 

► Доказываем методом от противного. Предположим, что 
функция ( )xf  неограничена на отрезке [ ]ba; . Разделим отрезок 
[ ]ba;  пополам. Тогда хотя на одном из полученных отрезков 
функция ( )xf  неограничена. В противном случае она была бы 
ограничена на [ ]ba; . Обозначим его [ ]11;ba . Разделим его попо-
лам и обозначим [ ]22;ba  тот отрезок, на котором функция ( )xf  
неограничена. Продолжая этот процесс неограниченно, получим 
последовательность вложенных отрезков 

[ ] [ ] [ ] [ ] ...;...;;; 2211 ⊃⊃⊃⊃⊃ nn babababa , 
на каждом из которых ( )xf  неограниченна. При этом длины от-

резков равны 0
2

→
−

=− nnn
abab  при ∞→n .  

Тогда по лемме о вложенных отрезках существует точка ξ , 
принадлежащая всем отрезкам. Функция ( )xf  по условию опре-
делена и непрерывна в точке ξ . В силу леммы 1 функция ( )xf  
ограничена в некоторой ее окрестности. В эту окрестность при 
достаточно большом n  попадает отрезок [ ]nn ba ; , на котором 
функция также ограниченна. Но это противоречит тому, что 
( )xf  не ограничена на каждом из вложенных отрезков. 
Следовательно, ( )xf  ограничена на отрезке [ ]ba; . ◄ 
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Замечание. Теорема 4 неверна, если отрезок [ ]ba;  заменить 
интервалом ( )ba; . 

Пример. Функция ( )
x

xf 1
=  непрерывна на интервале ( )1;0 . 

Однако не является ограниченной на этом промежутке, посколь-

ку +∞=
+→ xx

1lim
00

. 

 
4. Достижение непрерывной функцией своих точных граней. 
Вторая теорема Вейерштрасса. 

Пусть функция ( )xfy =  определена на промежутке X , и 
множество ее значений Y . 

Опр е д е л е н и е  1. Число M  ( m ) называется точной 
верхней (нижней) гранью функции ( )xfy =  на множестве X , 
если выполняются следующие условия  
1) Xx∈∀  ( ) Mxf ≤  ( ( ) mxf ≥ ); 
2) для любого числа MM <'  ( mm >' ) найдется такая точка 

Xx ∈' , что ( ) '' Mxf >  ( ( ) '' mxf < ). 
Условие 1) означает, что число M является одной из верхних 

граней функции ( )xfy =  на множестве X , условие 2) показы-
вает, что M  наименьшая из верхних граней функции. Анало-
гично для точной нижней грани. 

Если множество Y  неограниченно сверху, то ( ) +∞=xf
X

sup , 

если снизу, ( ) −∞=xf
X

inf . 

Теорема 5 (2-я теорема Вейерштрасса). Если функция ( )xf  
непрерывна на отрезке [ ]ba; , то на этом отрезке она достига-
ет своих нижней и верхней граней, т.е. на нем существуют по 
крайней мере две точки 1x  и 2x  такие, что (рис. 4) 

( )
[ ]

( )xfxfM
ba;

1 sup== , ( )
[ ]

( )xfxfm
ba;2 inf== . 
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Рис.4. 
 
► Поскольку функция ( )xf  непрерывна на отрезке [ ]ba; , то 

по теореме 4 она ограничена на этом отрезке. По теореме о су-
ществовании точных верхних и нижних граней у непустого 
множества имеем, что существуют точная верхняя M  и точная 
нижняя m  грани функции ( )xf  на отрезке [ ]ba; . Докажем, что 
( )xf  достигает M , т.е. существует такая точка [ ]bax ;1∈ , что 

( )1xfM = . 
Доказываем методом от противного. Предположим, что 

функция ( )xf  не принимает ни в одной точке [ ]ba;  значения 
M . Рассмотрим вспомогательную неотрицательную функцию  

( ) ( )xfM
xg

−
=

1 . 

Функция ( )xg  непрерывна как частное двух непрерывных 
функций. По теореме 4 она ограничена, т.е. существует положи-
тельное число 0>K  такое, что [ ]bax ;∈∀  выполняется неравен-
ство 

( ) ( ) K
xfM

xg <
−

=
1 . 

Отсюда ( )
K

Mxf 1
−≤ . 

Число M
K

M <−
1  является верхней гранью ( )xf  на отрезке 

[ ]ba; . Но это противоречит тому, что число M  является точной 
верхней гранью, т.е. наименьшей верхней гранью функции ( )xf  
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на отрезке [ ]ba; . 
Следовательно, существует такая точка [ ]bax ;1∈ , в которой 

( )1xfM = . 
Аналогично доказывается, что функция ( )xf  достигает на 

отрезке [ ]ba;  своей точной нижней грани m . ◄ 
Замечание. Полагая  

[ ]
( )

[ ]
( )xfxfM

baba ;;
maxsup == , 

[ ]
( )

[ ]
( )xfxfm

baba ;;
mininf == , 

можно теорему 5 сформулировать следующим образом: непре-
рывная на отрезке функция имеет на этом отрезке максималь-
ное и минимальное значения. 

Опр е д е л е н и е  2. Разность между наибольшим и наи-
меньшим значениями непрерывной функции ( )xf  на [ ]ba; , на-
зывается колебанием функции на этом отрезке. 
Обозначается: 

[ ]
( )

[ ]
( )xfxf

baba ;;
minmax −=ω . 

Пример. Функция ( ) 2xxf =  непрерывна на отрезке [ ]3;2− . 

Она ограничена на [ ]3;2−  ( 92 ≤x ) и существуют такие две точ-

ки 01 =x  и 32 =x , принадлежащие отрезку [ ]3;2− , что 

( ) ( )
[ ]

2

3;21 inf00 xfxf
−

=== , ( ) ( )
[ ]

2

3;2
2 sup93 xfxf

−
=== . 

 
Вопросы для самоконтроля 

 
1. Сформулируйте и докажите теорему об устойчивости знака 

непрерывной функции. 
2. Сформулируйте и докажите теорему о прохождении не-

прерывной функции через любое промежуточное значение (тео-
ремы Больцано-Коши). 

3. Сформулируйте и докажите первую теорему об ограничен-
ности непрерывной функции. 

4. Сформулируйте и докажите теорему о достижении непре-
рывной функцией своих точных граней. 

 


