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Лекция 7.БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ И БЕСКОНЕЧНО 
БОЛЬШИЕ ФУНКЦИИ 

 
1.Определение и свойства бесконечно малых функций. 
2 Основные теоремы о пределах. 
3. Замечательные пределы. 
4. Сравнение асимптотического поведения функций. 

 
1. Определение и свойства бесконечно малых функций. 

Опр е д е л е н и е  1. Функция ( )xα  называется бесконечно 
малой функцией (или бесконечно малой) при 0xx → , если 

( ) 0lim
0

=
→

x
xx
α . 

Обозначается: ( ) ( )1ox =α . 
Опр е д е л е н и е  2 (по Гейне). Функция ( )xα  называется 

бесконечно малой функцией при 0xx → , если для любой по-

следовательности ( )∞=1nnx  точек ( )0; xUxn δ
o

∈ , сходящейся к 0x , 
последовательность соответствующих значений функции 

( )( )∞=1nnxα  сходится к 0. 
Символическая запись: 

( ) ( )1ox =α  ⇔  ( ) ( ) 0limlim: 01 ==∀
∞→∞→

∞
= nnnnnn xxxx α . 

Опр е д е л е н и е  3 (по Коши). Функция ( )xα  называется 
бесконечно малой функцией при 0xx → , если для любого 0>ε  
можно указать такое число ( ) 0>εδ , что при всех x , удовлетво-
ряющих условию δ<−< 00 xx , выполняется неравенство 
( ) εα <x . 
Символическая запись: 
( ) ( )1ox =α  ⇔  :00 >∃>∀ δε  δ<−<∀ 00 xxx  ⇒  ( ) εα <x . 

Аналогично определяются бесконечно малые функции при 
∞→x , +∞→x , −∞→x , 00 −→ xx , 00 +→ xx . 

Пример. Функция ( ) xxf sin=  при 0→x  является бесконеч-
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но малой, так как 0sinlim
0

=
→

x
xx

. Функция ( ) 2
1
x

xf =  при ∞→x  

является бесконечно малой, поскольку 01lim 2 =
∞→ xx

. 

Теорема 1. Функция ( )xf  при 0xx →  имеет конечный предел 
A  тогда и только тогда, когда функция ( ) ( ) Axfx −=α  явля-
ется бесконечно малой при 0xx → . 

► Необходимость. 
Пусть существует предел ( )xfA

xx 0

lim
→

= . Рассмотрим функцию 

( ) ( ) Axfx −=α .  
Тогда  

( ) ( )( ) ( ) 0limlimlim
000

=−=−=−=
→→→

AAAxfAxfx
xxxxxx

α . 

Достаточность. 
Из равенства ( ) ( ) Axfx −=α  получаем ( ) ( ) Axxf +=α .  
Значит, 

( ) ( )( ) ( ) AAAxAxxf
xxxxxx

=+=+=+=
→→→

0limlimlim
000

αα . ◄ 

Теорема 2. Конечная сумма бесконечно малых функций в ок-

рестности ( )0; xU δ
o

 есть функция, бесконечно малая в ( )0; xU δ
o

. 
► Если ( ),xiα  ni ,1= , – бесконечно малые функций в 

( )0; xU δ
o

, то ( ) 0lim
0

=
→

xixx
α , ni ,1= . Так как 

( ) ( ) 0limlim
11 00

== ∑∑
= →=→

n

i
ixx

n

i
ixx

xx αα , то конечная сумма бесконечно 

малых функций есть функция бесконечно малая. ◄ 
Теорема 3. Произведение бесконечно малой функции ( )xα  и 

функции ( )xϕ , ограниченной в ( )0; xU δ
o

, есть бесконечно малая 
функция. 

► Пусть ( )xϕ  ограничена в ( )0; xU δ
o

, т.е, 

:0>∃M  ( )xUx ;δ
o

∈∀  ⇒  ( ) Mx ≤ϕ , 
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а ( )xα  – бесконечно малая функция в окрестности ( )0; xU δ
o

.  
Значит, 

0>∀
M
ε  :01 >∃δ  ( )xUx ;1δ

o

∈∀  ⇒  ( )
M

x εα < . 

Возьмем { }1;min δδδ = . Тогда ( )
M

x εα <  и ( )  Mx <ϕ  

( )xUx ;δ
o

∈∀ . Рассмотрим произведение ( ) ( )xx ϕα ⋅  в окрестности 

( )xU ;δ
o

: 

( ) ( ) ( ) ( ) εεϕαϕα =⋅<⋅=⋅ M
M

xxxx . 

Отсюда функция ( ) ( )xx ϕα ⋅  – бесконечно малая функция. ◄ 
Следствие 1. Произведение некоторого числа и бесконечно 

малой функции в ( )0; xU δ
o

 есть бесконечно малая функция. 
Следствие 2. Произведение двух бесконечно малых функций в 

( )0; xU δ
o

 есть бесконечно малая функция. 
Теорема 4. Частное от деления бесконечно малой функции 

( )xα  в ( )0; xU δ
o

 на функцию ( )xϕ , такую, что ( ) 0lim
0

≠
→

x
xx
ϕ , есть 

бесконечно малая функция. 
►Так как ( )xα  – бесконечно малая функция, то ( ) 0lim

0

=
→

x
xx
α . 

Рассмотрим ( )
( )x
x

ϕ
α , тогда 

( )
( )

( )
( ) ( ) 0

lim
0

lim

lim
lim

00

0

0

===
→→

→

→ xx

x

x
x

xxxx

xx

xx ϕϕ

α

ϕ
α  

и ( )
( )x
x

ϕ
α  – бесконечно малая функция.◄  

Теорема 5 (связь бесконечно больших и бесконечно ма-
лых функций). 1) Если функция ( )xα  при 0xx →  – бесконечно 
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малая, то функция ( )xα
1  при 0xx →  – бесконечно большая. 2) 

Если функция ( )xf  при 0xx →  – бесконечно большая, то функ-

ция ( )xf
1  при 0xx →  – бесконечно малая.  

► Пусть ( )xα  бесконечно малая функция при 0xx → , т.е. 
( ) 0lim

0

=
→

x
xx
α . Тогда по определению имеем: 

 :00 >∃>∀ δε  δ<−<∀ 00 xxx  ⇒  ( ) εα <x . 

Отсюда ( ) K
x

=>
εα
11 .  

Значит, функция ( )xα
1  есть бесконечно большая.  

Аналогично доказывается обратное утверждение. ◄ 
Пример. Функция ( ) 4xxf =  при 0→x  является бесконечно 

малой, а функция ( ) 4
11
xxf

=  при 0→x  – бесконечно большой. 

 
2. Основные теоремы о пределах. 

Теорема 6 (связь предела с арифметическими операция-
ми). Если функции ( )xf  и ( )xg  в точке 0x  имеют конечные 
пределы, т.е. ( ) axf

xx
=

→ 0

lim , ( ) bxg
xx

=
→ 0

lim : 

1) ( ) ( )( ) baxgxf
xx

±=±
→ 0

lim ; 

2) ( ) ( )( ) baxgxf
xx

⋅=⋅
→ 0

lim ; 

3) ( )
( ) b

a
xg
xf

xx
=

→ 0

lim , ( )0≠b . 

Доказывается аналогично, как и для числовых последова-
тельностей. 

Теорема 7 (единственность). Функция ( )xf  в точке 0x  не 
может иметь больше одного предела. 
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► Предположим, что существует два предела ( ) Axf
xx

=
→ 0

lim  и 

( ) Bxf
xx

=
→ 0

lim . 

Тогда ( ) ( )( ) ( ) ( ) BAxfxfxfxf
xxxxxx

−=−=−=
→→→ 000

limlimlim0 . 

Отсюда BA = .◄ 
Теорема 8. Если функция ( )xf  в точке 0x  имеет предел, то 

она ограничена в некоторой окрестности ( )0; xU δ
o

. 
Без доказательства. 

Теорема 9 (сравнение функций). Если в ( )0; xU δ
o

 справедли-
во функциональное неравенство ( ) ( )xxf ϕ≤  и существуют ко-
нечные пределы ( )xf

xx 0

lim
→

, ( )x
xx
ϕ

0

lim
→

, то ( ) ( )xxf
xxxx
ϕ

00

limlim
→→

≤ . 

Без доказательства. 
Теорема 10 (о пределе промежуточной переменной).  Если 

в ( )0; xU δ
o

 справедливы функциональные неравенства 
( ) ( ) ( )xxfx ϕψ ≤≤  и существует ( ) ( ) Axx

xxxx
==

→→
ϕψ

00

limlim , R∈A , 

то существует ( ) Axf
xx

=
→ 0

lim . 

Без доказательства. 
Теорема 11. Если в окрестности точки 0x  задана сложная 

функция ( )( )xufy =  и существуют пределы ( ) 0
0

lim uxu
xx

=
→

 

( ( ) 0≠xu  при 0xx ≠ ), ( ) Auf
xx

=
→ 0

lim , то существует предел 

сложной функции ( )( )xufy =  в точке 0x  и  
( )( ) ( )ufxuf

uuxx 00

limlim
→→

= . 

Без доказательства. 
Из теоремы 6, если условия 1) и 2) верны для любого конеч-

ного числа слагаемых и сомножителей, то 
1) ( ) ( )[ ] ( ) ( )xfxfxfxf nxxxxnxx 000

lim...lim...lim 11 →→→
±±=±± ; 

2) ( ) ( )( ) ( ) ( )xfxfxfxf nxxxxnxx 000

lim...lim...lim 11 →→→
⋅⋅=⋅⋅ . 
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Отсюда если ( ) n

xx
axf =

→ 0

lim , то 

( )( ) nn

xx
axf =

→ 0

lim  при любом N∈n , 

( )  lim
0

nn
xx

axf =
→

 при 0>a , N∈n . 

Пусть ( )xfy =  бесконечно большая функция при 0xx → , т.е. 
( ) ∞=

→
xf

xx 0

lim . 

 
2. Замечательные пределы. 

Теорема 12 (первый замечательный предел).  

1
0
0sinlim

0
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→ x
x

x
. 

► Так как ( )
x

xxf sin
=  является четной функцией, рассмот-

рим ее только на интервале ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
;0 π . Возьмем дугу AM  единич-

ного круга, соответствующую углу, радианная мера которого 
равна x  (рис.1). Тогда 1=OA , xMP sin= , xOP cos= .  

 
Рис.1. 
 
Площадь сектора OAM  заключена между площадями тре-

угольников OMA  и OTA : 
OATceкOMA ∆∆ << SSS . 

Значит,  

ATOAxOAPMOA ⋅<<
2
1

2
1

2
1 2
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Так как 1=OA , xPM sin= , xAT tg= , то 
xxx tgsin << . 

Отсюда  

xx
x

cos
1

sin
1 <<  ⇔  1sincos <<

x
xx . 

В силу четности функций xcos  и 
x

xsin  последнее двойное 

неравенство справедливо и для интервала ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 0;

2
π . 

Таким образом, для любого ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
;00;

2
ππx  выполняется 

неравенство 1sincos <<
x

xx . Другими словами, при 0→x  пре-

дел отношения 
x

xsin  заключен между 1 и 1coslim
0

=
→

x
x

. 

Следовательно, по свойствам предела функций, имеем: 

1sinlim
0

=
→ x

x
x

. ◄ 

Пример. Вычислить предел 
x

x
x

5tglim
0→

. 

Р еш е н и е . Имеем  

=⋅=
⋅

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→→→ xx
x

xx
x

x
x

xxx 5cos
15sinlim

5cos
5sinlim

0
05tglim

000
 

( )
( ) 5

5cos
1

5
5sin5lim

0
=⋅=

→ xx
x

x
. 

Теорема 13 (второй замечательный предел). 

( ) e111lim ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ∞

∞→

x

x x
. 

► Известно, что ( ) e111lim ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ∞

∞→

n

n n
, N∈n .  
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Рассмотрим функцию ( )
x

x
xf ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

11 . 

Случай 1. 1>x . 
Положим [ ]xn =  и представим число x  в виде α+= nx , где 
N∈n  и 10 <≤α .  
Поскольку  1+≤≤ nxn , то  

nxn
11

1
1

≤≤
+

. 

Отсюда 
11111

1
11

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

nxn

nxn
. 

Переходя к пределу при +∞→x  ( +∞→n ), получим 

( ) ee
nnn

n

n

n

n
=⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

−+

∞→

∞

∞→
1

1
11

1
11lim1

1
11lim

11

, 

( ) ee
nnn

n

n

n

n
=⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

∞
+

∞→
1

1
1111lim111lim

11

 

Следовательно,  

e
x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+∞→

11lim . 

Случай 2. 1−<x . 
Положим yx −= . Тогда  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+∞→
⇒−∞→

−=
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−

+∞→

−

+∞→−∞→

y

y

y

y

x

x y
y

y
y
x

yx

x
1lim11lim

;
11lim  

ee
yyy

y
y

y

y

y
=⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
−

+∞→+∞→
1

1
11

1
11lim

1
lim

11

. 

Объединяя оба случая, получим ( ) e
x

x

x
==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ∞

∞→
111lim . ◄ 

Следствие. ( ) ( ) ex x
x

==+ ∞

→
11lim

1

0
. 
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► Имеем 

( ) ( ) e
t

t
x

x
t

x
t

t
x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∞→
⇒→

=

==+
∞→

∞

→

11lim0

;1

11lim
1

0
.◄ 

Пример. Вычислить предел ( )x
x

x
1

0
21lim +

→
  

Р еш е н и е . Имеем  

( ) ( ) ( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→
⇒→

=
==+

→→

∞

→

21

0

2

0

1

0
1lim1lim

0
0
;2

121lim t
t

t
t

x
x

tt
t
x

xt
x  

( ) 2
21

0
1lim et t

t
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

→
. 

 
4. Сравнение асимптотического поведения функций. 

Под асимптотикой, или асимптотическим поведением 
функции в окрестности некоторой точки R∈0x , понимается 
описание поведения функции вблизи точки 0x , в которой функ-
ция, как правило, не определена. 

Асимптотическое поведение функции обычно характеризует-
ся с помощью другой, более простой или более изученной функ-
ции, которая в окрестности исследуемой точки с малой относи-
тельной погрешностью воспроизводит значения изучаемой 
функции. 

Опр е д е л е н и е  4. Если ( )xα , ( )xβ  – бесконечно малые 
функции и 

( )
( ) 0lim

0

≠=
→

с
x
x

xx β
α , 

то они называются бесконечно малыми одного порядка мало-
сти.  
Обозначается: ( ) ( )( )xOx βα = .  
Запись ( ) ( )1Ox ∈α  означает, что функция ( )xα  при 0xx →  
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ограничена, т.е. ( )1O  – множество ограниченных функций при 

0xx → . 
Пример. Функции ( ) xxxx 223 −−=α , ( ) xx 2=β  при 0→x  

имеют одинаковый порядок малости, так как 

01
2

2lim
23

0
≠−=

−−
→ x

xxx
x

. 

Поэтому ( )xxxOx 22 23 −−=  и ( )xOxxx =−− 223  при 0→x . 
Опр е д е л е н и е  5 . Если функции ( )xα , ( )xβ  – бесконечно 

малые и ( )
( ) 1lim

0

=
→ x

x
xx β
α  то они называются эквивалентными 

(асимптотически равными) при 0xx → . 
Обозначается: ( ) ( )xx βα ~  или ( ) ( )xx βα ≈  при 0xx → . 
Пример. Функции xxxx ~223 +−  при 0→x , поскольку  

1
2

2lim
23

0
=

+−
→ x

xxx
x

. 

Если функция ( )xα  такова, что ( ) 0lim
0

=
→

x
xx
α , то при 0xx →  

справедливы следующие эквивалентности: 
 
( ) ( )xx αα ~sin , ( ) ( )xx αα ~arcsin , 
( ) ( )xx αα ~tg , ( ) ( )xx αα ~arctg , 

( ) ( )xx αα
2
1~11 −+ , ( ) ( )x

n
xn αα 1~11 −+ , 

( )( ) ( )xx αα ~1ln + . ( ) 1−xeα ~ ( )xα  
 
Теорема 14. Предел отношения двух бесконечно малых функ-

ций равен пределу отношения эквивалентных им функций, т.е. 
если при 0xx →  ( ) ( )xx 1~αα , ( ) ( )xx 1~ ββ , то 

( )
( )

( )
( )x
x

x
x

xxxx 1

1

00

limlim
β
α

β
α

→→
= . 

► Запишем 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )x
x

x
x

x
x

x
x

β
β

β
α

α
α

β
α 1

1

1

1
⋅⋅= . 

Переходя в этом равенстве к пределу при 0xx →  и учитывая, 

что ( )
( ) 1lim

10

=
→ x

x
xx α
α , ( )

( ) 1lim
10

=
→ x

x
xx β
β , находим 

( )
( ) =→ x
x

xx β
α

0

lim
( )
( )

( )
( )

( )
( ) =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅

→ x
x

x
x

x
x

xx β
β

β
α

α
α 1

1

1

10

lim  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )x
x

x
x

x
x

x
x

xxxxxxxx
1

11

1

1

1 0000

limlimlimlim
β
α
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Данная теорема используется при вычислении пределов, так 
как каждую бесконечно малую (или только одну) можно заме-
нить бесконечно малой, ей эквивалентной. 

Опр е д е л е н и е  6 . Если функции ( )xα , ( )xβ  – бесконечно 

малые и ( )
( ) 0lim

0

=
→ x

x
xx β
α , то говорят, что ( )xα  является бесконечно 

малой функцией более высокого порядка по сравнению с функ-
цией ( )xβ . 
Обозначается: ( ) ( )( )xox βα = .  
Запись ( ) ( )1ox ∈α  при 0xx →  означает, что функция ( )xα  яв-

ляется бесконечно малой при 0xx → . ( )1o  – множество беско-
нечно малых функций при 0xx → . 

Пример. Функция ( ) 6xx =α  при 0→x  является бесконечно 
малой более высокого порядка, чем ( ) 3sin xx =β , т.е. 

( )36 sin xox = , так как  

0
sin

limlim
sin

lim 3

3

0

3

03

6

0
=⋅=

→→→ x
xx

x
x

xxx
. 

Опр е д е л е н и е  7. Если функции ( )xα , ( )xβ  – бесконечно 
малые и  

( )
( )( )

c
x
x

kxx
=

→ β
α

0

lim , 0≠c , 0>k , 

 120

то ( )xα  называется функцией k -го порядка малости по срав-
нению с ( )xβ . 

Соотношения вида  
( ) ( )( )xOx βα = , ( ) ( )( )xox βα = , ( ) ( )xx βα ~  при 0xx →  

называются асимптотическими оценками. 
Для бесконечно больших функций имеют место аналогичные 

правила сравнения, как и для бесконечно малых функций. 
Опр е д е л е н и е  8. Если ( )xf , ( )xg  – бесконечно большие 

функции и ( )
( ) 0lim

0

≠=
→

с
xg
xf

xx
, то они называются бесконечно 

большими одного порядка роста при 0xx → . 
Опр е д е л е н и е  9. Если с, ( )xg  – бесконечно большие 

функции при 0xx →  и ( )
( )( )

0lim
0

≠=
→

c
xg
xf

kxx
, 0>k  то ( )xf  – 

функция k-го порядка роста по сравнению с ( )xg . 
Пример. Функции ( ) 42 2 += xxf  и ( ) 82 −= xxg  при ∞→x  

имеют одинаковый порядок роста, так как  

2
8
42lim 2

2

=
−
+

∞→ x
x

x
. 

 
Вопросы для самоконтроля 

 
1. Дайте определение бесконечно малой функции. 
2. Перечислите свойства бесконечно малых функций. 
3. Докажите первый замечательный предел. 
4. Докажите второй замечательный предел. 
5. Какие бесконечно малые функции называются эквивалент-

ными? Приведите примеры эквивалентных функций. 
6. Дайте определение бесконечно большой функции. Сфор-

мулируйте теорему о связи бесконечно большой и бесконечно 
малой функции. 

 
 


