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Введение

По теории тригонометрических рядов имеется значительное количе-
ство учебных пособий, которые отличаются между собой как степенью
подробности, так и вопросами, которые в них рассматриваются. Так в
известной монографии А. Зигмунда [5] многие вопросы рядов Фурье из-
ложены подробней, чем в более элементарном курсе Г. П. Толстова [12].
В университетских курсах математического анализа Л. И. Камынина [6],
Л. Д. Кудрявцева [8] и А. М. Тер-Крикорова, М. И. Шабунина [11] во мно-
гом тригонометрические ряды Фурье излагаются с точки зрения гиль-
бертовых пространств, что создает определенные трудности при их пер-
воначальном изучении.

В предлагаемом пособии подробно излагается поточечная сходимость
тригонометрических рядов Фурье, сходимость в среднем и средне квад-
ратичном, при этом элементы теории гильбертовых пространств отсут-
ствуют. На основании этих сходимостей доказывается теорема Вейер-
штрасса о равномерном приближении непрерывной функции многочле-
нами. Одной из составных частей пособия является тесно связанные с
рядами Фурье интеграл и преобразование Фурье, по которым имеется
значительное количество литературы.

Для более основательного изучения многих вопросов рядов рекомен-
дуется ознакомиться с работами А. Зигмунда [5], Г. Харди, В. Рогозин-
ского [14], Р. Эдвардса [15]. Интеграл и преобразование Фурье с той или
иной полнотой изложены, например, в работах Н. Винера [2], Л. И. Ка-
мынина [6], П. Н. Князева [7], Л. Д. Кудрявцева [8], А. М. Тер-Крикорова,
М. И. Шабунина [11]. Для практического применения изложенного в лек-
циях материала рекомендуются сборники задач Б .П. Демидовича [3],
Л. Д. Кудрявцева [10], А. Б. Антоневича и Я. В. Радыно [13], а для ре-
шения задач с использованием преобразования Фурье можно воспользо-
ваться специальными таблицами преобразований функций Г. Бейтмена,
А. Эрдейна [1], В. А. Диткина, А. П. Прудникова [4], Г. Корна, Т. Кор-
на [9].
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Тема 1 Тригонометрические ряды Фурье

1.1 Гармоники
1.2 Ряды Фурье по тригонометрической системе

1.1 Гармоники

При решении многих задач приходится решать задачу о разложимо-
сти сложной периодической функции на более простые гармоники, т. е.
функции вида

y = A sin (ω x+ ϕ),

где А, ω, ϕ — постоянные, причём |А| называют амплитудой, а ω, ϕ —
соответственно частотой и начальной фазой.

Очевидно, что простая гармоника имеет период Т=
2π

ω
.

Упражнение 1.1 Проверьте, что простая гармоника имеет период

Т=
2π

ω
.

Учитывая то, что

A sin(ωx+ ϕ) = A (cosωx sinϕ+ sinωx cosϕ),

гармонику можно представить в виде

A sin (ωx+ ϕ) = a cosωx+ b sinωx, (1.1)

где a = A sinϕ, b = A cosϕ.
Пусть теперь задана некоторая функция

f(x) = a cosωx+ b sinωx, (1.2)

тогда, положив A =
√
a2 + b2 и sinϕ =

a

A
, cosϕ =

b

A
, используя (1.1),

получим f(x) = A sin(ωx + ϕ). Другими словами, всякая функция вида
(1.2) является простой гармоникой.

Из сказанного выше следует, что если мы хотим разложить некото-
рую функцию f(x) в сумму простых гармоник (что равносильно сумме
функций вида (1.2)), то эта функция должна быть периодической.

Для 2π периодических функций частоты следует выбрать так, чтобы

каждая из гармоник имела число 2π своим периодом, т. е. чтобы n · 2π
ω

=

= 2π, n ∈ Z или n = ω. Это говорит о том, что в разложении должны
быть простые гармоники с целыми частотами.

Итак, мы пришли к необходимости представить 2π периодическую
функцию в виде ряда (суммы простейших гармоник):

a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx).
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Заметим здесь, что все слагаемые в этой формуле имеют период 2π.

1.2 Ряды Фурье по тригонометрической системе

Определение 1.1 Систему функций

{1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, ...}
называют тригонометрической системой.

Определение 1.2 Тригонометрическим рядом называется функ-
циональный ряд вида

a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx), где an, bn, x ∈ R. (1.3)

Очевидно, что если тригонометрический ряд сходится поточечно к
некоторой функции f(x), x ∈ R, то функция f(x) будет 2π периодиче-
ской.

Упражнение 1.2 Проверьте, что если тригонометрический ряд схо-
дится поточечно к некоторой функции f(x), x ∈ R, то функция f(x)
будет 2π периодической.

Определение 1.3 Пусть f ∈ ℜ[−π; π]. Тригонометрический ряд
(1.3) называется рядом Фурье функции f , если коэффициенты этого
ряда вычисляются по формулам:

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, 3, . . . .

(1.4)

Здесь и ниже через ℜ[−π; π] будем обозначать множество интегриру-
емых по Риману функций на отрезке [a; b].

Коэффициенты (1.4) называют коэффициентами Фурье функции f .
Тот факт, что тригонометрический ряд (1.3) является рядом Фурье

для функции f ∈ ℜ[−π; π] записывается в следующем виде:

f ∼ a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx). (1.5)

Отметим здесь, что осторожный знак ∼ (тильда) в соотношении (1.5)
является не знаком равенства, а знаком сопоставления. Причина такой
осторожности будет выяснена позже.

Определение 1.4 Пусть заданы две функции f, g ∈ ℜ[a; b].
Функции f и g называют ортогональными на отрезке [a; b], если
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b∫
a

f(x)g(x)dx = 0. Систему функций {ϕn(x)}, n ∈ N называют орто-

гональной на [a; b], если любые две различные функции этой системы
ортогональны на [a; b].

Тот факт, что f и g ортогональны на [a; b] записывают в виде (f, g) =
= 0 на [a; b].

Теорема 1.1 (об ортогональности тригонометрической систе-
мы) Тригонометрическая система функций ортогональна на отрезке
[−π; π].

Доказательство. ⊲ Легко получить, что

(1, cosnx) =
π∫

−π

cosnx dx =

{
0, n = ±1,±2, . . .
2π, n = 0.

(1, sinnx) =
π∫

−π

sinnx dx = 0, n ∈ Z,

(cosnx, cosnx) =
π∫

−π

cos2 nx dx =
π∫

−π

1 + cos 2nx

2
dx = π, n ∈ Z,

(sinnx, sinnx) =
π∫

−π

sin2 nx dx =
π∫

−π

1 − cos 2nx

2
dx = π, n ∈ Z.

Пусть теперь m,n ∈ Z и m 6= n , тогда

(cosmx, cosnx) =
π∫

−π

(cosmx · cosnx)dx =
1

2

π∫
−π

(cos(m + n)x + cos(m −

− n)x) dx = 0,

(sinmx, sinnx) =
π∫

−π

(sinmx · sinnx)dx =
1

2

π∫
−π

(cos(m − n)x − cos(m +

+ n)x) dx = 0.
Если же m,n ∈ Z , то

(sinmx, sinnx) =
π∫

−π

(cosmx · sinnx)dx =
1

2

π∫
−π

(sin(m + n)x − sin(m −

− n)x)dx = 0.
Доказанные выше равенства и доказывают теорему. ⊳

Замечание 1.1 (о комплексной форме записи ряда Фурье)
Пусть f ∈ ℜ[−π; π] и ряд (1.3) является рядом Фурье этой функции,
тогда имеет место комплексная форма записи ряда Фурье:

f ∼
+∞∑

n=−∞
cne

inx, где cn =
1

2π

π∫

−π

f(x)e−inx dx, n ∈ Z.

Действительно, е сли воспользоваться формулой Эйлера eix = cosx+

+ i sinx, то легко получить, что cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

ei x − e−i x

2i
.

Ряд (1.3) запишется в виде:
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a0

2
+

∞∑

n=1

(an
einx + e−inx

2
+ bn

einx − e−inx

2i
) =

∞∑

n=−∞
cne

inx,

где с0 =
a0

2
, сn =

an − ibn
2

, c−n =
an + ibn

2
, n ∈ N.

Используя формулы коэффициентов Фурье (1.4) и формулу Эйлера,
получаем, что

cn =
1

2π

π∫

−π

f(x)e−inxdx, n = 0,±1,±2, . . . .

Замечание 1.2 Система функций
{
e−inx, n ∈ Z

}
ортогональна на

[−π; π]. Этот факт непосредственно следует из теоремы об ортогональ-
ности тригонометрической системы на [−π; π]. Это можно проверить и
непосредственными вычислениями.

Теорема 1.2 Всякий равномерно сходящийся на R тригонометри-
ческий ряд (1.3) является рядом Фурье своей суммы.

Доказательство. ⊲ Пусть

f(x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx), x ∈ R, (1.6)

причём ряд сходится равномерно на R.
В силу того, что функции an cosnx + bn sinnx непрерывны на R и

ряд сходится равномерно на R, то по теореме о непрерывности суммы
равномерно сходящегося функционального ряда имеем, что функция f
непрерывна на R и, в частности, f ∈ ℜ[−π; π]. Умножим (1.6) на cos kx,
k = 0, 1, 2, . . ., получим равенство

f(x) coskx =
a0

2
cos kx+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) cos kx. (1.7)

Ряд, стоящий в правой части этого равенства, является равномерно
сходящимся на R. Действительно, пусть Sn(x) — частичная сумма ряда
(1.6). Ряд (1.6) равномерно сходится на R, поэтому для любого ε > 0
существует N такое, что для всех n > N и для всех x ∈ R будет выпол-
няться неравенство |f(x) − Sn(x)| < ε.

Пусть σn(x) — частичная сумма ряда (1.7). Очевидно, что σn(x) =
= Sn(x) coskx. Поэтому выполняется неравенство |f(x) coskx− σn(x)| =
= |f(x) − Sn(x)| · |cos kx| < ε для всех n > N и для всех x ∈ R. Это и
означает равномерную сходимость ряда (1.7) на R.
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По теореме об интегрируемости равномерно сходящегося ряда имеем:
π∫

−π

f(x) coskx dx =
a0

2

π∫

−π

cos kx dx+

+

∞∑

n=1

(an

π∫

−π

cosnx cos kx dx+ bn

π∫

−π

sinnx cos kx dx).

Используя свойство ортогональности тригонометрической системы
на [−π; π], из этого равенства легко получаем равенства

π ak =

π∫

−π

f(x) coskx dx, k = 0, 1, 2, 3 . . . .

Совершенно аналогично доказывается, что

π bk =

π∫

−π

f(x) sinkx dx, k = 1, 2, 3 . . . .

Упражнение 1.3 Проведите доказательство последнего равенства
самостоятельно.

Таким образом, мы можем записать, что

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

т. е. тригонометрический равномерно сходящийся ряд является рядом
Фурье своей суммы. ⊳

Замечание 1.3 Следует заметить, что не всякий тригонометриче-
ский ряд является рядом Фурье для своей суммы. Используя признак

Дирихле, легко показать, что ряд
∞∑

n=1

sinnx√
n

является сходящимся на R,

но он не будет рядом Фурье своей суммы f(x). Этот факт нами будет
установлен позже.

Лемма 1.1 Пусть ϕ ∈ ℜ[−l; l], тогда:

1) если ϕ чётная на отрезке [−l; l], то
l∫

−l

ϕ (x)dx = 2
l∫

0

ϕ(x) dx;

2) если ϕ нечётная на отрезке [−l; l], то
l∫

−l

ϕ(x) dx = 0.
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Доказательство. ⊲ Пусть ϕ чётная, т. е. ϕ(−x) = ϕ(x), x ∈ [−l; l],
тогда, делая замену x = −t , имеем:

l∫

−l

ϕ(x) dx =

0∫

−l

ϕ(x) dx+

l∫

0

ϕ(x) dx = −
0∫

l

ϕ(−t) dt+
l∫

0

ϕ(x) dx =

=

l∫

0

ϕ(t) dt+

l∫

0

ϕ (x)dx = 2

l∫

0

ϕ(x) dx.

Аналогично для нечётной функции ϕ устанавливается утвержде-
ние 2). ⊳

Упражнение 1.4 Докажите утверждение 2) леммы 1.1.

Упражнение 1.5 Установите геометрический смысл леммы 1.1.

Из леммы 1.1 следует следующая теорема.

Теорема 1.3 (о рядах Фурье для чётных и нечётных функ-
ций) Пусть f ∈ ℜ[−π; π], тогда:

1) если функция f чётная на [−π; π], то её ряд Фурье имеет вид:

f ∼ a0

2
+

∞∑

n=1

an cosnx, an =
2

π

π∫

0

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

т.е. ряд Фурье чётной функции на [−π; π] не содержит синусы;
2) если функция f нечётная на [−π; π], то её ряд Фурье имеет вид:

f ∼
∞∑

n=1

bn sinnx, bn =
2

π

π∫

0

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, 3, . . . ,

т.е. ряд Фурье нечётной функции на [−π; π] не содержит косинусы.

Доказательство. ⊲ Если f чётная на [−π; π], то f(x) cosnx чётные
функции на [−π; π], а f(x) sinnx нечётны и, в силу леммы 1.1,

an =
2

π

π∫

0

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn =
1

π

π∫

−π

f(x) sinnx dx = 0, n = 1, 2, 3, . . . .

Этим и доказано утверждение 1) теоремы.
Если же f нечётная на [−π; π], то f(x) cos nx нечётные функции на
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[−π; π], а функции f(x) sinnx чётны на [−π; π] и, в силу леммы 1.1,

an =
1

π

π∫

−π

f(x) cosnx dx = 0, bn =
2

π

π∫

0

f(x) sinnx dx.

Этим доказано утверждение 2) теоремы. ⊳

Лемма 1.2 Пусть функция ϕ ∈ ℜ[−π; π] и 2π периодична. Тогда
для любого a ∈ R

a+π∫

a−π

ϕ(x) dx =

π∫

−π

ϕ(x) dx.

Доказательство. ⊲ Возьмём произвольное фиксированное a ∈ R.
Очевидно, что существуют целое число k и число α ∈ [0; 2π] такие, что
a = α + 2kπ. Поэтому

a+π∫

a−π

ϕ(x) dx = [x = t+ 2kπ] =

α+π∫

α−π

ϕ(t) dt =

π∫

α−π

ϕ(t) dt+

α+π∫

π

ϕ(t) dt =

= [во втором интеграле делаем замену t = z + 2π] =

=

π∫

α−π

ϕ(t) dt+

α−π∫

−π

ϕ(z + 2π) dz =

π∫

α−π

ϕ(t) dt+

α−π∫

−π

ϕ(z) dz =

π∫

−π

ϕ(t) dt.⊳

Замечание 1.4 Лемма 1.2 позволяет коэффициенты Фурье (1.4) 2π
периодической функции f ∈ ℜ[−π; π], вычислять по формулам:

an =
1

π

a+π∫

a−π

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn =
1

π

a+π∫

a−π

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, 3, . . . , a ∈ R,

или, в частности,

an =
1

π

2π∫

0

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn =
1

π

2π∫

0

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, 3, . . . .

12



До сих пор мы говорили о рядах Фурье для функций с периодом 2π.
В общем случае, когда задана 2l периодическая функция, ряды Фурье
определяются аналогично. Кратко изложим этот случай.

Определение 1.5 Пусть f ∈ ℜ[−l; l]. Тогда тригонометрический
ряд

a0

2
+

∞∑

n=1

(an cos
πn

l
x+ bn sin

πn

l
x) (1.8)

называется рядом Фурье функции f ∈ ℜ[−l; l], если

an =
1

l

l∫
−l

f(x) cos
πn

l
x dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn =
1

l

l∫
−l

f(x) sin
πn

l
x dx, n = 1, 2, 3, . . . .

(1.9)

Очевидно, что если ряд (1.8) имеет сумму f(x), то функция f(x) —
2l периодическая функция.

Теорема 1.4 Система тригонометрических функций{
1, cos

π

l
x, sin

π

l
x, cos

2π

l
x, sin

2π

l
x, . . .

}

ортогональна на [−l; l].
Доказательство. ⊲ Данное доказательство аналогично доказатель-

ству теоремы 1.1 для тригонометрической системы на отрезке [−π; π]. ⊳
Упражнение 1.6. Докажите теорему 1.4.

Теорема 1.5 Пусть тригонометрический ряд (1.8) сходится рав-
номерно на R к функции f(x). Тогда этот ряд является рядом Фурье
своей суммы f(x).

Доказательство. ⊲ Данное доказательство можно провести анало-
гично доказательству теоремы 1.2 для ряда (1.8). Но можно сформули-
рованную теорему получить как следствие доказанной ранее теоремы 1.2
для рядов вида (1.3).

В ряде (1.8) сделаем замену x =
lt

π
(t ∈ [−π; π], если x ∈ [−l; l]).

Получим ряд вида (1.3), сумма которого будет функция F (t) = f(
lt

π
).

По доказанной ранее теореме 1.2, в силу равномерной сходимости ряда

(1.3) к F (t), имеем F (t) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt), где

an =
1

π

π∫

−π

F (t) cosnt dt, n = 0, 1, 2, . . . ,
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bn =
1

π

π∫

−π

F (t) sinnt dt, n = 1, 2, 3, . . . .

Сделаем в этих формулах обратную замену t =
πx

l
(x ∈ [−l; l], если

t ∈ [−π; π]), получим

F (
πx

l
) ≡ f(x) =

a0

2
+

∞∑

n=1

(an cos
πn

l
x+ bn sin

πn

l
x),

где

an =
1

l

l∫

−l

f(x) cos
πn

l
x dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn =
1

l

l∫

−l

f(x) sin
πn

l
x dx, n = 1, 2, 3, . . . ,

т. е. ряд (1.8) является рядом Фурье своей суммы f(x). ⊳

Теорема 1.6 (о рядах Фурье для чётных и нечётных функ-
ций) Пусть f ∈ ℜ[−l; l], тогда:

1) если функция f чётная на [−l; l], то её ряд Фурье имеет вид

f ∼ a0

2
+

∞∑

n=1

an cos
πn

l
x, an =

2

l

l∫

0

f(x) cos
πn

l
x dx, n = 0, 1, 2, . . . ;

2) если функция f нечётная на [−l; l], то её ряд Фурье имеет вид

f ∼
∞∑

n=1

bn sin
πn

l
x, bn =

2

l

l∫

0

f(x) sin
πn

l
x dx, n = 1, 2, 3, . . . .

Доказательство. ⊲ Данное доказательство аналогично доказатель-
ству теоремы 1.3 для функций f ∈ ℜ[−π; π]. ⊳

Упражнение 1.7 Докажите теорему 1.6.

Лемма 1.3 Пусть функция ϕ ∈ ℜ[−l; l] и 2l периодична, тогда для
любого a ∈ R

a+l∫

a−l

ϕ(x) dx =

l∫

−l

ϕ(x) dx.

Доказательство. ⊲ Данное доказательство аналогично доказатель-
ству леммы 1.2. ⊳
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Упражнение 1.8 Докажите лемму 1.3.

Замечание 1.5 Также как для функций f ∈ ℜ[−π; π] мы можем
утверждать, что коэффициенты Фурье (1.9) для функции f ∈ ℜ[−l; l],
2l периодической можно вычислять по формулам

an =
1

l

a+l∫

a−l

f(x) cos
nπ

l
x dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn =
1

l

a+l∫

a−l

f(x) sin
nπ

l
x dx, n = 1, 2, 3, . . . ,

или, в частности,

an =
1

l

2l∫

0

f(x) cos
nπ

l
x dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn =
1

l

2l∫

0

f(x) sin
nπ

l
x dx, n = 1, 2, 3, . . . .

Замечание 1.6 В изложенной выше теории мы предполагали, что
f ∈ ℜ[−l; l]. Однако, всё остаётся в силе, если будем считать, что f(x) —
абсолютно интегрируема на [−l; l].

Упражнение 1.9 Проверьте последнее утверждение.

В этой теме мы рассматривали вопросы о построении ряда Фурье,
при этом не поднимали вопрос о сходимости ряда Фурье функции f по-
точечно, равномерно. В следующем параграфе мы введём новый вид схо-
димости функционального ряда (сходимость в средне квадратичном) и
изучим сходимость ряда Фурье в этом смысле (в смысле сходимости в
средне квадратичном).
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Тема 2 Сходимость ряда Фурье в средне квадра-
тичном

2.1 Постановка задачи
2.2 Экстремальное свойство частичных сумм ряда Фурье
2.3 Неравенство Бесселя для тригонометрической системы и его след-

ствия

2.1 Постановка задачи

Пусть задан функциональный ряд
∞∑

n=1

Un(x), x ∈ X, (2.1)

Sn(x) =
n∑

k=1

Uk(x) — его частичная сумма. Ранее мы рассмотрели два

вида сходимости функционального ряда (2.1) – поточечную и равномер-
ную. Наряду с этими видами сходимости по тем или иным причинам
полезно рассматривать и другие виды сходимости (другие определения
сходимости). Остановимся на некоторых из них:

1) пусть σn(x) =
S1(x) + S2(x) + ...+ Sn(x)

n
— среднее арифметиче-

ское частичных сумм S1, S2, . . . , Sn . Если σn(x) имеет поточечный пре-
дел f(x) для всех x ∈ X, то говорят, что функциональный ряд (2.1)
сходится поточечно в средне арифметическом частичных сумм Sn(x) на
X к f(x);

2) если lim
n→∞

sup
x∈X

|f(x) − σn(x)| = 0, то говорят, что ряд (2.1) сходится

равномерно в средне арифметическом частичных сумм Sn(x) на X к
f(x);

3) пусть Х = [a; b] и Un(x) ∈ ℜ[a; b], тогда, если lim
n→∞

b∫
a

|f(x)− Sn(x)|2 dx,

то говорят, что ряд (2.1) сходится на [a; b] к f(x) в средне квадратичном
(в смысле средне квадратичного уклонения).

В функциональном анализе рассматриваются и другие виды сходи-
мости в конкретном банаховом (нормированном) пространстве. Подра-
жая общей теории, в пространстве ℜ[a; b] введём понятие нормы. Пусть
f(x) ∈ ℜ[a; b], тогда нормой функции f назовём число

‖f‖ =




b∫

a

f 2(x) dx




1/2

.
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Данное определение нормы функции будет удовлетворять общему
определению нормы (с некоторыми оговорками, не существенными для
нашей теории).

Тот факт, что ряд (2.1) сходится в средне квадратичном к f(x), мож-
но записать в виде

lim
n→∞

||f(x) − Sn(x)|| = 0.

Пусть функция f ∈ ℜ[−π; π] и

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (2.2)

где

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, 3, . . . ,

(2.3)

и Sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx) частичная сумма ряда (2.2).

Дальше нас будут интересовать свойства частичных сумм Sn(x) и коэф-
фициентов Фурье (2.3). ⊳

2.2 Экстремальное свойство частичных сумм ряда Фурье

Наряду с частичной суммой Sn(x) рассмотрим тригонометрический
многочлен

sn(x) = α0 +

n∑

k=1

(αk cos kx+ βk sin kx). (2.4)

Поставим задачу: среди всех тригонометрических многочленов sn(x)
найти тот, который даёт наименьшее квадратичное уклонение от функ-
ции f ∈ ℜ[−π; π]. Более подробно эта постановка выглядит так: най-
ти коэффициенты α0, α1, . . . , αn, β1, β2, . . . , βn так, чтобы величина

‖f(x) − Sn(x)‖2 =
π∫

−π

(f(x) − Sn(x))
2 dx была минимальна. Оказывает-

ся, этим свойством обладают коэффициенты Фурье функции f(x).

Теорема 2.1 (экстремальное свойство частичных сумм ря-
да Фурье) Пусть Sn(x) есть частичные суммы ряда Фурье функции
f ∈ ℜ [ − π ; π ], а sn(x) — произвольный тригонометрический мно-
гочлен (2.4), тогда для любого фиксированного n ∈ N∥∥f(x) − Sn(x)

∥∥ 6 ‖f(x)− sn(x)‖
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или, что эквивалентно,
π∫

−π

(f(x)− Sn(x))
2 dx 6

π∫

−π

(f(x)− sn(x))
2 dx.

Доказательство. ⊲ Для ‖f(x) − sn(x)‖ имеем

‖f(x)− sn(x)‖2 =

π∫

−π

(f(x)− sn(x))
2 dx =

π∫

−π

f 2(x) dx−

−2

π∫

−π

f(x)sn(x) dx+

π∫

−π

s2
n(x) dx. (2.5)

Используя (2.4), имеем
π∫

−π

f(x)sn(x) dx = α0

π∫

−π

f(x) dx+

n∑

k=1

(αk

π∫

−π

f(x) coskx dx+

+βk

π∫

−π

f(x) sinkx dx) = α0a0π +
n∑

k=1

(αkak + βkbk)π,

где ak, bk — коэффициенты Фурье функции f .
Таким образом,

π∫

−π

f(x)sn(x) dx = π(α0a0 +
n∑

k=1

(αkak + βkbk)). (2.6)

Для третьего слагаемого из (2.5) имеем
π∫

−π

s2
n(x) dx =

π∫

−π

(α0 +
n∑

k=1

(αk cos kx+ βk sin kx))2 dx =

=

π∫

−π

(α0)
2 dx+ 2α0

π∫

−π

n∑

k=1

(αk cos kx+ βk sin kx) dx+

+

π∫

−π

(
n∑

k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)

)2

dx.

Второе слагаемое в правой части по свойству ортогональности три-
гонометрической системы будет равно нулю, поэтому

π∫

−π

s2
n(x) dx = α2

0 · 2π +
n∑

k=1

n∑

m=1

π∫

−π

(αk cos kx+ βk sin kx)×
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×(αm cosmx + βm sinmx) dx.

Интегралы в сумме правой части этого равенства по тому же свой-
ству ортогональности будут равны нулю, за исключением интегралов
π∫

−π

cos2 kx dx =
π∫

−π

sin2 kx dx = π.

Окончательно имеем
π∫

−π

s2
n(x) dx = π(2α2

0 +
n∑

k=1

(α2
k + β2

k)). (2.7)

Подставляя (2.6) и (2.7) в (2.5), получим

‖f(x) − sn(x)‖2 =

π∫

−π

(f(x)− sn(x))
2 dx =

π∫

−π

(f(x))2 dx−

−2π(α0a0 +

n∑

k=1

(αkak + βkbk)) + π(2α2
0 +

n∑

k=1

(α2
k + β2

k)) =

=

π∫

−π

(f(x))2 dx+ π

n∑

k=1

[
(ak − αk)

2 + (bk − βk)
2
]
−

−π
n∑

k=1

(a2
k + b2k) +

π

2
(a0 − 2α0)

2 − π
a2

0

2
.

Таким образом,

‖f(x) − sn(x)‖2 =

π∫

−π

(f(x))2 dx+ π
[ n∑

k=1

[
(ak − αk)

2 + (bk − βk)
2
]
+

+
1

2
(a0 − 2α0)

2
]
− π
[ n∑

k=1

(a2
k + b2k) +

a2
0

2

]
. (2.8)

Правая часть равенства (2.8) будет иметь минимальное значение, ес-
ли первая квадратная скобка равна нулю, что эквивалентно условию:

α0 =
a0

2
, αk = ak, k = 1, 2, . . . , n; βk = bk, k = 1, 2, . . . , n.

А это означает, что ‖f(x) − sn(x)‖2 будет принимать минимальное зна-
чение, если sn(x) = Sn(x). ⊳
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2.3 Неравенство Бесселя для тригонометрической системы
и его следствия

Теорема 2.2 (неравенство Бесселя) Пусть f ∈ ℜ[−π; π], тогда
имеет место неравенство Бесселя

a2
0

2
+

∞∑

n=1

(a2
n + b2n) 6

1

π

π∫

−π

f 2(x) dx.

Доказательство. ⊲ Для функции f ∈ ℜ[−π; π] имеет место равен-
ство (2.8), положив в котором sn(x) = Sn(x), получим тождество Бесселя
для тригонометрической системы:

‖f(x) − Sn(x)‖2 =

π∫

−π

f 2(x) dx− π[
a2

0

2
+

n∑

k=1

(a2
k + b2k)]. (2.9)

Так как левая часть равенства (2.9) больше либо равна нулю, то из
(2.9) имеем неравенство

a2
0

2
+

n∑

k=1

(a2
k + b2k) 6

1

π

π∫

−π

f 2(x) dx. (2.10)

Это неравенство означает, что возрастающая последовательность

неотрицательных чисел γn =
a2

0

2
+

n∑
k=1

(a2
k + b2k) ограничена числом

1

π

π∫
−π

f 2(x) dx, следовательно, она имеет предел, т. е. ряд
∞∑

k=1

(a2
k + b2k) схо-

дится, и, переходя к пределу при n → ∞ в (2.10), получим неравенство

Бесселя
a2

0

2
+

∞∑
k=1

(a2
k + b2k) 6

1

π

π∫
−π

f 2(x) dx. ⊳

Следствие 2.1 Пусть f ∈ ℜ[−π; π], тогда для коэффициентов Фу-
рье

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1

π

π∫

−π

f(x) cosnx dx = 0,

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

1

π

π∫

−π

f(x) sinnx dx = 0. (2.11)

Доказательство. ⊲ Доказательство этого факта следует из того,

что ряд
∞∑

k=1

(a2
k + b2k) всегда сходится, и в силу необходимого условия схо-

димости числового ряда ak → 0, bk → 0 при k → ∞. ⊳
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Следствие 2.2 Пусть f ∈ ℜ[−π; π], тогда для любого отрезка
[a; b] ⊂ [−π; π] имеем:

а) lim
n→∞

b∫
a

f(x) cosnx dx = lim
n→∞

b∫
a

f(x) sinnx dx = 0;

б) lim
n→∞

b∫
a

f(x) sin(n+
1

2
)x dx = 0. (2.12)

Доказательство. ⊲ Действительно, рассмотрим функцию

F (x) =

{
f(x), x ∈ [a; b],
0, x ∈ [−π; π]\[a; b].

Очевидно, что F ∈ ℜ[−π; π], и в силу следствия 2.1

lim
n→∞

b∫

a

f(x) cosnx dx = lim
n→∞

π∫

−π

F (x) cosnx dx = 0,

lim
n→∞

b∫

a

f(x) sinnx dx = lim
n→∞

π∫

−π

F (x) sinnx dx = 0.

Для доказательства б) заметим, что

f(x) sin(n+
1

2
)x = f(x)(sinnx cos

x

2
+ cosnx sin

x

2
) =

= f1(x) sinnx+ f2(x) cosnx,

где

f1(x) = f(x) cos
x

2
∈ ℜ[−π; π], f2(x) = f(x) sin

x

2
∈ ℜ[−π; π].

В силу а) имеем lim
n→∞

b∫
a

f1(x) sinnx dx = lim
n→∞

b∫
a

f2(x) cosnx dx = 0.

Откуда и вытекает утверждение б). ⊳

Замечание 2.1 Формулы (2.11) и (2.12) из следствий 2.1 и 2.2 явля-
ются частным случаем более общей леммы Римана.

Лемма 2.1 (Римана) Пусть функция f(x) абсолютно интегриру-
ема на конечном или бесконечном интервале (a; b). Тогда

lim
λ→∞

b∫

a

f(x) cosλx dx = lim
λ→∞

b∫

a

f(x) sinλx dx = 0.

Замечание 2.2 В этом параграфе мы рассмотрели тот случай, когда
f ∈ ℜ(−π; π). Всё сказанное имеет место и для более широкого класса
функций, состоящего из абсолютно интегрируемых функций, квадрат
которых является интегрируемой в несобственном смысле функцией.
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Упражнение 2.1 Проверьте последнее утверждение.

Замечание 2.3 Вернёмся к замечанию 1.3 и рассмотрим тригономет-

рический ряд
∞∑

n=1

sinnx√
n

, который, как мы отметили, сходится для любого

x ∈ R к некоторой функции f(x). Покажем, что этот ряд не является ря-
дом Фурье своей суммы f(x). Действительно, допустив, что f ∈ ℜ[−π; π]
(или что f(x) — абсолютно интегрируема вместе со своим квадратом),

получим по неравенству Бесселя, что
∞∑

n=1

1

n
6

1

π

π∫
−π

f 2(x) dx = const, но

это неверно в силу расходимости гармонического ряда. Противоречие и
доказывает, что f /∈ ℜ[−π; π] (или даже f(x) — не абсолютно интегри-
руема вместе со своим квадратом), т. е. исходный ряд не является рядом
Фурье своей суммы f(x) в отмеченных выше классах функций.

Замечание 2.4 Для абсолютно интегрируемых вместе со своим
квадратом функций (в том числе и для f ∈ ℜ[−π; π]) на самом деле
имеет место не неравенство Бесселя, а равенство Парсеваля-Стеклова

a2
0

2
+

∞∑

n=1

(a2
n + b2n) =

1

π

π∫

−π

f 2(x) dx.

Доказательство этого факта требует дополнительных исследований
и будет проведено в теме 5.
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Тема 3Поточечнаясходимостьтригонометрического
ряда Фурье

3.1 Интегральное представление частичных сумм ряда Фурье, ядро
Дирихле

3.2 Принцип локализации Римана
3.3 Признак Дини поточечной сходимости ряда Фурье
3.4 Признаки поточечной сходимости рядов Фурье

В этом разделе изучим вопрос о поточечной сходимости ряда Фурье
для функции f ∈ ℜ[−π; π].

3.1 Интегральное представление частичных сумм ряда
Фурье, ядро Дирихле

Пусть функция f ∈ ℜ[−π; π] и 2π периодична на R. Пусть Sn(x) =

=
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+bk sin kx) — частичные суммы ряда Фурье функции

f . В этой формуле

ak =
1

π

π∫

−π

f(t) coskt dt, k = 0, 1, 2, . . . ,

bk =
1

π

π∫

−π

f(t) sin kt dt, k = 1, 2, 3, . . . .

Подставляя в суммы Sn(x) значения коэффициентов Фурье ak и bk,
получим

Sn(x) =
1

π

π∫

−π

f(t)

[
1

2
+

n∑

k=1

cos kx cos kt+ sin kx sin kt

]
dt =

=
1

2

π∫

−π

f(t)

[
1

2
+

n∑

k=1

cos k(x− t)

]
dt.

Функцию Dn(u) =
1

2
+

n∑
k=1

cos ku называют ядром Дирихле. Таким об-

разом, имеет место интегральное представление частичной суммы ряда
Фурье

Sn(x) =
1

π

π∫

−π

f(t)Dn(x− t) dt. (3.1)
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Преобразуем ядро Дирихле Dn(u) к виду, удобному для дальнейших
исследований. Имеем

2 sin
u

2
Dn(u) = 2 sin

u

2
(
1

2
+

n∑

k=1

cos ku) =

= sin
u

2
+

n∑

k=1

[
sin(k +

1

2
)u− sin(k − 1

2
)u

]
= sin(n+

1

2
)u.

Откуда

Dn(u) =
sin(n+

1

2
)u

2 sin
u

2

, для всех u 6= 2πk.

Свойства ядра Дирихле.

Свойство 3.1 Функцию Dn(u) можно считать непрерывной на R.
Доказательство. ⊲ Действительно, если u 6= 2πk, то утверждение

очевидно. Рассмотрим точки 2πk, k ∈ Z. Для функции Dn(u) сделаем
замену u = z + 2πk, имеем

Dn(u) =

sin

[
(n+

1

2
)z + kπ

]

2 sin(
z

2
+ kπ)

=
(−1)k sin(n+

1

2
)z

(−1)k2 sin
z

2

.

Тогда lim
u→2πk

Dn(u) = lim
z→0

sin(n+
1

2
)z

2 sin
z

2

= n+
1

2
.

Таким образом, функцию можно доопределить в точках 2πk
(k = 0, ±1, ±2, . . .) по непрерывности, т. е. положить, что Dn(2πk) =

= n+
1

2
. ⊳

Свойство 3.2 |Dn(u)| < n+
1

2
.

Доказательство. ⊲ Это свойство следует из того, что |Dn(u)| =

=

∣∣∣∣
1

2
+

n∑
k=1

cos ku

∣∣∣∣ 6
1

2
+ n. ⊳

Свойство 3.3 Dn(−u) = Dn(u) для всех u ∈ R.

Упражнение 3.1 Докажите свойство 3.3.

Свойство 3.4 Dn(u+ 2π) = Dn(u) для всех u ∈ R.

Упражнение 3.2 Докажите свойство 3.4.

Свойство 3.5 |Dn(u)| <
π

2 |u| для 0 < |u| < π.
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Доказательство. ⊲ Положим ϕ(x) =
sin x

x
, x ∈ (0;

π

2
]. Функция

ϕ(x) монотонно убывает на (0;
π

2
], так как ϕ′(x) =

x cosx− sin x

x2
=

=
cosx(x− tgx)

x2
6 0 для всех x ∈ (0;

π

2
]. В силу убывания функции

ϕ(x), имеем ϕ(
π

2
) =

2

π
6

sin x

x
6 1 = ϕ(0) для всех x ∈ (0;

π

2
].

Функция ϕ — чётная на (−π
2
;
π

2
), поэтому

2

π
6

sin x

x
6 1 для всех

x ∈ [−π
2
, 0). Окончательно имеем

2

π
6

| sinx|
|x| 6 1 для всех 0 < |x| 6

π

2
.

Для Dn(u) получаем оценку:

|Dn(u)| =

∣∣∣∣sin(n+
1

2
)u

∣∣∣∣

2
∣∣∣sin u

2

∣∣∣
=

∣∣∣u
2

∣∣∣ ·
∣∣∣∣sin(n+

1

2
)u

∣∣∣∣
∣∣∣sin u

2

∣∣∣ · |u|
6
π

2
· 1

|u| , 0 < |u| < π.⊳

Свойства ядра Дирихле Dn(u) позволяют интегральное представле-
ние (3.1) записать в ином виде. В формуле (3.1) сделаем замену t−x = u,
получим

Sn(x) =
1

π

π∫

−π

f(x+ u)Dn(u)du. (3.2)

В последнем равенстве мы учли свойство чётности Dn(u) и лемму
1.2. Далее представим Sn(x) в виде

Sn(x) =
1

π
[

0∫

−π

f(x+ u)Dn(u) du+

π∫

0

f(x+ u)Dn(u)du].

Сделав в первом интеграле замену v = −u, окончательно получим
интегральное представление частичных сумм ряда Фурье:

Sn(x) =
1

π

π∫

0

(f(x+ u) + f(x− u))Dn(u) du. (3.3)

Если f(x) ≡ 1, то легко видеть, что Sn(x) ≡ 1, поэтому из (3.3)
получаем

1 =
2

π

π∫

0

Dn(u) du для всех n ∈ N. (3.4)
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Замечание 3.1 Интегральные представления (3.2) и (3.3) имеют ме-
сто и для абсолютно интегрируемых на [−π; π] функций.

3.2 Принцип локализации Римана

Теорема 3.1 (принцип локализации Римана) Пусть функция
f ∈ ℜ[−π; π] и 2π периодична на R. Тогда сходимость или расходи-
мость ряда Фурье функции f(x) в точке x0 зависит только от пове-
дения функции f(x) в окрестности точки x0.

Доказательство. ⊲ Воспользуемся интегральным представлением
(3.2). Пусть δ ∈ (0, π). Тогда

Sn(x0) =
1

π

δ∫

−δ

f(x0 + u)Dn(u) du+
1

π

π∫

δ

f(x0 + u)Dn(u) du+

+
1

π

−δ∫

−π

f(x0 + u)Dn(u) du. (3.5)

В формуле (3.5) рассмотрим второй интеграл

In =

π∫

δ

f(x0 + u)Dn(u) du =

π∫

δ

f(x0 + u)

2 sin
u

2

sin(n+
1

2
)u du.

Функция ϕ(u) =
f(x0 + u)

2 sin
u

2

∈ ℜ[δ; π].

Рассмотрим функцию

F (u) =

{
ϕ(u), u ∈ (δ; π],
0, u ∈ [−π; δ].

Очевидно, что F (u) ∈ ℜ[−π; π].
По следствию 2.2 (формула (2.12), б)), получаем

lim
n→∞

In = lim
n→∞

π∫

δ

ϕ(u) sin(n+
1

2
)u du = lim

n→∞

π∫

−π

F (u) sin(n+
1

2
)u du = 0.

Совершенно аналогично получаем, что

lim
n→∞

−δ∫

−π

f(x0 + u)Dn(u) du = 0.
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Таким образом, сходимость или расходимость Sn(x0) (3.5) зависит от

того, существует ли конечный lim
n→∞

δ∫
−δ

f(x0 + u)Dn(u) du, т. е. зависит от

поведения функции f в окрестности (x0 − δ; x0 + δ).

Замечание 3.2 Существование в формуле (3.5) интеграла
δ∫

−δ

f(x0 + u)Dn(u) du, не гарантирует нам ещё существование конечно-

го предела lim
n→∞

Sn(x0), т. е. не гарантирует сходимость ряда Фурье в

точке x0. Существуют примеры периодической непрерывной функции,
ряд Фурье которой расходится на счётном множестве точек, а ряд Фу-
рье интегрируемой по Лебегу функции может расходиться во всех точках
(пример А. Н. Колмогорова).

Далее будут указаны некоторые достаточные условия сходимости ря-
да Фурье.

Замечание 3.3 Принцип локализации имеет место и для абсолютно
интегрируемой на [−π; π] функции.

3.3 Признак Дини поточечной сходимости ряда Фурье

Определение 3.1 Пусть функция f(x) периодична с периодом 2π.
Точка x0 называется регулярной точкой функции f(x), если:

1) существуют конечные левый и правый пределы lim
x→x0±0

f(x) =

= f(x0 ± 0),

2) f(x0) =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
.

Замечание 3.4 Пусть функция f(x) имеет период 2π, и пусть f
непрерывна в точке x0, тогда точка x0 будет регулярной точкой функции
f . Это следует из того, что для непрерывной функции в точке x0 левый и
правый пределы равны f(x0), т. е. f(x0+0) = f(x0−0) = f(x0). Поэтому

f(x0) =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
.

Теорема 3.2 (признак Дини сходимости ряда Фурье в точке)
Пусть функция f(x) имеет период 2π, f(x) ∈ ℜ[−π; π], и точка x0 ∈ R

— регулярная точка функции f(x). Пусть функция f(x) удовлетворяет
в точке x0 условиям Дини: существуют несобственные интегралы

h∫

0

|f(x0 + t) − f(x0 + 0)|
t

dt,

h∫

0

|f(x0 − t) − f(x0 − 0)|
t

dt,
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тогда ряд Фурье функции f в точке x0 имеет сумму f(x0), т. е.
lim
n→∞

Sn(x0) = f(x0).

Доказательство. ⊲ Для частичной суммы Sn(x) ряда Фурье имеет
место интегральное представление (3.3)

Sn(x0) =
1

π

π∫

0

(f(x0 + u) + f(x0 − u))Dn(u) du.

Поскольку точка x0 — регулярная точка, то

f(x0) =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
,

и в силу равенства (3.4),

f(x0) =
1

π

π∫

0

(f(x0 + 0) + f(x0 − 0)Dn(u) du.

Тогда имеем

Sn(x0) − f(x0) =
1

π

π∫
0

(f(x0 + u) − f(x0 + 0))Dn(u) du+

+
1

π

π∫
0

(f(x0 − u) − f(x0 − 0))Dn(u) du.
(3.6)

Очевидно, что теорема будет доказана, если докажем, что оба инте-
грала в формуле (3.6) имеют пределы при n → ∞ равные 0. Рассмотрим
первый интеграл

In(x0) =

π∫

0

(f(x0 + u) − f(x0 + 0))Dn(u) du.

В точке x0 выполняется условие Дини: сходится несобственный интеграл

h∫

0

|f(x0 + u) − f(x0 + 0)|
u

du.

Поэтому для любого ε > 0 существует δ ∈ (0, h) такое, что
δ∫
0

|f(x0 + u) − f(x0 + 0)|
u

du <
ε

π
.
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По выбранному ε > 0 и δ >0 интеграл In представим в виде In(x0) =
= An(x0) + Bn(x0), где

An(x0) =

δ∫

0

(f(x0 + u) − f(x0 + 0))Dn(u) du,

Bn(x0) =

π∫

δ

(f(x0 + u) − f(x0 + 0))Dn(u) du.

Рассмотрим сначала An. Используя оценку |Dn(u)| <
π

2u
, для любого

u ∈ (0; π) (свойство 1.5 ядра Дирихле), получаем, что

|(f(x0 + u) − f(x0 + 0))Dn(u)| 6
π

2
· |f(x0 + u) − f(x0 + 0)|

u

для всех u ∈ (0; δ).
Поэтому

|An(x0)| 6
π

2
·

δ∫

0

|f(x0 + u) − f(x0 + 0)|
u

du <
ε

2
.

Перейдём к оценке интеграла Bn(x0) при n → ∞. Для этого введём
функцию

F (u) =





f(x0 + u) − f(x0 + 0)

2 sin
u

2

, 0 < δ 6 u 6 π,

0, −π 6 u < δ.

Функция F (u) ∈ ℜ[−π; π] и Bn(x0) =
π∫

−π

F (u) sin(n +
1

2
)u du. По

следствию 1.2 (формула (2.12) б)) получаем, что lim
n→∞

Bn(x0) = 0, а это

означает, что для выбранного ранее произвольного ε > 0 существует
натуральное N такое, что для всех n > N выполняется неравенство

|Bn(x0)| <
ε

2
.

Таким образом, мы показали, что для любого ε>0 существует N та-
кое, что для всех n > N выполняется неравенство |In(x0)| 6 |An(x0)| +
+ |Bn(x0)|<ε, т.е. lim

n→∞
In(x0) = 0.

Совершенно аналогично доказывается, что и второй интеграл из фор-
мулы (3.6) имеет равный нулю предел при n→ ∞.

Упражнение 3.3 Докажите последнее утверждение.
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Переходя теперь к пределу в (3.6), получим lim
n→∞

Sn(x0) = f(x0). ⊳

Замечание 3.5 Признак Дини сходимости ряда Фурье в точке имеет
место и для абсолютно интегрируемой на [−π; π] функции.

Упражнение 3.4 Проверьте утверждение замечания 3.5.

Указывая классы функций, для которых выполняется условие Дини,
мы тем самым укажем признаки сходимости ряда Фурье в регулярной
точке x0 к f(x0).

3.4 Признаки поточечной сходимости рядов Фурье

Определение 3.2 Говорят, что функция f(x) удовлетворяет в
точке x0 условию Гёльдера, если:

1) существуют односторонние конечные пределы f(x0 ± 0);
2) существуют числа M > 0, α ∈ (0, 1] и δ > 0 такие, что

|f(x0 + u) − f(x0 + 0)| 6 Muα,
|f(x0 − u) − f(x0 − 0)| 6 Muα для любого u ∈ (0; δ).

(3.7)

Число α называют показателем Гёльдера. При α = 1 часто говорят,
что f удовлетворяет условию Липшица.

Проанализируем данное определение:
1) если f(x) непрерывна в точке x0, тогда f(x0+0) = f(x0−0) = f(x0)

и поэтому условие (3.7) запишется в виде |f(x0 ± u) − f(x0)| 6 Muα для
всех u ∈ (0, δ);

2) функция f(x), удовлетворяющая условию (3.7), может иметь в точ-
ке x0 разрыв первого рода, когда f(x0 + 0) 6= f(x0 − 0). Такой функцией
является, например, f(x) = signx в точке x0 = 0.

Упражнение 3.5 Доказать, что функция f(x) = signx в точке
x0 = 0 имеет разрыв первого рода и при этом удовлетворяет условию
(3.7) в этой точке.

Признак 3.1 Пусть функция f ∈ ℜ[−π; π] и 2π периодична, и
точка x0 ∈ R является регулярной точкой для функции f(x). Если f(x)
в точке x0 удовлетворяет условию Гёльдера, то ряд Фурье функции
f(x) сходится к f(x0).

Доказательство. ⊲ В силу периодичности f(x) можно считать,
что x0 ∈ [−π; π] (почему?). Из условий Гёльдера (3.7) следует, что
|f(x0 ± u) − f(x0 ± 0)|

u
6 M · uα−1 для всех u ∈ (0, h), поэтому несоб-

ственные интегралы
h∫
0

|f(x0 ± u) − f(x0 ± 0)|
u

du сходятся. А это означа-

ет, что в точке x0 выполнено условие Дини, и по признаку Дини ряд
Фурье сходится к f(x0). ⊳

30



Следствие 3.1 Если f непрерывна на R, 2π периодична, и в точке
x0 ∈ R выполнено условие Гёльдера, то ряд Фурье функции f сходится
к f(x0).

Следствие 3.2 Если f 2π периодична, f ∈ ℜ[−π; π], и точка x0

является точкой разрыва первого рода, в которой выполнено условие
Гёльдера, то ряд Фурье функции f(x) сходится в точке x0 к

f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
.

Расширим определение односторонних производных, полагая

f+
′(x0 + 0) = lim

u→+0

f(x0 + u) − f(x0 + 0)

u
,

f−
′(x0 − 0) = lim

u→+0

f(x0 − u) − f(x0 − 0)

u
.

Признак 3.2 Пусть функция f ∈ ℜ[−π; π] и 2π периодична, тогда:
1) если x0 — регулярная точка функции f , и в точке x0 существу-

ют односторонние производные f+
′(x0 + 0), f−′(x0 − 0), то ряд Фурье

функции f(x) сходится к f(x0) =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
;

2) если в точке x0 существует конечная производная f ′(x0), то ряд
Фурье функции f(x) сходится к f(x0).

Доказательство. ⊲ Рассмотрим первый случай. Поскольку суще-
ствуют конечные пределы

lim
u→+0

f(x0 ± u) − f(x0 ± 0)

u
= f±

′(x0 ± 0),

то функции
f(x0 ± u) − f(x0 ± 0)

u
ограничены на некотором интервале

(0, h), т.е. существует M > 0, такое что
f(x0 + u) − f(x0 + 0)

u
6 M ,

f(x0 − u) − f(x0 − 0)

u
6 M для всех u ∈ (0, h). Поэтому функция f(x)

в точке x0 удовлетворяет условию Гёльдера с показателем α = 1. Сле-
довательно, по первому признаку сходимости ряда Фурье в точке, ряд
Фурье функции f будет сходиться к f(x0).

Второй случай признака 3.2 легко следует из первого случая. Для это-
го нужно заметить, что из существования конечной производной f ′(x0)
следует существование конечных производных f±′(x0 ± 0) (f+

′(x0 + 0) =
= f−′(x0 − 0) = f ′(x0)), и точка x0 будет точкой непрерывности. ⊳
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Определение 3.3 Если функция f(x) на отрезке [a, b] имеет, быть
может, конечное число точек разрыва первого рода: a = x1 < x2 < . . .
. . . < xn = b так, что для любого xk ∈ (a, b) существуют предельные
значения f(xk±0), и на интервале (xk−1, xk) функция f дифференциру-
ема, а в точках xk существуют конечные односторонние производные
f±′(xk ± 0), то такую функцию называют кусочно-дифференцируемой
на отрезке [a, b].

Из признака 3.2 легко получаем следующее следствие.

Следствие 3.3 (признак сходимости ряда Фурье для кусочно-
дифференцируемой функции) Если функция f(x) 2π периодична на
R и кусочно-дифференцируема на [−π; π], тогда ряд Фурье функции f
сходится к значению f(x0) в точке непрерывности x0 и к среднему

арифметическому
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
в точке разрыва x0.

Замечание 3.6 Признаки 3.1, 3.2 имеют место и для абсолютно ин-
тегрируемой на [−π; π] функции.
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Тема 4 Равномерная сходимость ряда Фурье

4.1 Равномерная сходимость ряда Фурье для дифференцируемой
функции

4.2 Равномерная сходимость ряда Фурье для кусочно-дифференци-
руемой функции

4.1 Равномерная сходимость ряда Фурье
для дифференцируемой функции

Теорема 4.1 (о равномерной сходимости ряда Фурье) Пусть
функция f(x) 2π периодична и дифференцируема в каждой точке x ∈
∈ R, и пусть функция f ′(x) ∈ ℜ[−π; π]. Тогда ряд Фурье функции f
сходится равномерно на R к функции f(x).

Доказательство. ⊲ В силу признака сходимости ряда Фурье для
кусочно-дифференцируемой функции, ряд Фурье функции f будет схо-
диться к f(x):

f(x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx), x ∈ R. (4.1)

Покажем с помощью признака Вейерштрасса, что функциональный
ряд (4.1) равномерно сходится на R. Учитывая, что f ′ ∈ ℜ[−π; π], инте-
грируя по частям (а это возможно), получим, что

πan =

π∫

−π

f(x) cosnx dx =
1

n
[f(x) sinnx]

∣∣∣∣
π

−π

− 1

n

π∫

−π

f ′(x) sinnx dx,

πbn =

π∫

−π

f(x) sinnx dx = −1

n
[f(x) cosnx]

∣∣∣∣
π

−π

+
1

n

π∫

−π

f ′(x) cosnx dx.

Поскольку sin(±πn) = 0, в силу периодичности функций f(x) и
cosnx имеем f(π) cosπn = f(−π) cos(−πn), тогда

an = −b
′
n

n
, bn =

a′n
n
, n = 1, 2, . . . ,

где

a′n =
1

π

π∫

−π

f ′(x) cosnx dx и b′n =
1

π

π∫

−π

f ′(x) sinnx dx.
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Так как для любых чисел a, b ∈ R имеет место неравенство |ab| 6

6
1

2
(a2 + b2), то имеют место оценки:

|an| =
1

n
|b′n| 6

1

2
(

1

n2
+ (b′n)

2),

|bn| =
1

n
|a′n| 6

1

2
(

1

n2
+ (a′n)

2).

Ряд
∞∑

n=1
((a′n)

2+(b′n)
2) сходится в силу неравенства Бесселя, поскольку

f ′ ∈ ℜ[−π; π]. Кроме того, ряд
∞∑

n=1

1

n2
также сходится. Поэтому в силу

наших оценок, сходится и ряд

|a0|
2

+

∞∑

n=1

(|an| + |bn|).

Замечая, что |an cosnx+ bn sinnx| 6 |an| + |bn|, по признаку
Вейерштрасса равномерной сходимости функциональных рядов, полу-
чаем равномерную сходимость ряда (4.1) к своей сумме f(x). ⊳

4.2 Равномерная сходимость ряда Фурье
для кусочно-дифференцируемой функции

Теорема 4.2 Пусть f(x) непрерывна на R, и существует не более
конечного числа точек {xk} (k = 1, 2, . . . , m), −π 6 x1 < x2 < . . . <

< xn 6 π таких, что для всех x ∈ (−π; π)\
n⋃

k=1

{xk} существует конеч-

ная производная f ′(x), причем f ′ ∈ ℜ[−π; π]. Тогда ряд Фурье функции
f сходится равномерно на отрезке [−π; π] к функции f(x).

Доказательство. ⊲ Пусть

f ∼ a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx). (4.2)

Совершенно аналогично доказательству предыдущей теоремы, с учё-
том того, что f ′ ∈ ℜ[−π; π], получаем

an = −b
′
n

n
, bn =

a′n
n
, n = 1, 2, 3, . . . ,

где

a′n =
1

π

π∫

−π

f ′(x) cosnx dx, b′n =
1

π

π∫

−π

f ′(x) sinnx dx.
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Дальше, повторяя рассуждения из предыдущей теоремы, получаем,
что ряд Фурье функции f(x) сходится равномерно к некоторой непре-
рывной и 2π периодической функции S(x), для которой ряд (4.2) также
является рядом Фурье.

Покажем, что S(x) ≡ f(x) для всех x ∈ [−π; π]. Так как для любого
x 6= xk(k = 1, 2, 3, . . . , m) существует конечная производная f ′(x), то
сумма ряда Фурье (4.2) будет равна f(x), т.е. S(x) = f(x) для любого
x 6= xk. Функция ϕ(x) = S(x) − f(x) будет непрерывна на R, так как
f(x) и S(x) непрерывны, кроме того, ϕ(x) = 0 для всех x ∈ [−π; π],
x 6= xk (k = 1, 2, 3, . . . , m). Очевидно, что в силу непрерывности ϕ(x)
lim

x→xk

ϕ(x) = ϕ(xk) = 0, т.е. S(xk) = f(xk), и поэтому S(x) ≡ f(x) на

[−π; π]. Таким образом, ряд (4.2) равномерно сходится к f(x) на R. ⊳

Следствие 4.1 Пусть f(x) 2π периодична, непрерывна на R и
кусочно-дифференцируема на [−π; π], причем f ′ ∈ ℜ[−π; π]. Тогда ряд
Фурье функции f(x) сходится равномерно к непрерывной кусочно-
дифференцируемой функции f(x) на R.

Доказательство. ⊲ Доказательство следует из того, что непрерыв-
ная кусочно-дифференцируемая функция f(x) удовлетворяет всем усло-
виям предыдущей теоремы. ⊳
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Тема 5 Приближение функций

5.1 Равномерное приближение кусочно-линейной функции тригоно-
метрическим многочленом

5.2 Равномерное приближение непрерывной функции многочленом
5.3 Приближение интегрируемой функции кусочно-линейной функ-

цией в среднем и средне квадратичном
5.4 Приближение интегрируемой функции тригонометрическими

многочленами в средне квадратичном и в среднем

5.1 Равномерное приближение кусочно-линейной функции
тригонометрическим многочленом

Определение 5.1 Непрерывную функцию l(x), заданную на [a, b],
будем называть кусочно-линейной, если существует разбиение отрезка
[a, b]: a = x0 < x1 < x2 < . . . < xm−1 < xm = b такое, что на каждом
из отрезков [xk−1, xk] функция линейна.

Теорема 5.1 (о равномерном приближении кусочно-линейной
функции тригонометрическими многочленами) Пусть на отрез-
ке [−π; π] задана кусочно-линейная функция l(x), причём l(−π) = l(π).
Тогда для любого ε > 0 существует тригонометрический многочлен

Tn(x) =
α0

2
+

n∑

k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)

такой, что |l(x) − Tn(x)| < ε для всех x ∈ [−π; π].

Доказательство. ⊲ Очевидно, что l(x) является кусочно-дифферен-
цируемой и непрерывной на [−π; π]. Продолжим l(x) периодическим об-
разом на всю числовую прямую. С учётом того, что l(−π) = l(π), про-
долженная функция, которую опять обозначим через l(x), будет непре-
рывной на R. По теореме о равномерной сходимости ряда Фурье для
непрерывной кусочно-дифференцируемой функции ряд Фурье функции
l(x) будет равномерно сходиться к l(x) на R. Это означает, что для ча-
стичных сумм

Tn(x) =
α0

2
+

n∑

k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)

ряда Фурье функции l(x) будет выполняться условие: для любого
ε > 0 существует N такое, что для всех n > N и для всех x ∈ [−π; π]
будет справедливо неравенство |l(x)− Tn(x)| < ε. Доказательство тео-
ремы завершится, если мы возьмём фиксированный многочлен Tn(x),
обладающий указанным свойством. ⊳
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5.2 Равномерное приближение непрерывной функции
многочленом

Теорема 5.2 (вторая теорема Вейерштрасса о равномерном
приближении непрерывной функции тригонометрическим мно-
гочленом) Пусть f(x) непрерывна на [−π; π] и f(−π) = f(π). Тогда
для любого ε > 0 существует тригонометрический многочлен

Tn(x) =
α0

2
+

n∑

k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)

такой, что |f(x) − Tn(x)| < ε для всех x ∈ [−π; π].

Доказательство. ⊲ В силу непрерывности функции f(x) на [−π; π]
по теореме Кантора f(x) будет равномерно непрерывной на [−π; π]: для
любого ε > 0 существует δ(ε) > 0 такое, что для любых x1, x2 ∈ [−π; π],
удовлетворяющих неравенству |x1 − x2| < δ, выполняется неравенство

|f(x1) − f(x2)| <
ε

4
. Зафиксируем ε > 0 и δ > 0, и возьмём разбиение

отрезка [−π; π] P такое, что −π = x0 < x1 < x2 < . . . < xm−1 < xm = π с
диаметром λ(P ) < δ. Построим непрерывную кусочно-линейную функ-
цию l(x), которая будет линейна на каждом из отрезков [xk−1; xk], и в
точках xk положим l(xk) = f(xk). По построению функция l(x) непре-
рывна на [−π; π] и l(−π) = f(−π) = f(π) = l(π). Для любой точки
x ∈ [xk−1, xk] имеет место оценка

|l(x) − l(xk−1)| 6 |l(xk) − l(xk−1)| = |f(xk) − f(xk−1)| <
ε

4
.

Зафиксируем произвольное x ∈ [−π; π]. Точка x принадлежит
какому-то отрезку разбиения P , пусть x ∈ [xk−1; xk], тогда

|f(x) − l(x)| = |f(x) − f(xk−1) + l(xk−1) − l(x)| 6

6 |f(x) − f(xk−1)| + |l(xk−1) − l(x)| < ε

2
.

Поскольку функция l(x) удовлетворяет всем условиям теоремы 5.1,
то существует тригонометрический многочлен Tn(x) такой, что для лю-
бого x ∈ [−π; π] выполняется неравенство

|Tn(x) − l(x)| < ε

2
.

Окончательно имеем: для любого ε > 0 существует тригонометриче-
ский многочлен Tn(x) такой, что для всех x ∈ [−π; π]

|f(x) − Tn(x)| 6 |f(x) − l(x)| + |l(x) − Tn(x)| < ε,
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что и доказывает теорему. ⊳

Теорема 5.3 (первая теорема Вейерштрасса о равномерном
приближении непрерывной функции многочленом) Пусть f(x)
непрерывна на [a, b].Тогда для любого ε > 0 существует многочлен

Pm(x) = a0 + a1x+ . . .+ amx
m

такой, что |f(x) − Pm(x)| < ε для всех x ∈ [a, b].

Доказательство. ⊲ Пусть сначала [a, b] = [0, π]. Продолжим функ-
цию f(x) на отрезок [−π, 0] чётным образом, при этом будем иметь, что
f(−π) = f(π). По второй теореме Вейерштрасса для любого ε > 0 суще-
ствует тригонометрический многочлен Tn(x) такой, что |f(x) − Tn(x)| <
< ε для всех x ∈ [−π; π]. Функции cos kx, sin kx, входящие в Tn(x), рас-
кладываются в степенной ряд с радиусом сходимости R = +∞. Поэтому
функция Tn(x), как линейная комбинация этих функций, раскладывает-
ся в степенной ряд, сходящийся на R и равномерно сходящийся на любом
отрезке [α; β] ⊂ R. А это означает, что для любого ε > 0 существует m

такое, что |Tn(x) − Pm(x)| < ε

2
для всех x ∈ [0, π], где Pm(x) — частич-

ная сумма степенного ряда, в который раскладывается функция Tn(x).
Тогда

|f(x) − Pm(x)| 6 |f(x) − Tn(x)| + |Tn(x) − Pm(x)| < ε

для любого x ∈ [0, π].
Пусть теперь f непрерывна на [a, b]. Рассмотрим функцию

F (t) = f(a+
t

π
(b− a)), t ∈ [0, π].

В силу непрерывности F (t) на [0, π] по доказанному выше её можно
равномерно приблизить некоторым многочленом Qm(t) таким, что

|F (t) −Qm(t)| < ε для любого t ∈ [0, π].

Делая замену в этом неравенстве x = a+
t

π
(b−a), обозначив Pm(x) =

= Qm(π
x− a

b− a
), получим, что |f(x) − Pm(x)| < ε для всех x ∈ [a, b]. ⊳

5.3 Приближение интегрируемой функции кусочно-линейной
функцией в среднем и средне квадратичном

Теорема 5.4 Пусть f ∈ ℜ[−π; π]. Тогда для любого ε > 0 су-
ществует непрерывная кусочно-линейная функция l(x) такая, что

l(−π) = l(π) = 0 и
π∫

−π

|f(x) − l(x)|dx < ε.
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Доказательство. ⊲ Поскольку f ∈ ℜ[−π; π], то она будет, во-
первых, ограниченной функцией: |f(x)| 6 M для всех x ∈ [−π; π], где
M = sup

[−π;π]

|f(x)|; во-вторых, в силу критерия Дарбу интегрируемости

функции по Риману имеем, что для любого ε > 0 существует такое раз-
биение P : −π = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = π отрезка [−π; π],

что
n∑

k=1

(Mk − mk)∆xk <
ε

2
, где Mk = sup

[xk−1;xk]

f(x), mk = inf
[xk−1;xk]

f(x),

∆xk = xk − xk−1, k = 1, 2, . . . , n.

Пусть η0 = min
k=1,...n

|∆xk| > 0, и пусть 0 < η < min(
ε

4nM
,
η0

2
).

Непрерывную функцию l(x) построим следующим образом:

l(x) =





mk, если x ∈ [xk−1 +
η

2
, xk −

η

2
], k = 1, 2, . . . , n,

0, если x = ±π,
линейна, если x ∈ [xk −

η

2
, xk +

η

2
] ∪ [−π,−π +

η

2
]∪

∪[π − η

2
, π], k = 1, 2, . . . , n− 1.

Из построения функции l(x) следует, что

|f(x) − l(x)| 6 Mk −mk для любого x ∈ [xk−1 +
η

2
, xk −

η

2
]

и
|f(x)− l(x)| 6 |f(x)|+ |l(x)| 6 2M для всех x ∈ [−π; π].

Поэтому, обозначив

αk = xk −
η

2
(k = 1, 2, . . . , n), βk = xk−1 +

η

2
(k = 1, 2, . . . , n),

α0 = −π, βn+1 = π,

получим оценку

π∫

−π

|f(x) − l(x)| dx =
n∑

k=1

αk∫

βk

|f(x)− l(x)| dx+
n+1∑

k=1

βk∫

αk−1

|f(x) − l(x)| dx 6

6

n∑

k=1

(Mk−mk)∆xk+2M

n+1∑

k=1

(βk−αk−1) 6
ε

2
+2Mnη <

ε

2
+2Mn· ε

4nM
= ε.

Таким образом,
π∫

−π

|f(x) − l(x)| dx < ε. ⊳

Следствие 5.1 Пусть f ∈ ℜ[−π; π]. Тогда для любого ε > 0
существует непрерывная кусочно-линейная функция l(x) такая, что

l(−π) = l(π) = 0 и ‖f − l‖2 =
π∫

−π

|f(x) − l(x)|2 dx < ε.
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Доказательство. ⊲Действительно, в силу предыдущей теоремы для
любого ε > 0 существует непрерывная кусочно-линейная функция l(x)

такая, что l(−π) = l(π) = 0 и
π∫

−π

|f(x) − l(x)|dx <
ε

2M
, где M =

= sup
[−π;π]

|f(x)|. Кроме того, по построению |f(x) − l(x)| 6 2M для всех

x ∈ [−π; π], поэтому
π∫

−π

|f(x)− l(x)|2 dx 6 2M
π∫

−π

|f(x) − l(x)|dx < ε. ⊳

5.4 Приближение интегрируемой функции тригонометриче-
скими многочленами в средне квадратичном и в среднем

Теорема 5.5 Если f ∈ ℜ[−π; π], то для любого ε > 0 существует

тригонометрический многочлен Tn(x) такой, что
π∫

−π

|f(x)−Tn(x)|2dx <
< ε.

Доказательство. ⊲ По следствию 5.1 для любого ε > 0 существу-
ет непрерывная кусочно-линейная функция l(x) такая, что l(−π) =

l(π) = 0 и
π∫

−π

(f(x)− l(x))2 dx <
ε

4
.

В свою очередь, для функции l(x) по второй теореме Вейерштрас-
са 5.2 существует тригонометрический многочлен Tn(x) такой, что

|l(x)− Tn(x)| <
√
ε√
8π

для всех x ∈ [−π; π]. Тогда имеет место оценка

π∫

−π

(l(x)− Tn(x))
2 dx 6 2π · ε

8π
=
ε

4
.

Дальше воспользуемся неравенством (a+ b)2 6 2(a2 + b2). Имеем

π∫

−π

(f(x)− Tn(x))
2 dx =

π∫

−π

[(f(x)− l(x)) + (l(x)− Tn(x))]
2 dx 6

6 2

π∫

−π

(f(x) − l(x))2 dx+ 2

π∫

−π

(l(x)− Tn(x))
2 dx 6 2

ε

4
+ 2

ε

4
= ε.⊳

Замечание 5.1 Доказанная теорема носит название теоремы о пол-
ноте тригонометрической системы 1, cosx, sin x, ... в средне квадратич-
ном.
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Теорема 5.6 (о полноте тригонометрической системы в сред-
нем) Если f ∈ ℜ[−π; π], то для любого ε > 0 существует тригоно-

метрический многочлен Tn(x) такой, что
π∫

−π

|f(x) − Tn(x)| dx < ε.

Доказательство. ⊲ Доказательство этой теоремы вполне аналогич-
но доказательству предыдущей теоремы, если воспользоваться теоре-
мой 5.4 и элементарным неравенством |a+ b| 6 |a| + |b|. ⊳

Упражнение 5.1 Докажите теорему 5.6.
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Тема 6 Сходимость ряда Фурье в смысле средне
квадратичного

6.1 Равенство Парсеваля-Стеклова (свойство замкнутости)
6.2 Сходимость ряда Фурье в средне квадратичном
6.3 О единственности ряда Фурье для непрерывной функции

6.1 Равенство Парсеваля-Стеклова (свойство замкнутости)

Теорема 6.1 Пусть f ∈ ℜ[−π; π]. Тогда имеет место равенство
Парсеваля-Стеклова (свойство замкнутости тригонометрической
системы)

a2
0

2
+

∞∑

k=1

(a2
k + b2k) =

1

π

π∫

−π

f 2(x) dx. (6.1)

Доказательство. ⊲ По теореме 5.5 о полноте тригонометрической
системы в среднем квадратичном для любого ε > 0 существует тригоно-

метрический многочлен Tn(x) такой, что
π∫

−π

(f(x)− Tn(x))
2 dx < ε.

В силу экстремальных свойств коэффициентов Фурье функции
f ∈ ℜ[−π; π] (теорема 1.6) имеем оценку

π∫

−π

(f(x)− Sn0
(x))2 dx 6

π∫

−π

(f(x)− Tn0
(x))2 dx < ε, (6.2)

где Sn0
(x) − n0 частичная сумма ряда Фурье функции f . Дальше вос-

пользуемся основным тождеством Бесселя (2.9):

π∫

−π

(f(x)− Sn(x))
2 dx =

π∫

−π

f 2(x) dx− π[
a2

0

2
+

n∑

k=1

(a2
k + b2k)] (6.3)

Используя (6.2), получаем, что

0 6

π∫

−π

f 2(x) dx− π[
a0

2
+

n0∑

k=1

(a2
k + b2k)] < ε.

Очевидно, что для всех n > n0 имеем

π∫

−π

f 2(x) dx− π[
a2

0

2
+

n∑

k=1

(a2
k + b2k)] 6
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π∫

−π

f 2(x) dx− π[
a2

0

2
+

n0∑

k=1

(a2
k + b2k)] < ε.

Таким образом, для любого ε > 0 существует n0 такое, что для всех
n > n0 выполняется неравенство

0 6

π∫

−π

f 2(x) dx− π[
a2

0

2
+

n∑

k=1

(a2
k + b2k)] < ε,

а это означает, что

π∫

−π

f 2(x) dx = π[
a2

0

2
+

∞∑

k=1

(a2
k + b2k)].⊳

6.2 Сходимость ряда Фурье в средне квадратичном

Теорема 6.2 Если функция f ∈ ℜ[−π; π] и 2π периодична, то
ряд Фурье функции f сходится в средне квадратичном к f(x), т. е.

lim
n→∞

π∫
−π

(f(x)− Sn(x))
2 dx = 0.

Доказательство. ⊲ Для функции f ∈ ℜ[−π; π] имеет место равен-
ство (6.1) Парсеваля-Стеклова. Воспользуемся тождеством Бесселя (6.3),
переходя в котором к пределу при n → ∞ с учётом (6.1), получим тре-
буемое свойство. ⊳

Замечание 6.1 Как мы отмечали раньше, поточечной сходимости
ряда Фурье во всех точках к f(x) нет даже для некоторых непрерывных
функций. Доказанная теорема гарантирует нам сходимость ряда Фурье
в средне квадратичном для функций f ∈ ℜ[−π; π].

6.3 О единственности ряда Фурье для непрерывной функции

Теорема 6.3 Пусть функции f1(x) и f2(x) непрерывны на [−π; π], и

fk(x) ∼
a

(k)
0

2
+

∞∑

n=1

(a(k)
n cosnx+ b(k)

n sinnx), k = 1, 2.

— ряды Фурье функций f1(x) и f2(x). Тогда f1(x) ≡ f2(x) на [−π; π]
тогда и только тогда, когда

a(1)
n = a(2)

n , n = 0, 1, 2, . . . , b(1)
n = b(2)

n , n = 1, 2, 3, . . . . (6.4)
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Доказательство. ⊲Необходимость очевидна, если заметить, что при
f1(x) ≡ f2(x) на [−π; π] по формулам Фурье для коэффициентов Фурье
будем иметь равенства:

a(1)
n = a(2)

n , n = 0, 1, 2, . . . , b(1)
n = b(2)

n , n = 1, 2, 3, . . . .

Достаточность. Пусть имеют место равенства (6.4). Рассмотрим
функцию ϕ(x) = f1(x) − f2(x). Коэффициенты Фурье функции ϕ(x),
очевидно, будут равны нулю, тогда из равенства Парсеваля-Стеклова

будет следовать, что
π∫

−π

ϕ2(x) dx =
π∫

−π

(f1(x) − f2(x))
2 dx = 0.

Поскольку ϕ2(x) >0 и ϕ2(x) непрерывна на [−π; π], то из последнего
равенства по соответствующему свойству интегралов Римана получаем,
что ϕ2(x) ≡ 0 на [−π; π], т. е. f1(x) ≡ f2(x) на [−π; π]. ⊳

Следствие 6.1 Пусть функция f(x) непрерывна и 2π периодична
на R и

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

причём ряд сходится равномерно на [−π; π], тогда сумма этого ряда
S(x) совпадает на [−π; π] с функцией f(x).

Доказательство. ⊲ Ранее мы доказали, что равномерно сходящийся
тригонометрический ряд является рядом Фурье своей суммы S(x) (тео-
рема 1.2), т. е.

S(x) ∼ a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx).

Так как S(x), f(x) непрерывны, и они имеют одни и те же ряды
Фурье, то по теореме 6.3 S(x) = f(x) на [−π; π]. ⊳
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Тема 7 Дифференцирование и интегрирование
рядов Фурье

7.1 Почленное дифференцирование рядов Фурье
7.2 Почленное интегрирование рядов Фурье

7.1 Почленное дифференцирование рядов Фурье

Теорема 7.1 Пусть функция f(x) непрерывна на [−π; π]. Если на
[−π; π] существует

f ′(x) ∈ ℜ[−π; π],

и

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (7.1)

тогда f ′(x) имеет ряд Фурье

f ′ ∼ c

2
+

∞∑

n=1

(−nan sinnx+ (nbn + (−1)nc) cosnx), (7.2)

где c = lim
n→∞

(−1)n+1nbn.

Доказательство. ⊲ Так как f ′(x) ∈ ℜ[−π; π], то для f ′(x) существу-
ет ряд Фурье

f ′ ∼ α0

2
+

∞∑

n=1

(αn cosnx+ βn sinnx).

Вычислим коэффициенты Фурье функции f ′(x).

α0 =
1

π

π∫

−π

f ′(x) dx =
1

π

(
f(x)

∣∣∣
π

−π

)
=
f(π) − f(−π)

π
= c.

Интегрированием по частям получаем:

αn =
1

π

π∫

−π

f ′(x) cosnx dx =
1

π

(
f(x) cosnx

∣∣∣
π

−π
+ n

π∫

−π

f(x) sinnx dx
)

=

=
f(π) − f(−π)

π
(−1)n + nbn = (−1)nc+ nbn,

где c =
f(π) − f(−π)

π
,

βn =
1

π

π∫

−π

f ′(x) sinnx dx =
1

π

(
f(x) sinnx

∣∣∣
π

−π
−n

π∫

−π

f(x) cosnx dx
)

= −nan.
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Таким образом,

f ′ ∼ c

2
+

∞∑

n=1

(−nan sinnx+ (nbn + (−1)nc) cosnx),

где c =
f(π) − f(−π)

π
.

Так как по свойствам коэффициентов Фурье lim
n→∞

αn = lim
n→∞

βn = 0,

то lim
n→∞

(nbn + (−1)nc) = 0, откуда c = lim
n→∞

(−1)n+1nbn.

Получаем

f ′ ∼ c

2
+

∞∑

n=1

(−nan sinnx+ (nbn + (−1)nc) cosnx),

где c = lim
n→∞

(−1)n+1nbn. ⊳

Следствие 7.1 Если в условиях теоремы потребовать дополни-
тельно f(−π) = f(π), то f ′ имеет ряд Фурье вида

f ′ ∼
∞∑

n=1

(−nan sinnx+ nbn cosnx),

т. е. ряд Фурье функции f ′ получается при помощи формального
почленного дифференцирования ряда Фурье функции f .

Доказательство. ⊲ Действительно, если f(−π) = f(π), то c = 0. ⊳

Замечание 7.1 Если ряд (7.1) сходится поточечно к f(x), то ряд
Фурье (7.2) для f ′, вообще говоря, не обязан сходиться к f ′(x) поточечно.

Теорема 7.2 (о скорости убывания коэффициентов Фурье)
Пусть функция f(x) 2π периодична и имеет k− 1 непрерывную произ-
водную f (k−1)(x), и f (k)(x) ∈ ℜ[−π; π], тогда для коэффициентов Фурье
функции f имеют место оценки:

an = o
( 1

nk

)
, bn = o

( 1

nk

)
при n→ ∞.

Доказательство. ⊲ Поскольку функции f ′, f ′′, . . . , f (k−1), f (k) удо-
влетворяют условиям теоремы 7.1 и в силу периодичности условию
f (j)(−π) = f (j)(π) (j = 1, 2, . . . , k), то после формального k-кратного
дифференцирования ряда (7.1), получим ряд Фурье функции f (k).

f (k)(x) ∼
(a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx)
)(k)

=

46



=
∞∑

n=1

(
nkan cos(nx+ k

π

2
) + nkbn sin(nx+ k

π

2
)
)
.

Так как cos(nx+ k
π

2
) с точностью до знака равно cosnx либо sinnx,

а sin(nx + k
π

2
) с точностью до знака равно sinnx либо cosnx, то с точ-

ностью до знака числа nkan и nkbn есть коэффициенты Фурье функции
f (k)(x) ∈ ℜ[−π; π], и по свойствам коэффициентов Фурье интегрируемой

функции lim
n→∞

nkan = 0 и lim
n→∞

nkbn = 0, т. е. an = o
( 1

nk

)
и bn = o

( 1

nk

)
. ⊳

7.2 Почленное интегрирование рядов Фурье

Теорема 7.3 Пусть f(x) непрерывная на [−π; π] и 2π периодическая
функция, тогда для любого x ∈ R справедливо равенство

x∫

0

f(t) dt =
a0x

2
+

∞∑

n=1

(
an

sinnx

n
+ bn

1 − cosnx

n

)
, (7.3)

где ряд в правой части получен формальным почленным интегрирова-
нием ряда Фурье функции f(x).

Доказательство. ⊲ Рассмотрим функцию F (x) =
x∫
0

f(t) dt − a0x

2
,

которая будет дифференцируемой на R с производной F ′(x) = f(x) −
− a0

2
∈ ℜ[−π; π]. Кроме того, F (x) 2π периодическая, так как

F (x+ 2π) − F (x) =

x+2π∫

x

f(t) dt− a0π =

π∫

−π

f(t) dt− a0π = 0.

Последнее равенство следует из определения коэффициента a0. Для
дифференцируемой 2π периодической функции F (x) имеет место разло-
жение

F (x) =
α0

2
+

∞∑

n=1

(αn cosnx+ βn sinnx) (7.4)

Заметим, что F ′(x) ∈ ℜ[−π; π] и, воспользовавшись формулой инте-
грирования по частям, получим при n > 1

αn =
1

π

π∫

−π

F (x) cosnx dx =
1

π

[sinnx
n

F (x)
∣∣∣
π

−π
−

π∫

−π

F ′(x)
sinnx

n
dx
]

=
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= − 1

πn

π∫

−π

(f(x)− a0

2
) sinnx dx = −bn

n
,

βn =
1

π

π∫

−π

F (x) sinnx dx =
1

π

[
−cosnx

n
F (x)

∣∣∣
π

−π
+

π∫

−π

F ′(x)
cosnx

n
dx
]

=

=
1

πn

π∫

−π

(f(x)− a0

2
) cosnx dx =

an

n
.

Равенство (7.4) имеет место для всех x ∈ R, в частности для x = 0
получим

F (0) = 0 =
α0

2
+

∞∑

n=1

αn.

Откуда
∞∑

n=1

bn
n

=
α0

2
. Подставляя найденные αn, βn и

α0

2
в формулу

(7.4), получим требуемую формулу (7.3). ⊳

Замечание 7.2 Доказанные в этом пункте теоремы остаются верны-
ми, если вместо требования интегрируемости соответствующих функций
потребовать их абсолютную интегрируемость.
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Тема 8 Интеграл Фурье

8.1 Определение интеграла Фурье
8.2 Признак Дини сходимости интеграла Фурье
8.3 Интеграл Фурье в комплексной форме

8.1 Определение интеграла Фурье

В рядах Фурье были указаны достаточные условия, при которых пе-
риодическая функция может быть разложена в сходящийся ряд Фурье,
то есть представима в виде суммы гармонических колебаний. Дальше в
этой теме попытаемся перенести эти рассуждения на непериодические
функции, но уже не с помощью ряда, а с помощью интеграла (интеграла
Фурье).

Определение 8.1 Несобственный интеграл вида

+∞∫

0

(
a(λ) cosλx+ b(λ) sinλx

)
dλ, x ∈ R (8.1)

называется тригонометрическим интегралом.

Пусть теперь f(x) абсолютно интегрируема на R, то есть
+∞∫
−∞

|f(x)| dx <

< +∞. В силу оценок |f(x) cosλx| 6 |f(x)| и |f(x) sinλx| 6 |f(x)|, по-
лучаем, что всегда сходятся интегралы

a(λ) =
1

π

+∞∫
−∞

f(t) cosλt dt,

b(λ) =
1

π

+∞∫
−∞

f(t) sinλt dt.

(8.2)

Формулы (8.2) являются аналогом коэффициентов Фурье (1.4) в тео-
рии рядов Фурье.

Определение 8.2 Пусть f(x) абсолютно интегрируема на R. Три-
гонометрический интеграл (8.1) называется интегралом Фурье для
функции f(x), если функции a(λ) и b(λ), λ ∈ [0; +∞) вычислены по
формулам Фурье (8.2).

Итак, каждой абсолютно интегрируемой на R функции f мы можем
сопоставить ее интеграл Фурье:

f ∼
+∞∫

0

(a(λ) cosλx+ b(λ) sinλx) dλ, x ∈ R,
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где a(λ) и b(λ) вычисляются по формулам (8.2).
Так же, как и в теории рядов Фурье, для интеграла Фурье функ-

ции f возникают вопросы о сходимости интеграла Фурье, о сходимости
его к f(x). Ниже будут указаны условия, при которых интеграл Фурье

сходится к f(x) или
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
.

Замечание 8.1 Формально, подставляя формулы (8.2) в (8.1) и пре-
образуя полученное выражение, получим

+∞∫

0

(
a(λ) cosλx+ b(λ) sinλx

)
dλ =

=
1

π

+∞∫

0

dλ

+∞∫

−∞

f(t)
(
cosλt · cosλx+ sinλt · sinλx

)
dt =

=
1

π

+∞∫

0

dλ

+∞∫

−∞

f(t) cosλ(t− x) dt,

то есть интеграл Фурье функции f(x) допускает представление

f ∼ 1

π

+∞∫

0

dλ

+∞∫

−∞

f(t) cosλ(t− x) dt. (8.3)

Напомним, что функция f в точке x0 удовлетворяет условиям Дини,
если существуют конечные односторонние пределы lim

x→x0±0
f(x) = f(x0 ±

± 0), и существует h > 0 такое,что сходятся несобственные интегралы

h∫

0

f(x0 ± u) − f(x0 ± 0)

u
du.

8.2 Признак Дини сходимости интеграла Фурье

Теорема 8.1 (признак Дини сходимости интеграла Фурье)
Пусть f(x) абсолютно интегрируема на R, и в точке x0 ∈ R выполня-
ются условия Дини, тогда интеграл Фурье для функции f(x) сходится

в точке x0 к
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
, то есть имеет место равенство

1

π

+∞∫

0

dλ

+∞∫

−∞

f(t) cosλ(t− x0) dt =
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=

{
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
, если x0 − точка разрыва f,

f(x0), если x0 − точка непрерывности f.
(8.5)

Доказательство. ⊲ Схема доказательства этой теоремы аналогич-
на доказательству соответствующей теоремы для рядов Фурье.

Пусть

I(ω) =
1

π

ω∫

0

dλ

+∞∫

−∞

f(t) cosλ(t− x0) dt, ω ∈ [0; +∞). (8.6)

Нам нужно доказать, что lim
ω→∞

I(ω) =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
.

Изменяя порядок интегрирования в интеграле (8.6), имеем

I(ω) =
1

π

+∞∫

−∞

f(t)
sinλ(t− x0)

t− x0

∣∣∣∣∣∣

λ=ω

λ=0

dt =

=
1

π

+∞∫

−∞

f(t)
sinω(t− x0)

t− x0
dt =

=
1

π

[ +∞∫

0

f(t)
sinω(t− x0)

t− x0
dt+

0∫

−∞

f(t)
sinω(t− x0)

t− x0
dt

]
=

=[в первом интеграле замена t− x0 = u, а во втором — t− x0 = −u ]=

=
1

π

+∞∫

0

(
f(x0 + u) + f(x0 − u)

)sinωu

u
du.

Таким образом,

I(ω) =
1

π

+∞∫

0

(
f(x0 + t) + f(x0 − t)

)sinωt

t
dt.

Изменение порядка интегрирования требует объяснения. В случае
непрерывности функции f(x) это обосновано теоремой об интегрирова-
нии несобственного интеграла по параметру от непрерывной функции
f(t) cosλ(t− x0), так как, в силу оценки |f(t) cosλ(t − x0)| 6 |f(t)| для
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любого λ ∈ [0; +∞) и абсолютной интегрируемости f(t), по теореме Вей-

ерштрасса внутренний интеграл
+∞∫
−∞

f(t) cosλ(t − x0) dt сходится равно-

мерно по λ ∈ [0; +∞). В общем случае следует воспользоваться теоре-
мой 3 из [6, стр.228], либо теоремой 7 из [11, стр.681], которые можно
сформулировать в виде следующей теоремы.

Теорема 8.2 (о непрерывности, дифференцируемости и ин-
тегрировании в конечных пределах несобственного интеграла)
Пусть функция f(x, y) непрерывна и ограничена на множестве [a, b]×
× [0;∞), а функция g(y) абсолютно интегрируема на [0;∞). Тогда
функция

F (x) =

+∞∫

0

f(x, y)g(y) dy, x ∈ [a, b]

обладает следующими свойствами:
1) непрерывна на [a, b];

2)
b∫
a

dx
+∞∫
0

f(x, y)g(y) dy =
+∞∫
0

g(y) dy
b∫
a

f(x, y) dx;

3) если, кроме того, существует и непрерывна
∂f

∂x
на [a; b]×

×[0; +∞), причем

∣∣∣∣
∂f

∂x
(x, y)

∣∣∣∣ 6 M для любого (x, y) ∈ [a; b] × [0; +∞),

то для всех x ∈ [a; b] существует F
′

(x), и F
′

(x) =
+∞∫
0

∂f

∂x
(x, y) · g(y) dy.

Последняя формула из 3) будет иметь место и при условиях:∣∣∣∣
∂f

∂x
(x, y)

∣∣∣∣ 6 M(y) для любого (x, y) ∈ [a; b] × [0; +∞), и функция

y · g(y) абсолютно интегрируема на [0; +∞).

Первая и третья часть утверждения будет использована позже.
Таким образом заключение 2) теоремы 8.2 гарантирует нам закон-

ность изменения порядка интегрирования в (8.6).
Далее воспользуемся интегралом Дирихле

2

π

+∞∫

0

sinωt

t
dt = 1, ω > 0,

откуда

f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
=

1

π

+∞∫

0

f(x0 + 0) − f(x0 − 0)

2
· sinωt

t
dt.
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Поэтому

I(ω) +
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
=

=
1

π

+∞∫

0

[f(x0 + t) − f(x0 + 0)] · sinωt

t
dt+ (8.7)

+
1

π

+∞∫

0

[f(x0 − t) − f(x0 − 0)] · sinωt

t
dt.

Рассмотрим первый интеграл из (8.7) и запишем его в виде

+∞∫

0

f(x0 + t) − f(x0 + 0)

t
· sinωt dt =

=

1∫

0

f(x0 + t) − f(x0 + 0)

t
· sinωt dt+ (8.8)

+

+∞∫

1

f(x0 + t)

t
· sinωt dt− f(x0 + 0)

+∞∫

1

sinωt

t
dt.

Первый интеграл из правой части равенства (8.8) стремится к
нулю при ω → +∞ по лемме Римана 2.1, так как функция
f(x0 + t) − f(x0 + 0)

t
абсолютно интегрируема в силу условий Дини.

Второй интеграл в (8.8) по той же лемме Римана стремится к нулю при

ω → +∞, так как в этом случае функция
f(x0 + t)

t
абсолютно интегри-

руема на [1,+∞)

(∣∣∣∣
f(x0 + t)

t

∣∣∣∣ 6 |f(x0 + t)|
)

. Наконец в третьем инте-

грале сделаем замену u = ωt, тогда

+∞∫

1

sinωt

t
dt =

+∞∫

ω

sin u

u
du→ 0 при ω → +∞,

так как интеграл Дирихле
+∞∫
0

sin u

u
du =

π

2
является сходящимся.

Таким образом, левая часть в (8.8) стремится к нулю при ω → +∞.
Совершенно аналогично доказывается, что второй интеграл из левой

части (8.7) также имеет предел равный нулю при ω → +∞.
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Предельный переход при ω → +∞ в (8.7), с учетом сказанного выше,
и доказывает теорему. ⊳

Замечание 8.2 В отличие от рядов Фурье для интегралов Фурье не
имеет место принцип локализации Римана, поскольку условие абсолют-
ной интегрируемости функции f не является локальным условием.

Так же как и в теории рядов Фурье, указывая классы функций, для
которых будут выполняться условия Дини, мы получим классы функ-
ций, для которых будет иметь место равенство (8.5).

Укажем эти классы.

Следствие 8.1 Пусть функция f(x) абсолютно интегрируема и
непрерывна на R, и в любой точке x выполняется условие Гельдера то-
гда интеграл Фурье функции f сходится к f(x) на R, т. е.

f(x) =
1

π

+∞∫

0

dλ

+∞∫

−∞

f(t) cosλ(t− x) dt для любого x ∈ R. (8.9)

Этот факт следует из признака Дини 8.1 сходимости интеграла Фу-
рье, если заметить, что, во-первых, f(x) непрерывна на R, а, во-вторых,
в каждой точке x ∈ R выполняются условия Дини (см. доказательство
признака 3.1).

Следствие 8.2 Если функция f(x) абсолютно интегрируема на R

и имеет на R m (m > 1) непрерывных производных, то имеет ме-
сто (8.9).

Следствие 8.3 Если функция f(x) абсолютно интегрируема на R

и кусочно-непрерывна на любом отрезке [a, b] ⊂ R, причем для любого
x ∈ R либо существует конечная производная, либо существуют обе
конечные односторонние производные f

′

±(x± 0) в расширенном смысле
(признак 3.2), то имеет место формула (8.5).

Следствие 8.4 Пусть функция f(x) абсолютно интегрируема и
непрерывна на R, и в каждой точке x ∈ R выполнены условия Дини.
Тогда интеграл Фурье сходится к f(x) и имеет место (8.9), причем:

а) если функция f(x) — четная, то

f(x) =
2

π

+∞∫

0

cosλx dλ

+∞∫

0

f(t) cosλt dt для любого x ∈ R;

б) если функция f(x) — нечетная, то

f(x) =
2

π

+∞∫

0

cosλx dλ

+∞∫

0

f(t) sinλt dt для любого x ∈ R.
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Этот факт следует из того, что если f(x) — четная, то для всех λ > 0

a(λ) =
1

π

+∞∫

−∞

f(t) cosλt dt =
2

π

+∞∫

0

f(t) cosλt dt,

b(λ) =
1

π

+∞∫

−∞

f(t) sinλt dt = 0,

если же f(x) — нечетная, то для всех λ > 0

a(λ) =
1

π

+∞∫

−∞

f(t) cosλt dt = 0,

b(λ) =
1

π

+∞∫

−∞

f(t) sinλt dt =
2

π

+∞∫

0

f(t) sinλt dt.

8.3 Интеграл Фурье в комплексной форме

Прежде чем записать интеграл Фурье в комплексной форме сделаем
несколько замечаний.

Замечание 8.3 Ниже будет использовано еще одно понятие инте-
грала.

Определение 8.3 Пусть функция f(t) определена на R и интегри-
руема на любом отрезке [−l, l] ⊂ R. Если существует конечный предел

lim
η→+∞

η∫

−η

f(t) dt,

то его называют главным значением интеграла
∞∫

−∞
f(t) dt и обознача-

ют v.p.
∞∫

−∞
f(t) dt.

Таким образом, по определению

v.p.

+∞∫

−∞

f(t) dt = lim
η→+∞

η∫

−η

f(t) dt.
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Заметим, что при определении несобственного интеграла
+∞∫
−∞

f(t) dt

рассматривается предел lim
η→+∞

ξ→−∞

η∫
ξ

f(t) dt. В определении же интеграла в

смысле главного значения требуется лишь существование указанного
предела для частного случая ξ = −η и η → +∞.

Отсюда следует, что если существует несобственный интеграл
+∞∫
−∞

f(t) dt, то существует v.p.
+∞∫
−∞

f(t) dt, и они равны между собой.

Совершенно аналогично вводится понятие интеграла в смысле глав-
ного значения в изолированной особой точке c ∈ (a, b) для функции f(t):

v.p.

b∫

a

f(t) dt = lim
δ→+0




c−δ∫

a

f(t) dt+

b∫

c+δ

f(t) dt


 .

В качестве примеров рассмотрим интегралы
+∞∫
−∞

x dx и
1∫

−1

1

x
dx. Как

несобственные они не существуют, но в смысле главного значения они
существуют и равны нулю.

Замечание 8.4 Дальше нам придется рассматривать комплексно-
значные функции w(t) = u(t) + iv(t) действительного переменного t.
Производную функции w(t) определим по формуле w

′

(t) = u
′

(t)+ iv
′

(t),
если u

′

(t) и v
′

(t) существуют.
Например, для функции eiαt = cosαt + i sinαt имеем производную

(eiαt)
′

= −α sinαt+ iα cosαt = iα · eiαt.
Аналогично определяются и интегралы: собственный, несобственный,

в смысле главного значения от функции w(t)

b∫

a

w(t) dt =

b∫

a

u(t) dt+ i

b∫

a

v(t) dt, −∞ 6 a < b 6 +∞.

Теорема 8.3 (интеграл Фурье в комплексной форме) Пусть
f(x) абсолютно интегрируема и непрерывна на R, и в любой точке
x ∈ R выполнены условия Дини. Тогда интеграл Фурье для функции
f сходится к f(x) всюду, и имеет место формула Фурье интеграла
Фурье в комплексной форме:

f(x) =
1

2π
v.p.

+∞∫

−∞

[ +∞∫

−∞

f(t)e−iλ(t−x) dt

]
dλ для всех x ∈ R.
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Доказательство. ⊲ В силу условий теоремы имеет место формула
Фурье

f(x) =
1

π

+∞∫

0

dλ

+∞∫

−∞

f(t) cosλ(t− x) dt.

Отсюда следует, что существует несобственный интеграл
+∞∫
0

ϕ(λ)dλ,

где

ϕ(λ) =

+∞∫

−∞

f(t) cosλ(t− x) dt.

Функция ϕ(λ) обладает следующими свойствами:
1) ϕ(λ) — четная, т. е. ϕ(−λ) = ϕ(λ) для любого λ ∈ R;
2) интеграл ϕ(λ) сходится равномерно по признаку Вейерштрасса,

так как |f(t) cosλ(t−x)| 6 |f(t)|, и f абсолютно интегрируема. Функция
f(t) cosλ(t − x) непрерывна на R × R, поэтому ϕ(λ) непрерывна на R

по теореме о непрерывности несобственного интеграла, зависящего от
параметра;

3)
+∞∫
−∞

ϕ(λ)dλ = 2
+∞∫
0

ϕ(λ)dλ в силу четности ϕ(λ).

Наряду с функцией ϕ(λ) рассмотрим функцию

ψ(λ) =

+∞∫

−∞

f(t) sinλ(t− x) dt.

Функция ψ(λ) непрерывна на R по тем же причинам, что и ϕ(λ).
Кроме того, ψ(λ) — нечетная, поэтому всегда существует интеграл
η∫

−η

ψ(λ) dλ = 0. Следовательно, v.p.
+∞∫
−∞

ψ(λ) dλ = 0 (хотя несобственный

интеграл
+∞∫
−∞

ψ(λ) dλ может и не существовать).

Тогда из формулы Фурье имеем

f(x) =
1

π

+∞∫

0

ϕ(λ)dλ =
1

2π

+∞∫

−∞

ϕ(λ)dλ− i

2π
v.p.

+∞∫

−∞

ψ(λ) dλ =

=
1

2π
v.p.

+∞∫

−∞

(ϕ(λ) − iψ(λ)) dλ =
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=
1

2π
v.p.

+∞∫

−∞

{ +∞∫

−∞

f(t)
[
cosλ(t− x) − i sinλ(t− x)

]
dt
}
dλ =

=
1

2π
v.p.

+∞∫

−∞

[ +∞∫

−∞

f(t)e−iλ(t−x) dt

]
dλ.⊳

Замечание 8.5 Если f абсолютно интегрируема на R и имеет непре-
рывные производные f (m), m > 1, то можно показать, интегрируя по ча-
стям, что ϕ(λ) и ψ(λ) также абсолютно интегрируемы на R, и поэтому
формулу Фурье можно записать в виде

f(x) =
1

2π

+∞∫

−∞

[ +∞∫

−∞

f(t)e−iλ(t−x) dt

]
dλ,

где все интегралы понимаются как несобственные.
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Тема 9 Преобразование Фурье

9.1 Определение преобразования Фурье
9.2 Обращение для преобразования Фурье и для обратного преобра-

зования Фурье
9.3 Свойства преобразования Фурье

9.1 Определение преобразования Фурье

Для абсолютно интегрируемой и непрерывной на R функции f(x),
для которой в каждой точке x ∈ R выполнены условия Дини, формулу
Фурье запишем в виде

f(x) =
1

2π
v.p.

+∞∫

−∞

eiλx

[ +∞∫

−∞

f(t)e−iλt dt

]
dλ, x ∈ R.

Определим функцию Φ(λ) равенством

Φ(λ) =

+∞∫

−∞

f(t)e−iλt dt, (9.1)

тогда

f(x) =
1

2π
v.p.

+∞∫

−∞

Φ(λ)eiλx dλ. (9.2)

Заметим, что формула (9.1) справедлива для любой абсолютно инте-
грируемой функции f(x).

Определение 9.1 Если функция f(x) абсолютно интегрируема на
R, то функция Φ(λ), определяемая равенством (9.1) называется преоб-
разованием Фурье функции f(x) и обозначается F [f ] или f̂(λ), таким
образом,

F [f ](λ) = f̂(λ) =

+∞∫

−∞

f(t)e−iλt dt, для любого λ ∈ R.

Пример 9.1 Найдем преобразование Фурье функции

f(x) =

{
1, если |x| 6 a,
0, если |x| > a,
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тогда

f̂(λ) =

+∞∫

−∞

f(t)e−iλt dt =

a∫

−a

e−iλx dx =

=
eiλa − e−iλa

iλ
=

2 sinλa

λ
.

Этот пример показывает, что хотя функция f(x) абсолютно интегри-

руема на R, но f̂(λ) не является таковой, т. е. отображение F : f → f̂ не
переводит пространство абсолютно интегрируемых функций в себя.

Замечание 9.1 Формулу (9.2) называют формулой обращения для
преобразования Фурье. Между формулами (9.1) и (9.2) существует фор-
мальное сходство — вторая из них отличается от первой лишь знаком

в показателе степени и множителем
1

2π
перед интегралом. Однако при

всем внешнем сходстве формулы (9.1) и (9.2) совершенно различны по
существу: в формуле (9.1) интеграл существует в несобственном смысле,
так как f абсолютно интегрируема на R, а в формуле (9.2), вообще гово-
ря, интеграл существует лишь в смысле главного значения. Кроме того,
формула (9.1) есть определение функции f̂(λ), а формула (9.2) пред-
ставляет собой иную запись формулы Фурье, т. е. содержит утвержде-
ние, что стоящий там справа интеграл равен исходной функции f при
дополнительных условиях (непрерывность, выполнение условий Дини),
налагаемых на абсолютно интегрируемую функцию.

Определение 9.2 Пусть функция g(λ) определена на R. Обратным
преобразованием Фурье функции g называется функция

F(x) =
1

2π
v.p.

+∞∫

−∞

g(λ)eiλx dλ,

при условии, что главное значение интеграла существует.

Обозначим обратное преобразование Фурье следующим образом

F−1[g](x) =
1

2π
v.p.

+∞∫

−∞

g(λ)eiλx dλ.

Замечание 9.2 Если g — абсолютно интегрируемая на R функция,
то обратное преобразование Фурье функции g всегда существует, и кроме
того

F−1[g](x) =
1

2π

+∞∫

−∞

g(λ)eiλx dλ,
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т. е. интеграл существует в несобственном смысле.

9.2 Обращение для преобразования Фурье и для обратного
преобразования Фурье

Теорема 9.1 (обращения для преобразования Фурье и для
обратного преобразования Фурье) Пусть функция f(x) абсолютно
интегрируема, непрерывна на R, и в любой точке x ∈ R выполнены
условия Дини. Тогда имеет место равенство

F−1
[
F [f ]

]
= F

[
F−1[f ]

]
= f.

Доказательство. ⊲ Поскольку для функции f(x) выполнены все
условия теоремы 8.3, то по формуле Фурье в комплексной форме имеем

f(x) =
1

2π
v.p.

+∞∫

−∞

[ +∞∫

−∞

f(t)e−iλ(t−x) dt

]
dλ =

1

2π
v.p.

+∞∫

−∞

f̂(λ)eiλx dλ.

Это равенство равносильно следующему f = F−1
[
F [f ]

]
.

Осталось доказать, что F
[
F−1[f ]

]
= f .

Для этого формулу Фурье в комплексном виде запишем несколько
иначе. Формулу Фурье для f(x), в силу четности функции косинус, рас-
смотрим в виде

f(x) =
1

2π

+∞∫

−∞

dλ

+∞∫

−∞

f(t) cosλ(x− t) dt.

Поскольку функция синус нечетная функция, то

1

2π
v.p.

+∞∫

−∞

dλ

+∞∫

−∞

f(t) sinλ(x− t) dt = 0.

(см. доказательство теоремы 8.3).
Из последних двух равенств получим формулу Фурье, записанную в

другом виде

f(x) =
1

2π
v.p.

+∞∫

−∞

[ +∞∫

−∞

f(t)e−iλ(x−t) dt

]
dλ.

Отсюда
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f(x) = v.p.

+∞∫

−∞

e−iλx

[
1

2π

+∞∫

−∞

f(t)eiλt dt

]
dλ = F

[
F−1[f ]

]
,

причем здесь преобразование Фурье понимается как соответствующий
интеграл в смысле главного значения. ⊳

9.3 Свойства преобразования Фурье

Теорема 9.2 (линейность преобразования Фурье) Пусть функ-
ции f1 и f2 абсолютно интегрируемы на R, α, β ∈ R — произвольные
числа. Тогда имеет место свойство линейности преобразования Фурье

F
[
αf1 + βf2

]
= αF

[
f1

]
+ βF

[
f2

]

или
̂(αf1 + βf2)(λ) = αf̂1(λ) + βf̂2(λ).

Эта теорема следует непосредственно из свойства линейности инте-
грала.

Теорема 9.3 (о непрерывности, ограниченности и убывании
на бесконечности преобразования Фурье). Пусть функции f(x)
абсолютно интегрируема на R, тогда:

1) f̂(λ) непрерывна на R;
2) lim

λ→∞
|f̂(λ)| = 0;

3)|f̂(λ)| 6

+∞∫
−∞

|f(t)| dt, для любого λ ∈ R.

Доказательство. ⊲ Для доказательства 1) и 2) запишем функцию

f̂(λ) в виде

f̂(λ) =

+∞∫

−∞

f(t) cosλt dt− i

+∞∫

−∞

f(t) sinλt dt.

Функции a(λ) =
+∞∫
−∞

f(t) cosλt dt и b(λ) =
+∞∫
−∞

f(t) sinλt dt будут

непрерывны для любого λ ∈ R по первому заключению теоремы 8.2
о непрерывности, дифференцируемости и интегрировании в конечных
пределах несобственного интеграла, так как f — абсолютно интегриру-
ема, а | cosλt| 6 1 и | sinλt| 6 1. Непрерывность функций a(λ), b(λ) и

доказывает непрерывность f̂(λ).
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Второе утверждение теоремы следует из того, что по лемме Рима-
на 2.1 функции a(λ) → 0 и b(λ) → 0 при λ→ +∞.

Третье утверждение очевидно:

|f̂(λ)| 6

+∞∫

−∞

|f(t)| · |e−iλt| dt =

+∞∫

−∞

|f(t)| dt.⊳

Теорема 9.4 (о преобразовании Фурье производной) Пусть
функции f(x) абсолютно интегрируема и дифференцируема на R, при-
чем f

′

(x) абсолютно интегрируема, тогда

F [f
′

] = iλF [f ] (f̂ ′(λ) = iλf̂).

Доказательство. ⊲ Для функции f(x) имеет место формула
Ньютона-Лейбница

f(x) = f(0) +

x∫

0

f
′

(t) dt,

и поскольку f
′

(x) абсолютно интегрируема, то существует

lim
x→+∞

f(x) = f(0) +

+∞∫

0

f
′

(t) dt = l.

Покажем, что l = 0. Допустим, что lim
x→+∞

|f(x)| = |l| > 0. Тогда суще-

ствует такое a ∈ R, что при x > a выполняется неравенство |f(x)| > |l|
2

,

откуда по признаку сравнения для несобственных интегралов следует,

что
+∞∫
0

|f(x)| dx расходится, что противоречит абсолютной интегрируе-

мости функции f на R.
Аналогично доказывается, что lim

x→−∞
f(x) = 0.

Ранее мы показали, что
(
e−iλt

)′

= −iλe−iλt, поэтому, интегрируя по
частям, получаем

F [f
′

] =

+∞∫

−∞

f
′

(t) · e−iλt dt = f(t) · e−iλt

∣∣∣∣∣∣

+∞

−∞

−
+∞∫

−∞

f(t) · (−iλe−iλt) dt =

= iλ

+∞∫

−∞

f(t) · e−iλt dt = iλF [f ].⊳
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Следствие 9.1 Пусть существуют непрерывные производные
f (k)(x) k = 1, 2, . . . ,∞, и для m = 0, 1, 2, . . . , k функции f (m)(x) абсо-
лютно интегрируемы на R, тогда

F [f (m)] = (iλ)mF [f ] (f̂ (m)(λ) = (iλ)mf̂(λ)).

Теорема 9.5 (о связи гладкости функции и скорости убы-
вания на бесконечности ее преобразования Фурье) Пусть су-
ществуют непрерывные производные f (k)(x) k = 1, 2, . . . ,∞, и для
m = 0, 1, 2, . . . , k функции f (m)(x) абсолютно интегрируемы на R, то-
гда

|f̂(λ)| = o

(
1

|λ|k
)

при |λ| → ∞.

Доказательство. ⊲ В условиях теоремы по следствию 9.1 имеем

f̂ (k)(λ) = (iλ)kf̂(λ). Поскольку функция f (k) абсолютно интегрируема, то

по теореме 9.3 имеем |f̂ (k)(λ)| → 0 при |λ| → ∞, т. е. |f̂(λ)| =
|f̂ (k)(λ)|
|λ|k →

→ 0 при |λ| → ∞, т. е. |f̂(λ)| = o

(
1

|λ|k
)

. ⊳

Следствие 9.2 Пусть функция f бесконечно дифференцируема на
R, и функции f (m)(x) абсолютно интегрируемы на R, m = 0, 1, 2, . . . ,.

Тогда функция f̂ (m)(λ) абсолютно интегрируема на R, причем f̂ (m)(λ)

убывает при |λ| → ∞ быстрее любой степени
1

|λ|k , (k = 1, 2, . . . , ).

Теорема 9.6 (о связи скорости убывания функции на беско-
нечности и гладкости ее преобразования Фурье) Пусть f(x) и
xf(x) абсолютно интегрируемы на R. Тогда функция f̂(λ) непрерывно
дифференцируема на R, причем

f̂
′

(λ) = F [−ixf(x)] и f̂
′

(λ) → 0 при |λ| → ∞.

Доказательство. ⊲ В силу условий теоремы существует преобразо-

вание f̂(λ) =
+∞∫
−∞

f(t) · e−iλt dt, причем f̂ непрерывна на R. После фор-

мального дифференцирования по λ несобственного интеграла справа по-
лучим следующий интеграл,зависящий от параметра λ,

−i
+∞∫

−∞

tf(t) · e−iλt dt.
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Так как |tf(t)·e−iλt| = |tf(t)| для всех λ и t, а функция tf(t) абсолют-
но интегрируема, то при условии, что f(t) непрерывна на R, по признаку
Вейерштрасса интеграл будет равномерно сходиться по λ, и по теореме
о дифференцировании несобственного интеграла от непрерывных функ-
ций имеем

f̂
′

(λ) = −i
+∞∫

−∞

tf(t) · e−iλt dt = F [−ixf(x)].

В общем случае, т. е. при условии, что f(x) и xf(x) только абсо-
лютно интегрируемы на R, формула следует из третьего утверждения
теоремы 8.2. ⊳

Следствие 9.3 Пусть функции xmf(x) абсолютно интегрируемы
на R при m = 0, 1, 2, . . . , k, тогда f̂(λ) является k раз непрерывно диф-
ференцируемой и

f̂ (m)(λ) = F [(−ix)mf(x)],

причем
|f̂ (m)(λ)| → 0 при |λ| → +∞.
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Тема 10 Свертка функций

10.1 Определение и основные свойства свертки
10.2 Преобразование Фурье свертки

10.1 Определение и основные свойства свертки

В различных вопросах математики, в особенности математической
физики, часто используется понятие свертки функций.

Определение 10.1 Пусть функции f(x) и g(x) определены на R,

а несобственный интеграл
+∞∫
−∞

f(t)g(x − t) dt сходится при всех x ∈
∈ R. Тогда функция, задаваемая этим интегралом, называется сверт-
кой функций f и g и обозначается f ∗ g. Таким образом,

(f ∗ g)(x) =

+∞∫

−∞

f(t)g(x− t) dt. (10.1)

Дальше нас будут интересовать свойства свертки.

Теорема 10.1 (о непрерывности, ограниченности и абсолют-
ной интегрируемости свертки) Пусть функции f(x) и g(x) непре-
рывны, ограничены и абсолютно интегрируемы на R. Тогда существу-
ет свертка (f ∗ g)(x), причем она непрерывна, ограничена и абсолютно
интегрируема на R.

Доказательство. ⊲ Пусть |f(x)| 6 M1, |g(x)| 6 M2 для всех x ∈ R,
тогда и |g(x− t)| 6 M2 для всех x, t ∈ R.

Поскольку f — абсолютно интегрируема, то по признаку Вейер-
штрасса несобственный интеграл (10.1) сходится абсолютно и равномер-
но по x ∈ R. Учитывая этот факт и то, что подынтегральная функция
f(t)g(x− t) непрерывна, по теореме о непрерывности равномерно сходя-
щегося интеграла получаем непрерывность свертки (f ∗ g)(x) на R.

Ограниченность свертки (f ∗ g)(x) следует из оценки

|(f ∗ g)(x)| =

∣∣∣∣∣∣

+∞∫

−∞

f(t)g(x− t) dt

∣∣∣∣∣∣
6

+∞∫

−∞

|f(t)| · |g(x− t)| dt 6

6 M1

+∞∫

−∞

|g(s)| ds = M < +∞.
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Докажем абсолютную интегрируемость свертки (f∗g)(x) на R. Имеем

+∞∫

−∞

|(f∗g)(x)| dx =

+∞∫

−∞

dx

∣∣∣∣∣∣

+∞∫

−∞

f(t)g(x− t) dt

∣∣∣∣∣∣
6

+∞∫

−∞

dx

+∞∫

−∞

|f(t)g(x−t)| dt =

=

+∞∫

−∞

|f(t)| dt
+∞∫

−∞

|g(x− t)| dx =

+∞∫

−∞

|f(t)| dt
+∞∫

−∞

|g(s)| ds < +∞. (10.2)

Поскольку функции f и g абсолютно интегрируемы на R, то из оцен-
ки (10.2) следует абсолютная интегрируемость свертки f ∗ g.

Осталось обосновать законность изменения порядка интегрирования
в (10.2). Это следует из теоремы о перестановке порядка интегрирова-
ния в повторных несобственных интегралах, так как, во-первых, несоб-

ственный интеграл
+∞∫
−∞

|f(t)g(x − t)| dt равномерно сходится по x на R,

во-вторых, из (10.2) следует, что повторный интеграл
+∞∫
−∞

dt
+∞∫
−∞

|f(t)g(x−

− t)| dx существует, в-третьих, интеграл
+∞∫
−∞

dt
+∞∫
−∞

|f(t)g(x− t)| dx равно-

мерно сходится на любом отрезке [t1; t2] ⊂ R. Докажем это.
Нам достаточно доказать равномерную сходимость на любом отрезке

[t1; t2] ⊂ R каждого из интегралов
+∞∫
0

|f(t)g(x − t)| dx и
0∫

−∞
|f(t)g(x −

− t)| dx.
Проведем рассуждения для первого интеграла (для второго анало-

гично). Так как |f(x)| 6 M1 для всех t ∈ R, и g — абсолютно интегри-
руемая, то для любого отрезка [x1; x2] и для любого t ∈ [t1; t2] имеем

x2∫

x1

|f(t)g(x− t)| dx = |f(t)|
x2∫

x1

|g(x− t)| dx 6 M1

x2−t∫

x1−t

|g(s)| ds 6

6 M1

x2−t1∫

x1−t2

|g(s)| ds. (10.3)

Последнее неравенство следует из того, что отрезок [x1 − t; x2 − t] ⊂
⊂ [x1 − t2; x2 − t1] для любого t ∈ [t1; t2], и неотрицательности подынте-
гральной функции.

По критерию Коши сходимости несобственных интегралов имеем: для
любого ε > 0 существует x0 > 0 такое, что для всех x2− t1 > x1− t2 > x0
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имеем
x2−t1∫
x1−t2

|g(s)| ds 6
ε

M1
, а поэтому для всех t ∈ [t1; t2] получаем из

(10.3), что
x2∫
x1

|g(x − t)| dx 6 ε. В силу критерия Коши равномерной схо-

димости несобственных интегралов, зависящих от параметра, получаем,

что несобственный интеграл
+∞∫
0

|f(t)g(x− t)| dx сходится равномерно на

любом отрезке [t1; t2]. ⊳

Замечание 10.1 При сделанных в теореме предположениях для
функций f и g (непрерывность, ограниченность и абсолютная интегриру-
емость) свертка f ∗g обладает теми же свойствами (непрерывность, огра-
ниченность и абсолютная интегрируемость). В частности, в этом случае
для свертки всегда существует преобразование Фурье, можно применить
операцию свертки функций f ∗ g и некоторой непрерывной, ограничен-
ной и абсолютно интегрируемой функции h, т.е. определена функция
(f ∗ g) ∗ h.

Замечание 10.2 Операция свертки функций коммутативна и ассо-
циативна в классе абсолютно интегрируемых, непрерывных, ограничен-
ных функций на R, т.е.

1) f ∗ g = g ∗ f (коммутативность);
2) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) (ассоциативность).

10.2 Преобразование Фурье свертки

Теорема 10.2 (о преобразовании Фурье свертки) Пусть функ-
ции f(x) и g(x) непрерывны, ограничены и абсолютно интегрируемы на
R, тогда

F [f ∗ g] = F [f ] · F [g],
(
(f̂ ∗ g)(λ) = f̂(λ) · ĝ(λ)

)
,

таким образом, преобразование Фурье свертки двух функций равно про-
изведению преобразований Фурье этих функций.

Доказательство. ⊲ Функции f(x) и g(x) непрерывны, ограниче-
ны и абсолютно интегрируемы на R, поэтому по теореме 10.1 функция
(f ∗ g)(x) непрерывна, ограничена и абсолютно интегрируема, и для нее
существует преобразование Фурье

F [f ∗ g](λ) =

+∞∫

−∞

e−iλt




+∞∫

−∞

f(s)g(t− s)| ds


 dt.

Меняя в этом интеграле порядок интегрирования (законность этой
операции доказывается рассуждениями аналогичными тем, которые при-
ведены для обоснования законности изменения порядка интегрирования
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в преобразовании (10.2), с учетом того, что |e−iλt| = 1) и делая замену
t− s = z, получим

F [f ∗ g](λ) =

+∞∫

−∞

f(s) ds

+∞∫

−∞

g(t− s) e−iλt dt =

=

+∞∫

−∞

f(s) ds

+∞∫

−∞

g(z) e−iλ(s+z) dz =

+∞∫

−∞

f(s)e−iλs ds ·
+∞∫

−∞

g(z)e−iλz dz =

= F [f ](λ) · F [g](λ),

т. е. f̂ ∗ g(λ) = f̂(λ) · ĝ(λ). ⊳

Ранее мы отметили, что, если f — абсолютно интегрируема, то f̂ ,
вообще говоря, таковой не является. Поставим задачу описания классов
функций, которые переводятся преобразованием Фурье F : f → f̂ сами
в себя. Свойства функций, входящих в такие классы, следуют из теоре-
мы о связи между степенью гладкости функции и скорости убывания на
бесконечности ее преобразования Фурье и теоремы о связи между ско-
ростью убывания функции на бесконечности и степенью гладкости ее
преобразования Фурье.

Определение 10.2 Функция f , определенная на R, называется
быстро убывающей при x → ∞, если для любых k,m = 0, 1, 2, . . . су-
ществует постоянная Ck,m такая, что

(1 + |x|)k|f (m)(x)| 6 Ck,m для всех x ∈ R. (10.4)

Через S обозначим совокупность всех быстро убывающих функций.

Замечание 10.3 Из определения следует, что, если f ∈ S, то f —
бесконечно дифференцируемая функция.

Замечание 10.4 Если на множестве S ввести стандартные операции
сложения функций и умножения функции на число, то S станет линей-
ным пространством.

К классу быстро убывающих функций относится, например, функция
e−x2

.

Замечание 10.5 Из оценки (10.4) следует, что |f (m)(x)| 6
Ck,m

(1 + |x|)k
.

Поэтому по теореме сравнения (k > 2) сходимости несобственного инте-
грала следует, что функции f (m)(x) (m = 0, 1, 2, . . .) абсолютно инте-
грируемы, и, в частности, S является подпространством пространства
абсолютно интегрируемых функций.
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Теорема 10.3 Отображение F : f → f̂ определено на S, причем
F (S) = S и отображение F биективно из S на S.

Доказательство. ⊲ Тот факт, что отображение Фурье F определено
на S, следует из замечания 10.5. Докажем равенство F (S) = S. Оно будет
доказано, если мы покажем, что F (S) ⊂ S и S ⊂ F (S).

Сначала докажем первое включение, т. е. докажем, что функция
f̂(λ) = F [f ](λ) ∈ S для любой функции f ∈ S. Из оценки (10.4) для
k,m = 0, 1, 2, . . . имеем неравенство

(1 + |x|)k|f (m)(x)| 6 Ck+2,m(1 + |x|)−2 для всех x ∈ R,

откуда
|xkf (m)(x)| 6 Ck+2,m(1 + |x|)−2 для всех x ∈ R,

которое показывает, что функции xkf (m)(x) абсолютно интегрируемы на
R (по теореме сравнения для несобственных интегралов) и, в частности,
будут абсолютно интегрируемы функции xkf(x) (k = 0, 1, 2, . . .). По тео-
реме о связи между скоростью убывания функции на бесконечности и
степенью гладкости ее преобразования Фурье имеем, что f̂(λ) бесконечно
дифференцируема. С другой стороны, так как сама функция f(x) бес-
конечно дифференцируема (замечание 10.3), абсолютно интегрируема и
абсолютно интегрируемы ее производные f (m)(x) (замечание 10.5), то по
теореме о связи между степенью гладкости функции и скоростью убы-
вания на бесконечности ее преобразования Фурье получаем, что f̂(λ) =

= F [f ](λ) = o

(
1

|λ|k
)

, k = 0, 1, 2, . . ..

Далее производная (xkf(x))(m) =
m∑

s=0
Cs

m(xk)(s)f (m−s)(x), очевидно,

будет абсолютно интегрируемой функцией. Применим к ней преобра-
зование Фурье

F [
(
xkf(x)

)(m)
] = (iλ)mF [xkf(x)] = (iλ)mikf̂ (k)(λ).

В первом равенстве мы применили следствие 9.1, а во втором — след-
ствие 9.3.

Откуда, с учетом того, что преобразование Фурье абсолютно инте-

грируемой функции
(
xkf(x)

)(m)
есть функция ограниченная, имеем

|λ|m|f (k)(λ)| =
∣∣∣F [
(
xkf(x)

)(m)
]
∣∣∣ 6 B

′

m,k

и окончательно получим

∣∣∣(1 + |λ|)mf̂ (k)(λ)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑

s=0

Cs
m|λ|m−sf̂ (k)(λ)

∣∣∣∣∣ 6
m∑

s=0

Cs
m|λ|m−s|f̂ (k)(λ)| 6

70



6

m∑

s=0

Cs
mB

′

m−s,k = Bm,k.

Таким образом, функция f̂(λ) удовлетворяет всем требованиям

функции из пространства S, т. е. f̂ (k)(λ) ∈ S и F (S) ⊂ S.
Докажем теперь включение S ⊂ F (S). Пусть g(λ) — любая функция

из S. Как отмечено выше, для нее определено преобразование Фурье

ĝ(x) =
+∞∫
−∞

g(λ)e−iλx dλ ∈ S.

Рассмотрим теперь функцию f(x) = ĝ(−x) =
+∞∫
−∞

g(λ)eiλx dλ. Функ-

ция f(x), очевидно, из S. Для функции g(λ), в силу ее бесконечной диф-
ференцируемости, выполнено условие Дини, поэтому по формуле обра-
щения имеем

g(λ) =
1

2π

+∞∫

−∞

ĝ(x)eiλx dx =
1

2π

+∞∫

−∞

f(−x)eiλx dx =
1

2π

+∞∫

−∞

f(x)e−iλx dx =

=
1

2π
F [f ](λ) = F [

1

2π
f ](λ).

Итак, для любой функции g(λ) ∈ S существует функция
1

2π
f(x)

такая, что F [
1

2π
f ] = g. А это и означает, что S ⊂ F (S). Таким образом,

F (S) = S.
Докажем биективность отображения F : S → S. Пусть f и g ∈ S,

причем они, как было отмечено ранее, будут бесконечно дифференциру-
емы и, следовательно, для них выполнено условие Дини, кроме того,f
и g абсолютно интегрируемы. Поэтому для них имеет место формула
обращения. Пусть теперь F [f ] = F [g], т. е. F [f − g] = 0. По теореме об-
ращения F−1F [f−g] = f−g = 0, т. е. f = g, что и означает биективность
отображения F . ⊳
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