
Решение задачи квадратичного программирования 

Квадратичной формой 
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 называется сумма, каждое слагаемое которой является или 

квадратом одного из этих неизвестных, или произведением двух разных 

неизвестных. 

Обозначая коэффициент при 
2
ix

 через iia
, а при произведении 

ijji xxxx 
 

)( ji 
 – 

через 
)( jiijjiij aaaa 

, квадратичную форму Q можно представить в виде  


11112112

2
11121

),,,( xxaxxaxxaxaxxx
nnnnn

           Q 
 

      

 
 


n

i

n

j
jiijnnnnn xxaxaxxa

1 1

2
22     

. 

Симметричная матрица 
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В векторно-матричной форме квадратичная форма имеет вид 
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Если в квадратичной форме 
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получится квадратичная форма 
yy TТ )( ASSQ 

 с матрицей ASS
T

. Матрица S называется 

матрицей линейного преобразования неизвестных. Если S – невырожденная матрица, то 

линейное преобразование неизвестных также называется невырожденным. 

Рангом квадратичной формы 
ТxQ

А x  называется ранг матрицы А. Ранг 

квадратичной формы не изменяется при невырожденных преобразованиях неизвестных. 

Для каждой квадратичной формы 
ТxQ

А x  можно подобрать такое линейное 

преобразование неизвестных 
yx S

 с ортогональной матрицей S (квадратная матрица S 

называется ортогональной, если 
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T
), что матрица квадратичной формы 
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 будет диагональной, т. е. квадратичная форма приводится к сумме квадратов 
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Закон инерции  квадратичных  форм.  Приводя квадратичную форму к сумме квадратов 

разными способами, мы будем получать в формуле (8.1) разные коэффициенты. Однако 

существует следующее важное обстоятельство (закон инерции квадратичных форм): если 

квадратичная форма приводится к сумме квадратов в двух разных базисах, то число членов с 

положительными коэффициентами, так же как и число членов с отрицательными 

коэффициентами, в обоих случаях одно и то же. Легко увидеть, что сумма 
qp 

 равна рангу 

r  квадратичной формы 
Tx А x . Разность 

qp 
 называется сигнатурой квадратичной формы 

Tx А x . 

Квадратичная форма 
ТxQ А x  называется: 



1) положительно(отрицательно)-определенной, если для любого ненулевого 

x  выполняется неравенство 
Tx А x  > 0 (

Tx А x  < 0); 

2) знакопеременной, если существуют такие x  и 
y

, что 
Tx А x  > 0 

Ty
А

y
 < 0; 

3) положительно(отрицательно)-полуопределенной, или квазизнакоопределенной, 

если для всех x  
Tx А x   0 (

Tx А x   0), но имеется отличный от нуля вектор x , для которого 

Tx А x  = 0. 

Ясно, что положительно-определенная квадратичная форма приводится к сумме квадратов 

с положительными коэффициентами, а положительно-полуопределенная форма – с 

неотрицательными коэффициентами. Важным условием положительной определенности 

квадратичной формы является следующий критерий (критерий Сильвестра).  

Для того чтобы квадратичная форма 
Tx А x  была положительно-определенной, 

необходимо и достаточно, чтобы были положительны все главные, или угловые, миноры 
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Теперь нетрудно найти и условия отрицательной 

определенности квадратичной формы. Для того чтобы квадратичная форма 

Tx А x  была отрицательно-определенной необходимо и достаточно, чтобы все 

главные миноры нечетного порядка были отрицательны, а все главные миноры 
четного порядка – положительны. 

Т е о р е м а  8 . 1 . Квадратичная форма xxT
A  положительно (отрицательно) 

определена тогда и только тогда, когда все собственные значения матрицы А положительны 

(отрицательны).  

Приведение квадратичной формы к каноническому виду 

ПРИВЕДЕНИЕ  КВАДРАТИЧНОЙ  ФОРМЫ К  КАНОНИЧЕСКОМУ  
ВИДУ 



        Пусть 
),,,( 21 nfff      

 – базис линейного пространства L , по отношению к которому 

квадратичная форма представляется в виде 
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Выражение (8.2) называется каноническим видом квадратичной формы. 

Так как каждому преобразованию базиса отвечает невырожденное линейное 

преобразование координат, а невырожденному преобразованию координат – преобразование 

базиса, то вопрос о приведении квадратичной формы к каноническому виду можно решать путем 

выбора соответствующего невырожденного преобразования координат. 

Т е о р е м а  8 . 2  (метод Лагранжа). Любая квадратичная форма xxT
A , заданная в n-

мерном линейном пространстве L, с помощью невырожденного линейного преобразования 

координат может быть приведена к каноническому виду (8.2). 

Основная идея этого метода заключается в последовательном дополнении 

квадратного трехчлена по каждому аргументу до полного квадрата. 

Т е о р е м а  8 . 3 . В евклидовом пространстве U существует такой 

ортонормированный базис 
 ke

 и можно указать такие вещественные числа 
 k , что для 

любого x  из U квадратичная форма 
Tx А x  может быть представлена в виде (8.2). 

Для матрицы А можно указать ортонормированный базис 
 ke

 из собственных векторов 

матрицы А. Пусть 
 k  – собственные значения, отвечающие 
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 ke

 
Tx А x





n

k
kk

1

2

. 

Приведение квадратичной формы к каноническому виду можно использовать для 

приведения к каноническому виду уравнений линий и поверхностей второго порядка. 

Пример 

ПРИМЕР 



Привести к каноническому виду уравнение линии 

02081217 22  yxyx
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1. Метод Лагранжа: 
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Таким образом, 
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Матрица квадратичной формы 
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   (эллипс). 

Можно указать и базис, в котором уравнение эллипса принимает канонический вид. Его 

легко получить исходя из собственных векторов линейного преобразования с матрицей А: 

собственные векторы - 
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Базис 
'' e,e 21  и есть искомый ортонормированный базис, в котором данное уравнение 

принимает канонический вид. Можно записать и формулы преобразования координат. Сравнивая 

с формулой 
ysinxcosx' 
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, заключаем, что 
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