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ПРИНЦИП МАКСИМУМА ПОНТРЯГИНА ПРИ РЕШЕНИИ 
МНОГОКРИТЕРИАЛЬНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 

С ЭКСПЕРТНЫМИ ОЦЕНКАМИ

В статье рассматриваются вопросы, связанные с выбором решений при наличии нескольких критериев. 
Представлено решение многокритериальной динамической задачи с экспертными оценками. Экспертные оцен-
ки представляют собой количественную информацию об относительной важности критериев задачи. Проводит-
ся линейная свертка критериев относительного весового вектора и решается задача оптимального управления.

Динамическая задача, оптимальное решение, экспертные оценки, оптимальное управле-
ние, принцип максимума Понтрягина

При изучении многокритериальных динами-
ческих задач существует проблема поиска оп-
тимального решения. При наличии нескольких 
критериев необходимо искать разумный комп-
ромисс, который заключается в выборе такого 
управления, что доставляет возможно меньшие 
значения одновременно всем критериям. При-
чем, в выборе такого решения лицу, принимаю-
щему решение (ЛПР) могут помочь независимые 
эксперты, которые высказываются о важности 
представленных критериев. Тогда многокритери-
альная динамическая задача может быть сведена 
к однокритериальной [1–3].

Динамическая задача имеет стандартную 
форму [2]. Экспертные оценки определяют мат-
рицу, каждая строка которой представляет мне-

ние эксперта, выраженное в числовой форме. 
Также задано мнение ЛПР об экспертах. Сначала 
ищется нормированный весовой вектор, который 
устраивает всех экспертов и ЛПР. Затем прово-
диться линейная свертка критериев относитель-
но этого вектора. Далее решается однокритери-
альная задача оптимального управления.

Рассматривается многокритериальная дина-
мическая задача с экспертными оценками

      
 (1)

Аналогичные задачи рассматриваются в [4]. 
Здесь   – управляемая динамическая система, ко-
торая описывается системой линейных дифферен-
циальных уравнений и начальными условиями
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где A  и B  – матрицы размера  nn  и 
 qn  соответственно. В (1) U  есть множество 
программных управлений, выбором которых рас-
поряжается ЛПР. Пусть на управление ограниче-

ний не наложено, т.е. . 
Здесь  10 , ttt   – промежуток времени функ-
ционирования системы, где 0t  и 1t  – моменты 
начала и окончания процесса соответственно. 
В (2)–(3) представлено изменение фазового век-
тора   n

n Rxxx  ,...,1  под воздействием уп-
равления. Начальное условие   nRxtx  00  за-
дано и определяет начальное состояние системы.

Задано множество критериев динамической 
задачи:
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Здесь iD  и iC  – положительно определен-
ные симметрические матрицы размера  qq  и 
 nn  соответственно [5].  Экспертам, незави-
симо друг от друга, для сравнения предлагается 
набор критериев mJJJ ,...,, 21 , которые выступа-
ют в качестве сравниваемых объектов. В матрице 

экспертных оценок  каждая строка 

указывает на мнение эксперта в виде коэффици-
ентов важности критериев (4) в задаче (1).

Лицо, принимающее решение, дает оценку 
экспертам, учитывая их компетентность в рас-
сматриваемой задачи. Определяется диагональ-

ная матрица , элементы на главной 
диагонали которой положительны и указывают 
на важность (или «вес») экспертов при оценива-
нии критериев.

Задача нахождения компромиссного решения 
при учете как мнения всех экспертов, так и ЛПР 
об экспертах сводится к нахождению весового 
вектора . Такой вектор может 
быть получены из матрицы мнений экспертов P  
и матрицы L , которая указывает мнение ЛПР

               .   (5)

Здесь pe есть вектор-строка, состоящий из
p - единиц. Элементы весового вектора   мож-
но нормировать так, что .

Решением задачи (1) считается то, которое до-
ставляет возможно меньшее значение линейной 

свертке критериев . На содержательном 

уровне ЛПР, учитывая мнение экспертов,  выби-
рает такую стратегию  tu* , которая доставляет 
возможно меньшие значения сразу всем критери-
ям (4). Оптимальная пара     tutx ** ,  находится 
как решение задачи (1).

Представленную многокритериальную дина-
мическую задачу (1) можно свести к задаче оп-
тимального управления (2)–(3) с функционалом 
качества

 
(6)

где матрицы                                           учиты-

вают мнение экспертов и ЛПР.
Решение задачи вида (2), (3), (6) подробно 

рассмотрены в [2, с. 336–338]. Используя алго-
ритм принципа максимума Понтрягина, находим 
вид оптимального управления

  (7)

где ψ (t) – неизвестная функция, которую 
найдем из системы

   
(8)

Таким образом, задача нахождения оптималь-
ного управления сводится к решению двухточеч-
ной краевой задачи для системы дифференци-
альных уравнений (8).

Пример. Рассматривается двухкритериальная 
динамическая задача с двумя экспертами. Дина-
мическая управляемая система имеет вид

(9)

  00 xtx 
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Здесь   2
21 , Rxxx  ,   2

21 , Ruuu  , 
 2,0t . Заданы критерии

(10)

 (11)

Оценка критериев экспертами представлена 
матрицей
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P .

Оценка ЛПР относительно компетентности 
экспертов имеет вид











20
01

L .

Тогда из выражения (5) находим вектор со-
гласования мнений экспертов и ЛПР

Нормированный вектор весовых коэффици-
ентов примет вид

(12)

Сводим полученную многокритериальную зада-
чу к задаче оптимального управления (2), (3) и (6).

Здесь матрицы

Целевая функция (6) примет вид

(13)

Находим вид оптимального управления (7)

(14)

Получаем систему дифференциальных урав-
нений с краевыми условиями (8) и находим её 
решение

Вектор оптимального управления примет вид 

 где

(15)

Значение функционалов качества (10) и (11)

(16)

Таким образом, в (15) приведено оптималь-
ное управление задачи модельного примера (9)–
(11). В (16) представлены оптимальные значения 
функционалов (10)–(11).

В статье представлен подход к решению мно-
гокритериальных задач при наличии количест-
венной информации об относительной важнос-
ти как критериев, так и экспертов. Количество 
экспертов, а также их оценки могут меняться со 
временем. После нахождения весового компро-
миссного вектора проводится линейная свертка 
критериев. Задача оптимального управления ре-
шается на основе принципа максимума Понтря-
гина. На основе конечного набора информации 
об относительной важности критериев и экспер-
тов найдено единственное решение многокрите-
риальной задачи.
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THE PONTRYAGIN MAXIMUM PRINCIPAL IN MULTICRITERIA PROBLEMS UNDER EXPERT 
ESTIMATION

In article the questions connected with a choice of decisions under the several criteria are considered. The 
decision of a multicriteria dynamic problem with expert estimations is presented. Expert estimations represent 
the quantitative information on relative importance of a problem’s criteria. Conducted a linear convolution of 
criteria relative weight vector and solve the problem of optimal control.
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