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%&'()*) % +,-./01-2 34-*-1*-5- +67)*6' /8902 :6/6 ;6&-7*<= >? *-

+,6 @%/-&66 +-7,0./0*6' +67)70/A*<= &0B0%7& :&67)16*-& ? 4)/-,62 ? 16C
*0,)/A*<= &0B0%7& ? .0/4-& 6 9, D> & 4-/6E0%7&)= ? *0 10*00 70= ? 4-7-,<0
*0-.=-961< 9/' *-,1)/A*-5- ; 6(*0-.0%+0E0*6' D

F@%7A & 70E0*60 ()9)**-5- &,010**-5- +0,6-9) +6B) +,65-7)&/6&)07%'
6( n +,-9@47-& Pj

? j = 1, n 6 9-/;*) %-90,;)7A m +67)70/A*<= &0B0%7& Vi
?

i = 1, mD G(&0%7*- ? E7- & 70E0*60 37-5- +0,6-9) *0-.=-961- +-7,0./'7A *0
10*00 bi

? i = 1, m +67)70/A*-5- &0B0%7&) Vi
? i = 1, mD H,-10 7-5- ? 6(&0%7*- ?

E7- & 4);9-2 096*6I0 +,-9@47) Pj
? j = 1, n %-90,;67%' aij

? i = 1, m?
j = 1, n +67)70/A*-5- &0B0%7&) Vi

? i = 1, mD J)9)*< 7)4;0 I0*< cj
? j = 1, n+,-9@47-& D K,0.@07%' 6( 9)**<= +,-9@47-& %-%7)&67A *)6.-/00 90L0&@8

9607@ :,)I6-*> *) 9)**<2 +0,6-9 D
F-%7,-61 1)701)76E0%4@8 1-90/A ()9)E6 D M.-(*)E61 E0,0( xj

? j =

1, n 4-/6E0%7&- 096*6I jC5- +,-9@47) ? ()4@+)01-5- *) ,)%%1)7,6&)01<2
+0,6-9 D ME0&69*- ? xj ≥ 0 ? j = 1, n :jC2 +,-9@47 1-;*- +-4@+)7A 6/6 *0
+-4@+)7A> D N xj

096*6I)= +,-9@47) Pj
%-90,; 67%' aijxj

+67)70/A*-5- &0B0C
%7&) Vi

D K-59) &- &%0= +,-9@47)= %-90,;)*60 &0B0%7&) Vi
,)&*- ∑n

j=1 aijxj
D

O7- %-90,;)*60 *0 1-;07 .<7A 10*AL0 bi
? 7D0 D +-/@E)01 -5,)*6E0*6'

n
∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = 1, m. :PDQR>
S)7,6I@

A =





aij, j = 1, n

i = 1, m





*)(<&)87 T UVW XYZ[ \XV UV Z]^_`aVX b c7-61-%7A +,-9@47) Pj
,)&*) cjxj

?
) &%0= +,-9@47-& d ∑n

j=1 cjxj
? 00 *0-.=-961- 16*616(6,-&)7A D K)461 -.,)C

(-1 ? 1)701)76E0%4)' 1-90/A ()9)E6 - 96070 61007 &69
n

∑

j=1

cjxj → min,
n

∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = 1, m; xj ≥ 0, j = 1, n :PDQe >

6/6 & &047-,*-C1)7,6E*-2 f-,10

c ′x → min, Ax ≥ b, x ≥ 0. :PDQg>
h



F-/@E0**@8 ()9)E@ *)(<&)87 aV U_�UWV_`[ �U�U�Z[ �� a `�_`aV `W `__X �
TX \W�T�TX `�WU_X�Z_X�TX b
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N 1)%70,%4@8 +- 6(5-7-&/0*68 *04-7-,<= 6(90/62 +-%7@+)07 1)70,6C

)/ & ,@/-*)= ? & 4);9-1 6( 4-7-,<= α T2 1)70,6)/) D 	/' 6(5-7-&/0*6'
4);9-5- 6(90/6' 7,0.@87%' ()5-7-&46 m &69-& +- γi

T2 4);9)' ? i=1, m D

) 4);9-0 6(90/60 7,0.@07%' βi

:i=1, m> ()5-7-&-4 iC5- &69) D G(&0%7*< n%+-%-.-& ,)%4,-' -9*-5- ,@/-*) *) ()5-7-&46 D H);9<2 jC2 %+-%-. =),)470C
,6(@07%' 4-/6E0%7&-1 aij

()5-7-&-4 iC5- &69) :i=1, m> ? 4-7-,-0 +-/@E)07%'
+,6 jC-1 ,)%4,-0 :j =1, n> D 
0-.=-961- -+,090/67A ? 4)4-0 4-/6E0%7&- ,@C
/-*-& 1)70,6)/) %/09@07 ,)%4,-67A 4);9<1 6( @4)()**<= %+-%-.-& 9/'
6(5-7-&/0*6' N 6(90/62 ? E7-.< -7=-9< .</6 16*61)/A*<16 D

F-%7,-61 1)701)76E0%4@8 1-90/A ()9)E6 D M.-(*)E61 E0,0( xj
4-/6C

E0%7&- ,@/-*-& 1)70,6)/) ? 4-7-,-0 *0-.=-961- ,)%4,-67A jC1 %+-%-.-1
:j = 1, n> D � %*- ? E7- xj ≥ 0 ? j = 1, n :,@/-*< jC1 %+-%-.-1 1-;*- 4,-67A
6/6 *0 4,-67A> D H-/6E0%7&- ()5-7-&-4 iC5- &69) ? +-/@E0**-0 & ,0(@/A7)70
,)%4,-' xj

,@/-*-& +- jC1@ %+-%-.@? ,)&*- aijxj
? ) 4-/6E0%7&- ()5-7-&-4

iC5- &69) ? +-/@E0**-0 & ,0(@/A7)70 ,)%4,-' &%0= ,@/-*-& :&%016 %+-%-.)C
16 > d ∑n

j=1 aijxj
:i = 1, m> D F-%4-/A4@ *) 6(5-7-&/0*60 -9*-5- 6(90/6'

6907 βi
()5-7-&-4 iC5- &69) ? 7- 9/' N 6(90/62 *0-.=-961- bi = Nβi

()5-7-C
&-4 :i = 1, m> D F-/@E0**-0 4-/6E0%7&- ()5-7-&-4 iC5- &69) *0 1-;07 .<7A
10*AL0 37-2 &0/6E6*< �

n
∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = 1, m.


)2901 &0/6E6*@ -7=-9-& D c*)E)/) -7=-9)16 .@901 %E67)7A 4@%46 1)C
70,6)/) ? 4-7-,<0 *0 '&/'87%' ()5-7-&4)16 D F/-B)9A ()5-7-&-4 iC5- &69)
+,6 jC-1 ,)%4,-0 -9*-5- ,@/-*) ,)&*) aijγi

? ) +/-B)9A ()5-7-&-4 &%0= &69-&
d ∑m

i=1 aijγi
? +/-B)9A ,@/-*) ,)&*) α D c/09-&)70/A*- ? -7=-9< +,6 ,)%4,-0

-9*-5- ,@/-*) +- jC1@ %+-%-.@ ,)&*<

cj = α −
m
∑

i=1

aijγi, j = 1, n, :PDQ >

-7=-9< +,6 ,)%4,-0 xj
,@/-*-& +- jC1@ %+-%-.@ d cjxj

? %@11),*<0 -7=-9<
-7 ,)%4,-' &%0= ,@/-*-& :&%016 %+-%-.)16> d ∑n

j=1 cjxj
D O7@ %@11@ *0-.C

=-961- 16*616(6,-&)7A D K)461 -.,)(-1 ? 1)701)76E0%4)' 1-90/A ()9)E6 -
,)%4,-0 & ,)%%1)7,6&)01-1 %/@E)0 61007 &69 �

n
∑

j=1

cjxj → min,
n

∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = 1, m; xj ≥ 0, j = 1, n
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c ′x → min, Ax ≥ b, x ≥ 0.

	 )/00 -7=-9)16 .@901 %E67)7A 7)4;0 6 ()5-7-&46 ? 4-7-,<0 *0 6%+-/AC
(@87%' 9/' 6(5-7-&/0*6' N 6(90/62 ? 7D0 D /6L*60 ()5-7-&46 D H)4 .</- +-9C
%E67)*- &<L0 ? ()5-7-&-4 iC5- &69) .@907 +-/@E0*- ∑n

j=1 aijxj
? ) 9/' 6(5-7-&C

/0*6' N 6(90/62 6= 7,0.@07%' /6LA bi
D c/09-&)70/A*- ? 4-/6E0%7&- /6L*6=

()5-7-&-4 iC5- &69) ,)&*- ∑n
j=1 aijxj − bi

:i = 1, m> ? 6= +/-B)9A ,)&*)




n
∑

j=1

aijxj − bi



 · γi (i = 1, m),

) +/-B)9A &%0= /6L*6= ()5-7-&-4 d
m
∑

i=1





n
∑

j=1

aijxj − bi



 γi.

K)461 -.,)(-1 ? & 37-1 %/@E)0 I0/0&)' f@*4I6' ()9)E6 �F .@907 6107A
%/09@8B62 &69

n
∑

j=1

cjxj +
m
∑

i=1





n
∑

j=1

aijxj − bi



 γi → min.
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	/' +,-6(&-9%7&) *04-7-,-5- %+/)&) 6%+-/A(@87 n ,)(/6E*<= L6=C

7-&<= 1)70,6)/-& Aj
? j = 1, n D � 616E0%462 %-%7)& %+/)&) -+,090/'07%'

%-90,;)*601 & *01 =616E0%46= 3/010*7-& :6/6 %-096*0*62> Bi
? i = 1, mD

G(&0%7*) 9-/' aij
=616E0%4-5- 3/010*7) Bi

& 096*6I0 L6=7-&-5- 1)70,6)/)
Aj

D ME0&69*- ? 376 +),)107,< & +-%7)*-&40 ()9)E6 9-/;*< @9-&/07&-,'7A
*0,)&0*%7&)1

m
∑

i=1

aij ≤ 1, j = 1, n,

7D4 D & L6=7-&-1 1)70,6)/0 Aj
1-5@7 %-90,;)7A%' 6 9,@560 =616E0%460 3/0C

10*7< ? 4,-10 @4)()**<= D �-7-&<2 %+/)& 9-/;0* 6107A %7,-5- -+,090/0*C
*<2 %-%7)& ? 4-7-,<2 ()9)07%' 9-/'16 βi

=616E0%46= 3/010*7-& Bi
? i = 1, mD

� %*- ? E7- 376 +),)107,< ()9)E6 9-/;*< @9-&/07&-,'7A @%/-&68
m
∑

i=1

βi = 1.

F,6 ()9)**-2 %7-61-%76 cj
096*6I< L6=7-&<= 1)70,6)/-& Aj

? j = 1, n ?*)276 4-/6E0%7&- 4);9-5- 6( *6= ? -.0%+0E6&)8B00 +-/@E0*60 ()9)**-5-
4-/6E0%7&) %+/)&) & -.�010 α +,6 16*61)/A*-2 -.B02 %7-61-%76 6%+-/AC
(@01<= L6=7-&<= 1)70,6)/-& D

�



F-%7,-61 1)701)76E0%4@8 1-90/A ()9)E6 D M.-(*)E61 E0,0( xj
4-/6C

E0%7&- L6=7-&-5- 1)70,6)/) Aj
? 6%+-/A(@01-5- 9/' +-/@E0*6' ()9)**-5-

4-/6E0%7&) %+/)&) :j = 1, n> D � %*- ? E7- xj ≥ 0 ? j = 1, n :4);9<2 6( L6=C
7-&<= 1)70,6)/-& 1-;07 6%+-/A(-&)7A%' 6/6 *0 6%+-/A(-&)7A%' > D H-/6E0C
%7&- =616E0%4-5- 3/010*7) Bi

& @4)()**-1 4-/6E0%7&0 L6=7-&-5- 1)70,6C
)/) Aj

,)&*- aijxj
? ) %@11),*-0 4-/6E0%7&- =616E0%4-5- 3/010*7) Bi

&-
&%0= L6=7-&<= 1)70,6)/)= d ∑n

j=1 aijxj
D O7- 4-/6E0%7&- 9-/;*- .<7A ,)&C

*- &0/6E6*0 bi = αβi
? 4-7-,)' +,09%7)&/'07 %-.-2 4-/6E0%7&- =616E0%4-5-

3/010*7) Bi
&- &%01 %+/)&0 -.�01) α �

n
∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, m.

c7-61-%7A L6=7-&-5- 1)70,6)/) Aj
,)&*) cjxj

? %7-61-%7A &%0= L6=7-&<=
1)70,6)/-& d ∑n

j=1 cjxj
D �0 *0-.=-961- 16*616(6,-&)7A D K)461 -.,)(-1 ?

1)701)76E0%4)' 1-90/A ()9)E6 - %+/)&)= 61007 &69 �
n

∑

j=1

cjxj → min,
n

∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, m; xj ≥ 0, j = 1, n

6/6 & &047-,*-C1)7,6E*-2 f-,10
c ′x → min, Ax = b, x ≥ 0.

�)%%1-7,61 *04-7-,<0 6(10*0*6' & +-%7)*-&40 ()9)E6 D N-C+0,&<= ? .@C
901 %E67)7A ? E7- 4-/6E0%7&- %+/)&) ? 4-7-,-0 *0-.=-961- +,-6(&0%76 ? 9-/; C
*- .<7A *0 10*AL0 -.�01) α∗

6 *0 .-/AL0 α∗ D N0/6E6*) α∗
1-;07 =),)4C

70,6(-&)7A %@11),*<2 ()4)( -7 +-7,0.670/02 ? ) &0/6E6*) α∗ d +,-5*-(6C
,@01<2 %.<7 +,-6(&-961-5- %+/)&) :α∗ ≥ α∗

> D K-59) +-/@E61 %/09@8B60
-5,)*6E0*6'

b∗i ≤
n

∑

j=1

aijxj ≤ b∗i , i = 1, m,

590 b∗i = α∗βi
? b∗i = α∗βi

? i = 1, mD
N-C&7-,<= ? +,09+-/-;61 ? E7- L6=7-&<2 1)70,6)/ Aj

1-;*- ()4@+)7A
& 4-/6E0%7&0 ? *0 +,0&<L)8B01 &0/6E6*@ d∗j

? j = 1, n D G ? 4,-10 7-5- ? @
%)1-5- +,09+,6'76' 61007%' 4);9<2 L6=7-&<2 1)70,6)/ & 4-/6E0%7&0
d∗j

? j = 1, n ? 4-7-,-0 *0-.=-961- +-/*-%7A8 6(,)%=-9-&)7A D K-59) +-/@C
E61 -5,)*6E0*6'

d∗j ≤ xj ≤ d∗j , j = 1, n.
NC7,07A6= ? +@%7A &10%7- %7-61-%76 L6=7-&<= 1)70,6)/-& ()9)*) +,6C

.</A cj
*) 096*6I@ 6%+-/A(@01-5- L6=7-&-5- 1)70,6)/) Aj

D G ()9)E) %-C
%7-67 & 1)4%616()I66 %@11),*-2 +,6.</6 �

n
∑

j=1

cjxj → max.
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04-7-,<0 107)//@,56E0%460 +,-I0%%< %-%7-'7 6( 9&@= -%*-&*<= -+0C

,)I62 � %-%7)&/0*60 %<,A0&-2 %10%6 :L6=7< > 6 +/)&46 D H)4 +,)&6/- ? &7-C
,@8 -+0,)I68 %E67)87 f64%6,-&)**-2 +- ()7,)7)1 6 &<+@%4@D K-59) +,-C
./01) +/)*6,-&)*6' 107)//@,56E0%4-5- +,-I0%%) %&-967%' 4 ()9)E0 %-%7)&C
/0*6' L6=7< % *)610*AL616 ()7,)7)16 D

	 -+@%761 ? E7- 9/' %-%7)&/0*6' L6=7< 6%+-/A(@07%' n ,)(/6E*<= &6C
9-& %<,A0&<= 1)70,6)/-& D �0,0( xj

? j = 1, n -.-(*)E61 6%+-/A(@01-0 4-C
/6E0%7&- %<,A' jC5- &69) D F,09+-/)5)07%' ()9)**<1 %/09@8B00 � +-4-1+-C
*0*7*<2 %-%7)& 4);9-5- &69) %<,A' ? 7D0 D &0/6E6*< αij

? i = 1, m? j = 1, n ?4-7-,<0 ,)&*< 9-/0 iC2 4-1+-*0*7< :=616E0%4-5- 3/010*7) 6/6 %-096*0C
*6' > & 096*6I0 jC5- &69) %<,A' � 7,0.@01<2 9/' +/)&46 %-%7)& L6=7< &
&690 9-/0&<= 4-3ff6I60*7-& γi

? i = 1, m 376= 4-1+-*0*7D N %&'(6 % 3761
9-/;*< &<+-/*'7A%' @%/-&6' 1)70,6)/A*-5- .)/)*%) 9/' 4);9-2 4-1+-C
*0*7< �

n
∑

j=1

αijxj = γi

n
∑

j=1

xj, i = 1, m :PDQ�>
:(90%A γi

∑n
j=1 xj

d 4-/6E0%7&- iC2 4-1+-*0*7< & %+/)&0 ? αijxj
d 4-/6E0%7&-

iC2 4-1+-*0*7< & jC-1 %<,A0 :i = 1, m> ? ) ? %/09-&)70/A*- ? ∑n
j=1 αijxj

d
4-/6E0%7&- iC2 4-1+-*0*7< &- &%0= &69)= %<,A' >D F0,0+6L01 :PDQ�> & &690

n
∑

j=1

(αij − γi)xj = 0, i = 1, m.

F-%4-/A4@ -+0,)I6' +/)&46 f64%6,-&)*) ? 7- f64%6,-&)*< 6 ()7,)7< L6=C
7< b ? 4-7-,<0 ,)&*< -.�01@ +,65-7)&/6&)01-2 L6=7< �

n
∑

j=1

xj = b.

F@%7A R d f64%6,-&)**<2 9-=-9 -7 +,-9@47-& +/)&46 () &<E07-1
f64%6,-&)**<= ,)%=-9-& ? cj

? j = 1, n d I0*< *) %<,A0&<0 1)70,6)/< D
K-59) +,6.</A -7 ,0(@/A7)7-& 107)//@,56E0%4-5- +,-I0%%) .@907 ,)&*)

R −
n

∑

j=1

cjxj.

F-%4-/A4@ R d f64%6,-&)**-0 E6%/- ? 7- 1)4%616()I6' +,6.</6 ,)&*-C
%6/A*) 16*616()I66 ()7,)7 *) %<,A0 D N&0901 -.-(*)E0*6' �

aij = αij − γi, i = 1, m, j = 1, n.
N ,0(@/A7)70 1)701)76E0%4)' 1-90/A ()9)E6 @+,)&/0*6' 107)//@,56E0C
%461 +,-I0%%-1 +,6*61)07 &69

n
∑

j=1

cjxj → min,
n

∑

j=1

aijxj = 0, i = 1, m;
n

∑

j=1

xj = b; xj ≥ 0, j = 1, n.
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Off0476&*-%7A &-(90/<&)*6' n 4@/A7@, Aj

? j = 1, n :& ,)%E070 *)
-96* 5047), +-%0&*-2 +/-B )96> =),)470,6(@07%' +'7A8 +-4)()70/'16 � @,-C
;)2*-%7A8 αj

Y� �U? ()7,)7)16 10=)*6(6,-&)**-5- a1j
T U� b��� �U 6 ,@E*-5-

7,@9) a2j
� Z] b��_ b� �U? +,610*0*601 -,5)*6E0%46= a3j

V� �U 6 *0-,5)*6E0C
%46= @9-.,0*62 a4j

V� �U :j = 1, n> D G1087%' 6 9,@560 +-4)()70/6 ? 4-7-,<0
*0 .@901 @E67<&)7A D G(&0%7*- ? E7- 4-/6E0%7&- +)L*6 ,)&*- b0

�U? ) ,0%@,%<
10=)*6(6,-&)**-5- 6 ,@E*-5- 7,@9) %-%7)&/'87 %--7&07%7&0**- b1

T U� b��
6 b2

�Z] b��_ b? -,5)*6E0%46= 6 *0-,5)*6E0%46= @9-.,0*62 d %--7&07%7&0*C
*- b3

6 b4
V D G(&0%7*) 7)4;0 +,6.</A pj

-7 ,0)/6()I66 -9*-5- I0*7*0,)
4@/A7@,< Aj

? j = 1, n D K,0.@07%' *)276 -+761)/A*-0 %-E07)*60 +-%0&-&
&%0= 4@/A7@, ? -.0%+0E6&)8B00 1)4%61)/A*@8 +,6.</A -7 ,0)/6()I66 +,-C
6(&090**-2 +,-9@4I66 :+,09+-/)5)07%' ? E7- &%' +,-6(&090**)' +,-9@4I6'
,0)/6(@07%' > D

F-%7,-61 1)701)76E0%4@8 1-90/A ()9)E6 D M.-(*)E61 E0,0( xj
4-/6C

E0%7&- +)L*6 :�U> ? ()*'7-0 +-9 4@/A7@,@ Aj
? j = 1, n D � %*- ? E7-

n
∑

j=1

xj = b0; xj ≥ 0, j = 1, n

:&%0 +-%0&*<0 +/-B)96 9-/;*< .<7A 6%+-/A(-&)*< ? +,6 37-1 4);9)' 4@/AC
7@,) 1-;07 /6.- &-(90/<&)7A%' ? /6.- *07 > D 	/' -%7)/A*<= +-4)()70/02
61001 -E0&69*<0 *0,)&0*%7&)

n
∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 4 :PDQ� >

:,0%@,%< *0 1-5@7 .<7A +,0&<L0*< >D F,6 @4)()**-2 @,-;)2*-%76 αj
4@/AC

7@,< Aj
6 &0/6E6*0 pj

+,6.</6 -7 ,0)/6()I66 -9*-5- I0*7*0,) 37-2 4@/AC
7@,< &0/6E6*) cj = αjpj

-(*)E)07 +,6.</A -7 -9*- 5047),) +)L*6 ? 0%/6 -*)
.@907 6%+-/A(-&)*) +-9 4@/A7@,@ Aj

? j = 1, n D K-59) %@11),*)' +,6.</A
,)&*) ∑n

j=1 cjxj
? 6 00 %/09@07 1)4%616(6,-&)7A D K)461 -.,)(-1 ? +-/@E61

1)701)76E0%4@8 1-90/A ()9)E6 - +-%0&)= �
n

∑

j=1

cjxj → max,
n

∑

j=1

xj = b0;
n

∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 4; xj ≥ 0, j = 1, n.

G(10*61 +-%7)*-&4@ ()9)E6 D F@%7A %0/A%4-=-('2%7&0**-0 +,09+,6'760 ?
+,-6(&-9'B00 +,-9@4I68 ? 61007 -.'()70/A*<2 5-%()4)( *) *04-7-,<0 &6C
9< 4@/A7@, & ,)(10,0 γ∗j

? j ∈ J1 ⊂ J = {1, 2, . . . , n} D H,-10 7-5- ? 6(C
&0%7*- +,-5*-(6,@01-0 4-/6E0%7&- γ∗

j
4@/A7@,< Aj

? j ∈ J2 ⊂ J ? 4-7-,-0
�



+,09+,6'760 %1-;07 ,0)/6(-&)7A D F-/)5)' γ∗j = 0 ? j ∈ J \ J1
� γ∗

j = 0 ?
j ∈ (J \ J2) \ J1 = J \ (J1

⋃

J2)
� γ∗

j = γ∗j
? j ∈ J1 \ J2

? &10%7- *0,)&0*%7&
xj ≥ 0 ? j = 1, n +,6901 4 *0,)&0*%7&)1

d∗j ≤ xj ≤ d∗j , j = 1, n,

590
d∗j = γ∗j/αj ; d∗j = γ∗

j /αj, j = 1, n,
4-7-,-0 %/09@07 6( *0,)&0*%7&

γ∗j ≤ αjxj ≤ γ∗
j , j = 1, n

:(90%A αjxj
d -.�01 +,-6(&090**-2 4@/A7@,< Aj

+,6 @,-;)2*-%76 αj
6

+/-B)96 xj
()*61)01-2 4@/A7@,-2 Aj

+)L*6>D
	 )/00 ? 0%/6 6%4/8E67A .0(,).-76I@ 6 .0%+,6E6**<2 +,-%7-2 %0/A%4-C

=-('2%7&0**-2 70=*646 ? 7-E*00 ? @E0%7A +-/*-0 6(,)%=-9-&)*60 7,@9-&<=
,0%@,%-& ? 7- & -5,)*6E0*6'= :PDQ� > +0,&<0 9&) *0,)&0*%7&) %/09@07 ()10C
*67A *) ,)&0*%7&) D

��� �� !����� � �������������
M9*-2 6( +,-./01 ;6&-7*-&-9%7&) '&/'07%' ������ �
���� ������

�� ������� ����� � O7) ()9)E) -7*-%67%' 4 76+)1 ()9)E - 96070 ? - %10%'= D
M*6 .</6 @;0 ,)%%1-7,0*< &<L0 D M9*)4- (90%A +-'&/'87%' *04-7-,<0
-%-.0**-%76 ? 4-7-,<0 &/04@7 () %-.-2 9-+-/*670/A*<0 -5,)*6E0*6' D

F@%7A =-('2%7&- ,)%+-/)5)07 n &69)16 4-,1-& ? ()+)%< 4-7-,<= *) +/)C
*6,@01<2 +0,6-9 %-%7)&/'87 d∗j

096*6I :j = 1, n> DG(&0%7*< %/09@8B60 =),)470,6%7646 �
a0j

d 4-/6E0%7&- 4-,1-&<= 096*6I & 096*6I0 4-,1) jC5- &69) :j =

1, n> �
aij

d 4-/6E0%7&- 096*6I iC5- +67)70/A*-5- &0B0%7&) :.0/46 ? &67)16*< ?
4)/AI62 6 7D9 D> & 096*6I0 4-,1) jC5- &69) :i = 1, m? j = 1, n> �

b0
d 16*61)/A*)' +67)70/A*)' *-,1) *) %7)9- �

bi
d 16*61)/A*-0 4-/6E0%7&- iC5- +67)70/A*-5- &0B0%7&) *) %7)9- :i =

1, m> �
cj

d %0.0%7-61-%7A 096*6I< 4-,1) jC5- &69) :j = 1, n> D
�7-.< ,)(*--.,)(67A ,)I6-* ? +,09%7)&/'07%' I0/0%--.,)(*<1 6107A

4-,1) jC5- &69) *0 10*00 d∗j
096*6I :j = 1, n> D c-5/)%*- (--70=*6E0%461

*-,1)1 ? %-E*<0 6 5,@.<0 4-,1) 9-/;*< .<7A & %--7&07%7&@8B02 +,-+-,C
I66 D F,09+-/-;61 ? E7- 4-/6E0%7&- %-E*<= 4-,1-& 9-/;*- .<7A & α ,)(
.-/AL0 5,@.<= D

F-%7,-61 1)701)76E0%4@8 1-90/A ()9)E6 D M.-(*)E61 E0,0( xj
4-/6E0C

%7&- 4-,1-& jC5- &69) ? *0-.=-961-0 9/' ()5-7-&46 *) +/)*6,@01<2 +0,6-9
�



:j = 1, n> D F@%7A x1, x2, . . . , xn1

d 4-/6E0%7&) %-E*<= 4-,1-& ? xn1+1, . . . , xnd 4-/6E0%7&) 5,@.<= 4-,1-& D G%=-9' 6( +-%7)*-&46 ()9)E6 ? +-/@E)01 1-C
90/A �

n
∑

j=1

cjxj → min,
n

∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = 0, m;

n1
∑

j=1

xj = α
n

∑

j=n1+1

xj; d∗j ≤ xj ≤ d∗j , j = 1, n

:(90%A cjxj
d %0.0%7-61-%7A jC5- 4-,1) ? ∑n

j=1 cjxj
d %0.0%7-61-%7A &%0=

4-,1-& ? 00 *@;*- 16*616(6,-&)7A � a0jxj
d 4-/6E0%7&- 4-,1-&<= 096*6I &

jC-1 4-,10 ? ∑n
j=1 a0jxj

d 4-/6E0%7&- 4-,1-&<= 096*6I &- &%0= 4-,1)= ? -*-
*0 1-;07 .<7A 10*AL0 @4)()**-2 *-,1< & b0

096*6I � aijxj
d 4-/6E0%7&-

iC5- +67)70/A*-5- &0B0%7&) & jC-1 4-,10 ? ∑n
j=1 aijxj

d 4-/6E0%7&- iC5- +6C
7)70/A*-5- &0B0%7&) &- &%0= 4-,1)= ? 37) &0/6E6*) *0 1-;07 .<7A 10*AL0
@4)()**-5- 16*61)/A*-5- 4-/6E0%7&) bi

? i = 1, m � ∑n1

j=1 xj
d 4-/6E0%7&-

%-E*<= 4-,1-& ? -*- 9-/;*- .<7A & α ,)( .-/AL0 4-/6E0%7&) ∑n
j=n1+1 xj5,@.<= 4-,1-&> D

�B0 -9*-2 ()9)E02 ; 6&-7*-&-9%7&) '&/'07%' ������ � ������	����
��� � ������������� ? 6/6 ������ � �������	���� ������� � ��
������������ �

F@%7A ()9)* ,)I6-*)/A*<2 )%%-,7610*7 ; 6&-7*-&-9E0%4-2 +,-9@4I66 ?
7D0 D 7,0.@01-0 %--7*-L0*60 10;9@ ,)(/6E*<16 76+)16 +,-9@4I66 :1'%- ?
1-/-4- ? L 0,%7A 6 7D9 D> ? 6 6(&0%7*< &-(1-;*-%76 4-,1-&-2 .)(< D K,0.@07%'
-+,090/67A %7,@47@,@ -7,)%/02 ; 6&-7*-&-9%7&) :7D0 D E6%/0**-%7A 4);9-5-
&69) %4-7)> 6%=-9' 6( 1)4%616()I66 +,-9@4I66 D

F,09+-/)5)07%' ? E7- 34-*-1*<2 ,)I6-* -74-,1) ,)(*<= &69-& %4-7)
@;0 -+,090/0* ? *)+,610, ? & %--7&07%7&66 % ()9)E02 - ,)I6-*0 ? ,)%%1-7,0*C
*-2 &<L0 D

G(&0%7*< %/09@8B60 &0/6E6*< �

aij
d *-,1) +-7,0./0*6' 4-,1) iC5- %-,7) & ,)%E070 *) -9*@ 096*6I@

%4-7) jC5- &69) :j = 1, n ? i = 1, m1
> �

bi
d ()+)%< 4-,1) iC5- %-,7) :i = 1, m1

> �
αsj

d -.�01 +,-9@4I66 ;6&-7*-&-9%7&) sC5- 76+) -7 -9*-2 5-/-&<
%4-7) jC5- &69) :j = 1, n ? s = 1, m2

> �
λ1 : λ2 : . . . : λm2

d ()9)**<2 )%%-,7610*7 ,)(/6E*<= 76+-& +,-9@4I66 D
F-%7,-61 1)701)76E0%4@8 1-90/A ()9)E6 D M.-(*)E61 E0,0( xj

:j =

1, n> 4-/6E0%7&- 5-/-& %4-7) jC5- &69) ? xn+1
d %@11),*<2 -.�01 &%02 +,-C

9@4I66 ;6&-7*-&-9%7&) ? 4-7-,<2 %/09@07 1)4%616(6,-&)7A D K-59) λsxn+1d 4-/6E0%7&- +,-9@4I66 sC5- 76+) ? +/)*6,@01-0 4 +,-6(&-9%7&@D c 9,@C
5-2 %7-,-*< ? 6%=-9' 6( 9)**<= ()9)E6 ? 00 4-/6E0%7&- ,)&*- ∑n

j=1 αsjxj
? 7D0 D

�



61001 -5,)*6E0*6'
n

∑

j=1

αsjxj = λsxn+1, s = 1, m2.

M%7)/A*<0 -5,)*6E0*6' -E0&69*< �

n
∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, m1; xj ≥ 0, j = 1, n

:+-7,0./0*60 4-,1) 4);9-5- %-,7) *0 1-;07 +,0&<%67A 6108B6=%' ()+)C
%-& � %4-7 4);9-5- &69) 1-;*- ,)(&-967A 6/6 *07> D K)461 -.,)(-1 ? +-/@C
E)01 1)701)76E0%4@8 1-90/A ()9)E6 - ,)I6-*)/A*-2 %7,@47@,0 ; 6&-7*-C
&-9%7&) �

xn+1 → max,
n

∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, m1;

n
∑

j=1

αsjxj − λsxn+1 = 0, s = 1, m2; xj ≥ 0, j = 1, n.

��� !����� �
���� �����	��������� ���������
��� �� ������	���� ����	�������� ���	���
� �����	����
N *04-7-,<= %/@E)'= 1-;*- @4)()7A *0%4-/A4- 70=*-/-56E0%46= %+-C

%-.-& :70=*-/-56E0%46= +,-I0%%-& > ? 4-7-,<0 +-C,)(*-1@ 6%+-/A(@87 +,-C
6(&-9%7&0**<0 f)47-,< :,0%@,%< > 9/' &<+@%4) -9*-,-9*-2 +,-9@4I66 D
F@%7A 9/' 6(5-7-&/0*6' -9*-,-9*-2 +,-9@4I66 6%+-/A(@07%' m f)47-,-&
+,-6(&-9%7&) D K0=*-/-56E0%462 %+-%-. 1-;*- +,09%7)&67A 4)4 �,0I0+7� ?
@4)(<&)8B62 +,-+-,I66 ? & 4-7-,<= ,)(/6E*<0 +,-9@47< 7,0.@87%' +,6
9)**-1 %+-%-.0 +,-6(&-9%7&) D K)461 -.,)(-1 ? +-9 V Z�_`] `�X�Za�XT a\`�
a`�`T �\W `YZaa`T� \W `X� �`�aV �U 6*-59) +-*61)07%' *).-, 6( m+ 1 E6%/) ?
4-7-,<0 -+,090/'87 ()7,)7< m f)47-,-& 6 &<+@%4 +,-9@4I66 +,6 096*6EC
*-2 6*70*%6&*-%76 37-5- 70=*-/-56E0%4-5- %+-%-.) D N 4)E0%7&0 X_V Z_aX��
_`aVX V Z�_`]`�X�Za�`�` \W `YZaaU E)B0 &%05- ,)%%1)7,6&)87 &,01' D N 37-1
%/@E)0 4);9<2 70=*-/-56E0%462 %+-%-. -+,090/'07%' m E6%/)16 ? =),)470C
,6(@8B616 ()7,)7< f)47-,-& & 096*6I@ &,010*6 ? 6 4-/6E0%7&-1 +,-9@4C
I66 ? &<+@%4)01-2 () 37-7 ;0 +0,6-9 D

F,09+-/-;61 ? E7- +,09+,6'760 61007 &-(1-;*-%7A 6%+-/A(-&)7A n70=*-/-56E0%46= %+-%-.-& 9/' +,-6(&-9%7&) -9*-,-9*-2 +,-9@4I66 ? +,6
37-1 ()7,)E6&)87%' m f)47-,-& D M.-(*)E61 E0,0( aij

4-/6E0%7&- iC5- f )4C7-,) ? ()7,)E6&)01-5- +,6 ,).-70 +- jC1@ 70=*-/-56E0%4-1@ %+-%-.@ () 096C
*6I@ &,010*6 :i = 1, m? j = 1, n> ? qj

:j = 1, n> d +,-6(&-9670/A*-%7A +,6
,).-70 +- jC1@ 70=*-/-56E0%4-1@ %+-%-.@ :-.�01 +,-9@4I66 ? +,-6(&-96C
1-2 +- jC1@ %+-%-.@ () 096*6I@ &,010*6 > D F@%7A bi

d -.�01 ,0%@,%-& iC5-
�



+,-6(&-9%7&0**-5- f)47-,) ? 4-7-,<1 ,)%+-/)5)07 +,09+,6'760 :i = 1, m> D
K,0.@07%' *)276 &,01' ? & 70E0*60 4-7-,-5- 6%+-/A(@07%' 4);9<2 70=*-/-C
56E0%462 %+-%-. 9/' +,-6(&-9%7&) 1)4%61)/A*-5- 4-/6E0%7&) +,-9@4I66 D
F,6 37-1 &,01' ,).-7< +- jC1@ %+-%-.@ -5,)*6E0*- &0/6E6*-2 dj

:j = 1, n> DF-%7,-61 1)701)76E0%4@8 1-90/A ()9)E6 D M.-(*)E61 E0,0( xj
:j =

1, n> 6*70*%6&*-%7A jC5- 70=*-/-56E0%4-5- %+-%-.) :&,01' ,).-7< >D K-59)
x = (x1, x2, . . . , xn)

d &047-, 6*70*%6&*-%702 &%05- +,-6(&-9%7&) D N&0901 &
,)%%1-7,0*60 1)7,6I@

A =





aij, j = 1, n

i = 1, m



 ,

4-7-,)' *)(<&)07%' T UVW XYZ[ �UVWUV ? 6 &047-, z = Ax d �Z�V`W �U�
VWUV D M.-(*)E61 E0,0( q = (q1, q2, . . . , qn)

�Z�V`W \W `X� �`�XV Z]^_`aV Z[D
K-59) q ′x d -.�01 &<+@%4) +,-9@4I66 +,09+,6'7601 D �5- %/09@07 1)4C
%616(6,-&)7A D G( +-%7)*-&46 ()9)E6 %/09@07? E7- z ≤ b ? 0 ≤ x ≤ d ? 590
b = (b1, b2, . . . , bm) ? d = (d1, d2, . . . , dn)

D K)461 -.,)(-1 ? 1)701)76E0%4)'
1-90/A ,)%%1)7,6&)01-2 ()9)E6 +,6*61)07 &69

q ′x → max, Ax ≤ b, 0 ≤ x ≤ d.

N 37-2 ()9)E0 +-9 6*70*%6&*-%7A8 xj jC5- +,-I0%%) 1-;*- .</- .<
+-*61)7A -.�01 &<+@%4) +,-9@4I66 3761 +,-I0%%-1 D K-59) aij

d ()7,)7<
iC5- f)47-,) *) 096*6I@ +,-9@4I66 ? &<+@%4)01-5- jC1 %+-%-.-1 D N 37-1
%/@E)0 qj = 1 ? j = 1, n DF,6&0901 9,@5@8 6*70,+,07)I68 ()9)E6 -+761)/A*-5- 6%+-/A(-&)*6'
70=*-/-562 ? 4-7-,)' ,)%%1)7,6&)07 *0 -96* &<+@%4)01<2 +,-9@47? ) *0C
%4-/A4- D N 4);9-1 70=*-/-56E0%4-1 %+-%-.0 -9*6 6( 376= +,-9@47-& 1-5@7
+,-6(&-967A%' ? 9,@560 ()7,)E6&)7A%' D F@%7A 7)46= +,-9@47-& .@907 m ? )
70=*-/-56E0%46= %+-%-.-& d n D K-59) +-9 j �T VZ�_`] `�X�Za�XT a\`a`�`T
�\W `YZaa`T� +-*61)07%' *).-, aj = (a1j, a2j, . . . , amj)

6( m E6%0/ ? +,6E01
0%/6 aij > 0 ? 7- iC2 7-&), & 37-1 +,-I0%%0 +,-6(&-967%' ? 0%/6 aij < 0 d
+-7,0./'07%' D S)7,6I) A & 37-1 %/@E)0 *)(<&)07%' T UVW XYZ[ \W `X��`�X �
V Z]^_`aVXD

�_V Z_aX�_`aV^� :6/6 �W `�_ZT> j ��` V Z�_`]`�X� Za�`�` \W `YZaaU *)C
(<&)07%' 7)4)' &0/6E6*) xj

? E7- aijxj
d 4-/6E0%7&- ()7,)E6&)01-5- 6/6

&<+@%4)01-5- iC5- +,-9@47) jC1 70=*-/-56E0%461 %+-%-.-1 D K)461 -.,)C
(-1 ? &0/6E6*) aij

-(*)E)07? 4)4 6 &<L0 ? 4-/6E0%7&- +,-6(&090**-5- 6/6
+-7,0./0**-5- iC5- +,-9@47) +,6 096*6E*-2 6*70*%6&*-%76 jC5- %+-%-.) D

H)4 &69*- 6( +-%/09*6= -+,090/0*62 70=*-/-56E0%46= %+-%-.-& 6 6*C
70*%6&*-%702 ? & *6= &0/6E6*< xj

4-*4,07*- *0 -+,090/0*< 6 1-5@7 -(*)C
E)7A ,)(*<0 +-*'76' D 	/' 4);9-2 4-*4,07*-2 ()9)E6 376 +-*'76' @7-EC

h�



*'87%' D F,6 37-1 &%059) 6*70*%6&*-%7A 4);9-5- 70=*-/-56E0%4-5- %+-%-.)
'&/'07%' *0-7,6I)70/A*-2 &0/6E6*-2 � xj ≥ 0 ? j = 1, n DG( 376= ;0 -+,090/0*62 %/09@07? E7- +,6 ()9)**<= 6*70*%6&*-%7'= xj:j = 1, n> 70=*-/-56E0%46= %+-%-.-& -.B62 -.�01 +,-6(&090**-5- +,09+,6C
'7601 iC5- +,-9@47) ,)&0* ∑n

j=1 aijxj
D �%/6 37) &0/6E6*) -7,6I)70/A*) ? 7-

iC2 +,-9@47 +-7,0./'07%' ? ) *0 +,-6(&-967%' D

��� �� ������������ �������� � ������	��
�� ���������
��� �������� ������

F@%7A 61007%' &-(1-;*-%7A &<+@%4) m 7-&),-& 6 +,6 37-1 6%+-/A(@C
07%' n ,)(*<= 70=*-/-56E0%46= %+-%-.-& ? 4)4 +-7,0./'8B6= ? 7)4 6 ()7,)C
E6&)8B6= 376 7-&),< D F,09+-/-; 61 ? E7- %+,-% *) iC2 7-&), ,)&0* bi

? )
%7-61-%7A ,).-7 +- +,-6(&-9%7&@ 7-&),-& jC1 70=*-/-56E0%461 %+-%-.-1
+,6 096*6E*-2 6*70*%6&*-%76 ,)&*) cj

D K,0.@07%' *)276 +/)* +,-6(&-9C
%7&) ? -.0%+0E6&)8B62 @9-&/07&-,0*60 %+,-%) % 16*61)/A*<16 ()7,)7)16 D

c-=,)*'' -.-(*)E0*6' +,09<9@B05- +@*47) 9/' 6*70*%6&*-%702 6 ()C
7,)7? &&0901 �Z�V`W VW ��`��� �UVWUV c = (c1, c2, . . . , cn)

*) &%0 70=*-C
/-56E0%460 %+-%-.< +,6 6= 096*6E*-2 6*70*%6&*-%76 6 �Z�V`W a\W `aU _U
V `�UW� b = (b1, b2, . . . , bm) D K-59) +,6 &<.,)**-1 &047-,0 6*70*%6&*-%702
x -.B60 ()7,)7< %-%7)&'7 &0/6E6*@ c ′x ? 4-7-,@8 %/09@07 16*616(6,-&)7A ?
) +-%4-/A4@ %+,-% ? +- 4,)2*02 10,0 ? %/09@07 @9-&/07&-,67A ? 7- Ax ≥ b D K)C461 -.,)(-1 ? 1)701)76E0%4)' 1-90/A ,)%%1)7,6&)01-2 ()9)E6 61007 &69

c ′x → min, Ax ≥ b, x ≥ 0.
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F@%7A 61007%' &-(1-;*-%7A +,-6(&-9%7&) n ,)(/6E*<= &69-& 6 1),-4

I010*7) D N0%A +,-I0%% %-%7-67 6( 7,0= -%*-&*<= -+0,)I62 � P> 6(5-7-&/0C
*60 +-/@f).,64)7) ? *)(<&)01-5- �]UT `T ? & %<,A0&-2 10/A*6I0 :9/' 37-C
5- 7,0.@07%' %<,A0 � 6(&0%7A ? 5/6*) ? &-9)> � Q> -.; 65 L/)1) &- &,)B)8B02C
%' I010*7*-2 10/A*6I0 6 +-/@E0*60 & ,0(@/A7)70 9,@5-5- +-/@f).,64)7)
�]X_�ZWU� R> +-1-/ 4/6*40,) & 7,07A02 10/A*6I0 % 9-.)&/0*601 �X\aU 6
�WU_�]U�U 9/' +-/@E0*6' I010*7) -+,090/0**-2 1),46 D H);9)' 6( 10/AC
*6I +,6 +,-6(&-9%7&0 I010*7) ,)%=-9@07 3/047,-3*0,568 D

	/' @+,-B0*6' 1-90/6 %E67)01 ? E7- +0,&<0 9&0 -+0,)I66 f64%6,-C
&)*< ? 7D0 D f64%6,-&)*< ()7,)7< %<,A' 6 &<+@%4 +,-9@4I66 +0,&<= 9&@=
10/A*6I D �@901 =),)470,6(-&)7A 6= 9&@1' +),)107,)16 � +,090/A*<1 -.� C
01-1 r∗1

:V� abV> &<+@%4) 4/6*40,) 6 ()7,)7)16 p1
:V� abW b _U V `__� �]X_ �

�ZWU> D
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K,0762 @E)%7-4 %-%7-67 6( -9*-76+*<= 10/A*6I ? 4-7-,<0 1-5@7 &<C
+-/*'7A n ,)(/6E*<= -+0,)I62 :+- 4-/6E0%7&@ 1),-4 I010*7)> D

F,6 7)4-1 @+,-B0**-1 -+6%)*66 ()9)E@ +/)*6,-&)*6' &<+@%4) I010*C
7) ,)(/6E*<= 1),-4 1-;*- ,)%%1)7,6&)7A 4)4 ()9)E@ &<.-,) 6*70*%6&*-C
%702 n 70=*-/-56E0%46= %+-%-.-& ? -+,090/'8B6= &<+@%4 I010*7) n 1),-4 ?
+,6E01 () 6*70*%6&*-%7A 4);9-5- %+-%-.) +,6*61)87 &,01' ,).-7< 10/AC
*6I *) 4);9-2 6( n &-(1-;*<= -+0,)I62 D

M.-(*)E61 E0,0( zj
? j = 1, n @4)()**<0 6*70*%6&*-%76 :V� a b�Ua> D

	/' -+6%)*6' 4);9-2 -+0,)I66 6%+-/A(@87%' *-,1)76&*<0 9)**<0 �
αj

:j = 1, n> d &<+@%4 I010*7) jC2 1),46 +,6 096*6E*-2 6*70*%6&*-C
%76 :4-/6E0%7&- 7<% D 7-** I010*7) jC2 1),46 ? &<+@%4)01-5- () 7<% D E)%-&
,).-7< 10/A*6I< > �

γ1j
:j = 1, n> d 9-/' :+- &0%@ > 4/6*40,) ?

γ2j
:j = 1, n> d 9-/' 56+%) ?

γ3j
:j = 1, n> d 9-/' 5,)*L/)4) & I010*70 jC2 1),46 :&%0 &0/6E6*<

.0,@7%' 6( ,0I0+7@,< I010*7) jC2 1),46 > �
a1j

:j = 1, n> d ()7,)7< 4/6*40,) +,6 096*6E*-2 6*70*%6&*-%76 jC5-%+-%-.) ?
a2j

:j = 1, n> d ()7,)7< 56+%) ?
a3j

:j = 1, n> d ()7,)7< 5,)*L/)4) :&0/6E6*< ,)%%E67<&)87%' +- αj6 γij
+- f-,1@/)1 aij = αjγij

> �
a4j

:j = 1, n> d %@11),*<0 *-,1)76&*<0 ()7,)7< :& %7-61-%7*-1 &<C
,);0*66> 3/047,-3*0,566 6 10/8B6= 70/ �

T d ,0%@,% &,010*6 10/A*6I D
H,-10 7-5- ? ()9)*< � -7+@%4*<0 I0*< I010*7-& dj

? j = 1, n� ()7,)7< *)
6%+-/A(@01-0 %<,A0 pi

? i = 1, 4 :4/6*40, ? 56+% ? 5,)*L/)4 ? 3/047,-3*0,56' > �
-5,)*6E0*6' %*6(@ +- &<+@%4@ q∗j

? j = 1, n � +,090/A*<2 -.�01 &<+@%4)
4/6*40,) r∗1

D
N&0901 %/09@8B60 +0,010**<0 � qj

d -.�01 &<+@%4) I010*7) jC2 1),46 ?
j = 1, n � ri

d ()7,)7< %--7&07%7&0**- 56+%) ? 5,)*L/)4) 6 3/047,-3*0,566 ?
i = 2, 4Dc7)&67%' ()9)E) 1)4%616()I66 9-=-9) I010*7*-5- ()&-9) D F-9 9-=-9-1
& 9)**-1 %/@E)0 +-*61)07%' ,)(*-%7A 10;9@ -.�01-1 &<+@%4) & %7-61-%7C
*-1 &<,);0*66 6 6(90,; 4)16 *) %<,A0 D c @E07-1 &&090**<= -.-(*)E0*62
1)701)76E0%4)' 1-90/A 37-2 ()9)E6 61007 &69

n
∑

j=1

djqj −
4

∑

i=2

piri − p1r
∗
1 → max, qj = αjzj ≥ q∗j, j = 1, n; :PDQ� >

ri =
n

∑

j=1

aijzj, i = 1, 4; r1 ≤ r∗1;
n

∑

j=1

zj ≤ T.
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G%4/8E61 6( ()9)E6 :PDQ� > +0,010**<0 qj
? j = 1, n ? 6 ri

? i = 2, 4 D 	/'37-5- &-%+-/A(@01%' &<,);0*6'16 9/' 376= +0,010**<= E0,0( +0,010**<0
zj
? j = 1, n 6( 37-2 ()9)E6 ? ) 7)4;0 &&0901 -.-(*)E0*60 cj = djαj−

∑4
i=2 piaij

?
j = 1, n D N0/6E6*) cj

-(*)E)07 9-=-9 ? +-/@E)01<2 -7 jC5- 70=*-/-56E0%4-C
5- %+-%-.) +,6 05- 096*6E*-2 6*70*%6&*-%76 :.0( @E07) ()7,)7 *) 6(5-C
7-&/0*60 4/6*40,)> D F-%4-/A4@ &0/6E6*) p1r

∗
1
f64%6,-&)*) ? 7- 00 1-;*-

-+@%767A 6 @E0%7A & 67-5-&-1 ,0(@/A7)70 +-%/0 ,0L0*6' ()9)E6 D K)461 -.C
,)(-1 ? ()9)E) :PDQ� > 34&6&)/0*7*) %/09@8B02 34%7,01)/A*-2 ()9)E0 �

n
∑

j=1

cjzj → max,
n

∑

j=1

a1jzj ≤ r∗1;
:PDR� >

n
∑

j=1

zj ≤ T ; zj ≥
q∗j
αj

, j = 1, n.
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N +,09<9@B01 +@*470 -+-,) ()10*'/)%A & 1-10*7? 4-59) +-'&/'/%'

+0,&<2 *@/A σ1 @ *0-+-,*<= 4-1+-*0*7 4-+/)*) δj
? j ∈ J� D O7- %&-2%7&- 6

9)/- *)(&)*60 +,)&6/@ 4-,-74-5- L)5) D
J90%A % I0/A8 +-&<L0*6' 3ff0476&*-%76 107-9) ,)%%1)7,6&)07%' &-(C

1-; *-%7A 9)/A*02L05- 9&6;0*6' &9-/A t 9- +-/*-2 ,0/)4%)I66 9&-2%7&0*C
*-2 I0/0&-2 f@*4I66 D 	/' 37-5- +,09&),670/A*- &<'%*61 =),)470, +-&0C
90*6' f@*4I66 ϕ(λ) ? σ ≥ 0 ? +,6 9)/A*02L01 9&6;0*66 &9-/A t DF,09+-/-;61 %*)E)/) ? E7- {x, J��} d 9&-2%7&0**- *0&<,-;90**<2
-+-,*<2 +/)* ? 6 & 7-E40 σ = σ1 & *@/A -.,)B )07%' /6LA -9*) 4-1+-C
*0*7) &047-,) δ� � δj1 = 0 � δj 6= 0 ? j ∈ J� \ j1

D K-59) & 9&-2%7&0**-2 I0/0&-2
f@*4I66

ϕ(λ) = b
′

y − d
′

∗v + d∗
′

w

+,6 +,0=-90 E0,0( 7-E4@ σ = σ1 = σj1
*),@L)07%' /6*02*<2 ()4-* +-&090C

*6' 7-/A4- @ -9*-5- &<,);0*6'

ξj1(σ) = −d∗j1vj1 + d∗j1wj1.
:Q D� >

G%%/09@01 37@ f@*4I68 D � E67<&)' :Q De� > ? &6961 ? E7- :Q D�> d 37-
*0+,0,<&*)' 4@%-E*-C/6*02*)' f@*4I6' ? 00 5,)f64 61007 6(/-1 & 7-E40
σ = σ1 ? 4-7-,-1@ %--7&07%7&@07 %4)E-4 %4-,-%76 6(10*0*6' ξj1(σ) ? ,)&*<2

∆αξ
j1

=







(d∗j1 − d∗j1)tj1 > 0 +,6 δj1 = ∆j1 < 0, tj1 > 0;

(d∗j1 − d∗j1)tj1 > 0 +,6 δj1 = ∆j1 > 0, tj1 < 0.

K)461 -.,)(-1 ? +,6 +0,0=-90 E0,0( σ = σ1 %4-,-%7A 6(10*0*6' f@*4C
I66 :Q D�> +-/@E)07 +-/-; 670/A*-2 +,6,)B0*60

∆αξ
j1

= (d∗j1 − d∗j1)|tj1|.

�)%%1-7,61 70+0,A %67@)I68 ? 4-59) *) 9&-2%7&0**- *0&<,-;90**-1
-+-,*-1 +/)*0 {x, J��} & 7-E40 σ = σ1 -.,)B )07%' & *@/A -9*-&,010**-
*0%4-/A4- 4-1+-*07 &047-,) δ� ? σ ≥ 0 D M.-(*)E61 E0,0(

J1 = {j ∈ J�: δj = 0 +,6 σ = σ1}.

K0+0,A & 7-E40 σ = σ1 6(10*'07%' ()4-* +-&090*6' @ &%0= f@*4I62

ξj(σ) = −d∗jvj + d∗jwj, j ∈ J1, σ ≥ 0.

N 9&-2%7&0**@8 I0/0&@8 f@*4I68 @4)()**<0 f@*4I66 &=-9'7 )99676&*-
6 )*)/-56E*- f@*4I66 :Q D� > D F-37-1@ %4)E-4 ∆α1 ? 4-7-,<2 6%+<7<&)07 &
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7-E40 σ = σ1 %4-,-%7A 6(10*0*6' f@*4I66 ϕ(λ) %4/)9<&)07%' 6( %4)E4-&
%4-,-%702 f@*4I62 ξj(σ) ? j ∈ J1

? 7D0 D

∆α1 =
∑

j∈J1

∆αξ
j =

∑

j∈J1

(d∗j − d∗j)|tj|.

	 &-2%7&0**)' I0/0&)' f@*4I6' ϕ(λ) ? σ ≥ 0 ? +-%/0 7-E46 σ = σ1 &0907
%0.' &9-/A t /6*02*- -7*-%670/A*- σ 6 6(10*'07%' %- %4-,-%7A8

α1 = α0 + ∆α1,

590 α0 d +-9%E67)**)' +- f-,1@/0 :Q D��> %4-,-%7A 6(10*0*6' 9&-2%7&0*C
*-2 I0/0&-2 f@*4I66 *) @E)%740 0 ≤ σ < σ1 D O7-7 ()4-* %-=,)*'07%' 9-
+-'&/0*6' %/09@8B05- *@/' σ2 @ f@*4I62 δj

? j ∈ J� DF@%7A σk−1 ? σk � 0 < σk−1 < σk ? d 9&) +,-6(&-/A*<= %-%09*6= *@/'
@ f@*4I62 δj

? j ∈ J� � αk−1 d %4-,-%7A 6(10*0*6' 9&-2%7&0**-2 I0/0&-2
f@*4I66 *) @E)%740 σk−1 ≤ σ < σk ? Jk = {j ∈ J�: δj = 0 +,6 σ = σk} D N7-E40 σ = σk %4-,-%7A 6(10*0*6' 9&-2%7&0**-2 I0/0&-2 f@*4I66 +-/@E)07
+-/-; 670/A*-0 +,6,)B0*60

∆αk =
∑

j∈Jk

(d∗j − d∗j)|tj|

6 *) -7,0(40 σk ≤ σ < σk+1 %7)*-&67%' ,)&*-2

αk = αk−1 + ∆αk.

K0+0,A +,6%7@+61 4 +-%7,-0*68 *-&-2 ,0)/6()I66 %=01< :Q DQ> D H)4
+-4)()*- & + DQ DR ? +,6 ,0/)4%)I66 9&-2%7&0**-2 I0/0&-2 f@*4I66 @10*AC
L)07%' 10,) *0-+761)/A*-%76 %--7&07%7&@8B02 -+-,< D F-37-1@ *)2901
7)4@8 7-E4@? & 4-7-,-2 f@*4I6' ϕ(λ) 9-%765)07 16*61@1) +,6 9&6;0*66
&9-/A t D �@*4I6' ϕ(λ) 9-%765)07 16*61@1) & 7-E40 σ = σk0

? 590 k0
d 7)4-0

E6%/- ? E7-
αk0−1 < 0, αk0 ≥ 0 :Q D��>

:E6%/- k0
&%059) %@B0%7&@07? 7D4 D inf ϕ(λ) > −∞> D

F- +-%7,-0*68 ?

ϕ(λ) = ϕ(λ) +
k0−1
∑

k=0

αk(σk+1 − σk), σ0 = 0. :Q D�� >

M%7)/-%A +-%7,-67A -+-,@ � J �� = (J�� \ j0) ∪ j∗
D S-5@7 ,0)/6(-&)7A%'

9&0 &-(1-;*-%76 � P> |Jk0
| = 1 ? Q> |Jk0

| > 1 DN +0,&-1 %/@E)0 1*-;0%7&- Jk0

%-%7-67 6( -9*-5- 3/010*7) ? 4-7-,<2 6
&-(A101 & 4)E0%7&0 j∗

D
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N %/@E)0 Q> 3/010*7< 1*-;0%7&) Jk0

@+-,'9-E61 +,-6(&-/A*<1 -.,)C
(-1 :*)+,610, ? +- 6= &-(,)%7)*68 > �

s1, s2, . . . , sq;
q
⋃

i=1

si = Jk0
; s1 < s2 < · · · < sq,

:Q D�� >

7D0 D %E67)01 ? E7- & 7-E40 σ = σk0
4-1+-*0*7) δs1

9-%765)07 *@/' +0,&-2 ? δs2d &7-,-2 6 7D9 D F0,0.6,)' 6*904%< 6( Jk0

& +-,'940 :Q D�� > ? *)2901 6*904%
sp
? 9/' 4-7-,-5-

αsp−1
= αk0−1 +

p−1
∑

i=1
(d∗si

− d∗si
)|tsi

| < 0;

αsp
= αsp−1

+ (d∗sp
− d∗sp

)|tsp
| ≥ 0.

G( :Q D��> %/09@07? E7- 6*904% sp
&%059) %@B0%7&@07D F-/-; 61 j∗ = sp

D H)4
6 & + DQ De DQ +-4)(<&)07%' ? E7- J �� d -+-,) ? λ d %-+,-&-;9)8B62 00 9&-2C
%7&0**<2 +/)* D c=01) :Q DQ> +-/*-%7A8 ,0)/6(-&)*) D

M+6%)**@8 & 9)**-1 +@*470 +,-I09@,@ ()10*< -+-,< *)(-&01 +,)&6C
/-1 9/6**-5- L)5) D M*) +,6 k0 = 1 +0,0=-967 & +,)&6/- 4-,-74-5- L)5) D

J)10*-2 J�� → J �� ()4)*E6&)07%' &7-,)' E)%7A 670,)I66 {x, J��} →
{x, J ��} )9)+76&*-5- 107-9) % 9/6**<1 L)5-1 D

c-5/)%*- :Q D��> ? -I0*4) %@.-+761)/A*-%76

β(x, J ��) = (1 − θ0)β(x, J��) +
k0−1
∑

k=0

αk(σk+1 − σk), σ0 = 0.

�%/6 β(x, J ��) ≤ ε ? 7- +,-I0%% ,0L0*6' ()&0,L )07%' *) εC-+761)/A*-1+/)*0 x D F,6 β(x, J ��) > ε +0,0=-961 4 *-&-2 670,)I66 % *-&<1 -+-,*<1
+/)*-1 {x, J ��} DF@%7A 70+0,A {x, J��} d 9&-2%7&0**- &<,-;90**<2 -+-,*<2 +/)* D F,6
+-%7,-0*66 %-+,-&-;9)8B05- +%0&9-+/)*) 1*-;0%7&- {j ∈ J�: δj = 0},)(.6&)/-%A *) 9&0 E)%76 :-9*) E)%7A 6*904%-& &4/8E)/)%A & J+� ? 9,@5)'d & J−� > D H);9<2 �+0,0=-9 E0,0( *@/A� � δj = 0 ? tj < 0 ? j ∈ J+� ? 6/6 δj = 0 ?
tj > 0 ? j ∈ J−� ? &<(<&)07 %4)E-4 %4-,-%76 6(10*0*6' 9&-2%7&0**-2 I0/0&-2
f@*4I66 @;0 & 7-E40 σ = σ1 = σ0 = 0 �

∆α1 = ∆α0 =
∑

j∈J1=J0

(d∗j − d∗j)|tj| ≥ 0,

590 J0 = {j ∈ J+� : δj = 0, tj < 0} ∪ {j ∈ J−� : δj = 0, tj > 0} DF-37-1@ & %/@E)0 9&-2%7&0**-2 &<,-;90**-%76 �*)E)/A*)' � %4-,-%7A
6(10*0*6' 9&-2%7&0**-2 I0/0&-2 f@*4I66 :7D0 D %4-,-%7A *) �*)E)/A*-1�

@E)%740 0 = σ0 = σ1 ≤ σ < σ2> ,)&*)
α1 = −|�j0 − xj0| +

∑

j∈J0

(d∗j − d∗j)|tj|.

�%/6 J0 6= ∅ ? 7- 1-;07 -4)()7A%' ? E7- α1 ≥ 0 ? 7D0 D σ∗ = σ1 = σ0 = 0 D
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G(/-;0**<2 &<L0 )/5-,671 *)(<&)07%' )9)+76&*<1 6(C() 05- %&-2C

%7&) 6%+-/A(-&)7A &%8 *)E)/A*@8 6 704@B@8 6*f-,1)I68 9/' 3ff0476&C
*-5- +-%7,-0*6' %@.-+761)/A*<= +/)*-& D O7-7 107-9 +,6*)9/0; 67 4 7-1@
;0 4/)%%@? E7- 6 +,'1-2 %61+/04%C107-9 D M9*)4- @*6&0,%)/A*<2 %61+/04%C
107-9 -./)9)07 ,'9-1 *09-%7)74-& D

P> D M* 6%+-/A(@07 *) %&-6= 670,)I6'= &0%A1) %+0I6f6E0%460 .)(6%*<0
+/)*< ? @ 4-7-,<= &%0 *0-+-,*<0 :*0.)(6%*<0> 4-1+-*0*7< 4,676E0%460
:5,)*6E*<0> D G +-37-1@ %61+/04%C107-9 *0 1-;07 6%+-/A(-&)7A =-,-L@8
*)E)/A*@8 6*f-,1)I68 ? 4-7-,@8 1-5@7 9)7A %+0I6)/6%7<C34%+0,7< & 9)*C
*-2 +,)476E0%4-2 -./)%76 D K,@9*- -; 69)7A ? E7- *)E)/A*<2 +/)* 34%+0,C
7-& ? 4-7-,<2 9-&-/A*- E)%7- -4)(<&)07%' ./6(461 4 -+761)/A*-1@? .@907
6107A 7)4-2 %+0I6f6E0%462 &69 D

Q> D c+0I6f6E*-%7A .)(6%*-5- +/)*) & 4/)%%6E0%4-1 %61+/04%C107-90 *0
+-(&-/'07 -I0*67A 05- *) ./6(-%7A 4 -+761)/A*-1@ +- (*)E0*68 I0/0&-2
f@*4I66 D G +-37-1@ 9/' -%7)*-&) +,-I0%%) ,0L0*6' 6%+-/A(@07%' 7-/A4-
4,670,62 -+761)/A*-%76 ? 7D0 D +,-I0%% ,0L0*6' +,-9-/;)07%' 9- +-/@E0C
*6' -+761)/A*-5- +/)*) D 
) +,)47640 ;0 E)%7- 9-%7)7-E*- +,6 ()9)**-2
5),)*76,-&)**-2 -I0*40 4)E0%7&) ε +-/@E67A εC-+761)/A*<2 +/)* D N 37-1
%/@E)0 1-5@7 %@B0%7&0**- @10*AL67A%' ()7,)7< *) ,0L0*60 ()9)E6 D K01
.-/00 ? E7- & .-/AL-1 4-/6E0%7&0 ()9)E -%*-&*-2 +,6,-%7 (*)E0*6' I0/0&-2
f@*4I66 +,6=-967%' *) +0,&<0 670,)I66 D F-%/09@8B60 670,)I66 /6LA
&<.6,)87 1)/<2 +,-I0*7 37-5- (*)E0*6' D N ,0(@/A7)70 4,-10 @&0/6E0*6'
+,-9-/;670/A*-%76 +,-I0%%) ,0L0*6' &-(1-;*- +-/@E0*60 6(C() *)4-+/0C
*6' -L6.-4 -4,@5/0*6' &10%7- -+761)/A*-5- +/)*) *04-7-,-5- &047-,) ?
&--.B0 &0%A1) 9)/04-5- -7 +/)*) ()9)E6 D

R> D G(C() %&-02 %+0I6f6E*-%76 %61+/04%C107-9 7,@9*- +,6%+-%-.67A 4
()9)E)1 -+761)/A*-5- @+,)&/0*6' D

�*)/6( 4/)%%6E0%4-5- %61+/04%C107-9) % @4)()**<= +-(6I62 +,6&0/
4 %-(9)*68 *-&<= 107-9-& �F D F,0;90 &%05- ? & *)E)/A*-2 6*f-,1)I66
3/010*7< ,)(*-2 +,6,-9< d +/)* 6 -+-,) :.)(6%> d .</6 -790/0*< 9,@5
-7 9,@5) D 
-&<2 -.�047 d -+-,*<2 +/)* d 0%70%7&0**-0 -.-.B0*60 +-*'C
76' .)(6%*-5- +/)*) D F-%7,-0**<2 *) -%*-&0 *-&-5- +-*'76' +,'1-2 -+-,C
*<2 107-9 ? 670,)I66 4-7-,-5- 1)4%61)/A*- ./6(46 4 670,)I6'1 %61+/04%C
107-9) ? +-(&-/'/ 6%+-/A(-&)7A /8.@8 *)E)/A*@8 6*f-,1)I68 6 9)&)/
&-(1-;*-%7A -%7)*-&) +,-I0%%) ,0L0*6' +- 9-%76;0*66 εC-+761)/A*-5-+/)*) D M9*)4- ? 4)4 6 & %61+/04%C107-90 ? & +,'1-1 -+-,*-1 107-90 *)+,)&C
/0*60 @/@EL0*6' +/)*) .</- 3/010*7),*<1 :*) 4);9-2 670,)I66 6(10*'C
/)%A 7-/A4- -9*) *0-+-,*)' 4-1+-*0*7) +/)*)>D O7- *)+,)&/0*60 %--7&07C
%7&@07 1)4%61)/A*-2 %4-,-%76 6(10*0*6' I0/0&-2 f@*4I66 &9-/A 3/010*C
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7),*-5- *)+,)&/0*6' D
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û
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? j ∈ Ĵ � *0-+-,*<0 4-1+-*0*7<

%-+,-&-;9)8B05- +%0&9-+/)*) ˆ� � ˆ� j = d̂∗j
+,6 ∆̂j ≤ 0 � ˆ� j = d̂∗j

+,6 ∆̂j ≥ 0 ?
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