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Предисловие

Теория групп — один из центральных разделов совре-
менной алгебры, активно разрабатываемый в Беларуси в
настоящее время в научных школах Минска, Гомеля, Ви-
тебска, Новополоцка, Могилева и Мозыря. Однако учеб-
ных изданий в Республике Беларусь, посвященных осно-
вам теории конечных групп, до сих пор не было.

Данная книга — расширенная запись лекций по тео-
рии конечных групп, читаемых автором на математиче-
ском факультете Гомельского государственного универ-
ситета им. Ф. Скорины начиная с 1986/87 учебного года
в рамках специализации "Алгебра и теория чисел". Для
понимания достаточно знать начальные разделы вузов-
ской алгебры: матрицы, отображения, перестановки, по-
ля, векторные пространства.

Книга состоит из пяти глав. Материалы первых трех
глав полностью охватывают ту часть типовой програм-
мы университетского курса "Алгебра и теория чисел ко-
торая касается теории групп. В связи с этим данное
учебное пособие может быть рекомендовано студентам-
математикам при изучении курса "Алгебра и теория чи-
сел". Четвертая и пятая главы могут оказаться полезны-
ми аспирантам специальности 01.01.06 — математическая
логика, алгебра и теория чисел при подготовке к сдаче
кандидатского экзамена.

При подборе материала автор использовал мето-
дики построения текстов лекций по теории групп
С.А.Чунихина и Л.А.Шеметкова, а также отдельные
фрагменты книг Гашюца [6] и Хупперта [7].

Более углубленно изучить различные разделы теорию
конечных групп и их классов читатель может по моногра-
фиям и обзорным статьям, указанным в списках литера-
туры.

Автор выражает искреннюю благодарность
члену–корреспонденту НАН Беларуси профессору
Л.А.Шеметкову и профессору В.А.Ведерникову за мно-
гочисленные полезные советы, способствующие улуч-
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шению качества излагаемого материала. Автор также
благодарен рецензентам — коллективу кафедры высшей
алгебры Белорусского государственного университета,
возглавляемому профессором О.И.Тавгенем, профессору
этой кафедры О.В.Мельникову, заведующему кафедрой
прикладной математики Полоцкого государственного
университета профессору Э.М.Пальчику — за конструк-
тивные замечания, и кандидату физико-математических
наук И.В.Близнецу — за помощь в подготовке рукописи
книги к изданию.

Автор
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Условные обозначения

N — множество всех натуральных чисел
Z — множество всех целых чисел
Q — множество всех рациональных чисел
R — множество всех действительных чисел
C — множество всех комплексных чисел
Zp — поле классов вычетов по простому модулю p
{α | β} — множество всех α для которых выполняется β
π — некоторое множество простых чисел
π′ — дополнение к π во множестве всех простых чисел
G — группа
|G| — порядок группы G
e — единичный элемент группы G
E — единичная подгруппа и единичная группа
π(G) — множество всех простых делителей порядка груп-

пы G
Z(G) — центр группы G
Φ(G) — подгруппа Фраттини группы G
F (G) — подгруппа Фиттинга группы G
G′ — коммутант группы G
CG(H) — централизатор подгруппы H в группе G
NG(H) — нормализатор подгруппы H в группе G
Aut G — группа всех автоморфизмов группы G
Inn G — группа всех внутренних автоморфизмов группы

G
H ≤ G — H — подгруппа группы G
H < G — H — собственная подгруппа группы G
M < · G — M — максимальная подгруппа группы G
H ⊳ G — H — нормальная подгруппа группы G
H ⊳ ⊳G — H — субнормальная подгруппа группы G
H ·✁ G—H — минимальная нормальная подгруппа группы

G
|G : H | — индекс подгруппы H в группе G
π(G : H) = π(|G : H |)
A×B — прямое произведение подгрупп A и B
[A]B — полупрямое произведение нормальной подгруппы

A и подгруппы B
〈. . .〉 — подгруппа, порождённая некоторым множеством

элементов или подгрупп
[x, y] = x−1y−1xy — коммутатор элементов x, y ∈ G
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Ax = x−1Ax — множество, сопряженное с множеством A
посредством элемента x

A ≃ B — группы A и B изоморфны
Epn — элементарная абелева группа порядка pn

Dn — диэдральная группа порядка n
Q8 — группа кватернионов порядка 8
Zn — циклическая группа порядка n
Sn — симметрическая группа степени n
An — знакопеременная группа степени n
GL(n, P ) — полная линейная группа степени n над полем

P
SL(n, P ) — специальная линейная группа степени n над

полем P
PGL(n, P ) — проективная полная линейная группа степе-

ни n над полем P
PSL(n, P ) — проективная специальная линейная группа

степени n над полем P
G — класс всех конечных групп
A — класс всех абелевых групп
N — класс всех нильпотентных групп
U — класс всех сверхразрешимых групп
S — класс всех разрешимых групп
� — начало доказательства теоремы, леммы, следствия, а

также решения примера
⊠ — окончание доказательства теоремы, леммы, след-

ствия, а также решения примера
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1. ГРУППЫ И ИХ ПОДГРУППЫ

1.1. Группы. Примеры групп

Бинарной алгебраической операцией на множестве X
называют отображение декартова квадрата X × X в X.
Если ϕ : X × X → X — бинарная операция на X, то
каждой упорядоченной паре (a, b) элементов из X соот-
ветствует однозначно определенный элемент c = ϕ(a, b).
Бинарную операцию на X обозначают одним из следую-
щих символов: +, ·,⊕, ◦,⊗, ∗ и т.д. Если вместо ϕ условим-
ся писать ◦, то вместо c = ϕ(a, b) следует писать c = a◦ b.

Наиболее часто используются две формы записи опе-
рации: аддитивная и мультипликативная. При аддитив-
ной форме записи операцию называют сложением и вме-
сто c = a ◦ b пишут c = a + b. При мультипликативной
форме записи операцию называют умножением и вместо
c = a ◦ b пишут c = a · b или c = ab. В дальнейшем, при
изложении теории, будем использовать мультипликатив-
ную форму записи.

Говорят, что на множестве X определена бинарная
операция (умножение), если ab ∈ X для всех a, b ∈ X.
Если a(bc) = (ab)c для всех a, b, c ∈ X, то операция на-
зывается ассоциативной. Если ab = ba для всех a, b ∈ X,
то операция называется коммутативной. Элемент e ∈ X
называется единичным, если ae = ea = a для всех a ∈ X.
Обратным к элементу a называется такой элемент a−1,
что aa−1 = a−1a = e.

Полугруппой называется непустое множество P с би-
нарной алгебраической операцией (умножение), которая
удовлетворяет следующим двум требованиям: операция
определена на P , т.е. ab ∈ P для всех a, b ∈ P ; операция
ассоциативна, т.е. a(bc) = (ab)c для любых a, b, c ∈ P .

Теорема 1.1. В полугруппе может быть не более
одного единичного элемента. Если в полугруппе имеется
единичный элемент, то каждый элемент обладает не
более, чем одним обратным.
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Группы и их подгруппы

� Пусть e1 и e2 — единичные элементы. Тогда e1e2 =
e1, поскольку e2 — единичный элемент, и e1e2 = e2, так
как e1 — единичный элемент. Поэтому e1 = e2. Пусть
теперь e— единичный элемент. Предположим, что a1 и a2
— обратные к a элементы, т.е. a1a = aa1 = e = a2a = aa2.
Тогда a1 = a1e = a1(aa2) = (a1a)a2 = ea2 = a2.

Теорема 1.2. В полугруппе результат применения
операции к нескольким элементам не зависит от спосо-
ба распределения скобок.

� Пусть a1, a2, . . . , an — элементы мультипликатив-
ной полугруппы P . Не меняя порядка следования эле-
ментов, можно разными способами вычислять их произ-
ведение. Для n ≤ 4 составим следующие произведения:

a1 при n = 1;
a1a2 при n = 2;
(a1a2)a3, a1(a2a3) при n = 3;
((a1a2)a3)a4, (a1(a2a3))a4, a1((a2a3)a4), a1(a2(a3a4)),
(a1a2)(a3a4) при n = 4.
Поскольку операция ассоциативна, то (a1a2)a3 =

a1(a2a3). Для n = 4, используя свойство ассоциативности,
легко проверить, что все пять произведений совпадают.

Продолжим доказательство индукцией по n. Счита-
ем, что для числа элементов, меньшего n, справедливость
утверждения установлена. Нам нужно показать, что

(a1 . . . ak)(ak+1 . . . an) = (a1 . . . al)(al+1 . . . an)

при любых k и l, 1 ≤ k, l ≤ n − 1. По предположению
индукции произведения внутри скобок вычисляются
однозначно. Пусть k > l. Тогда (a1 . . . ak)(ak+1 . . . an) =
= ((a1 . . . al)(al+1 . . . ak))(ak+1 . . . an) = (a1 . . . al)×
×((al+1 . . . ak)(ak+1 . . . an)) = (a1 . . . al)(al+1 . . . an). ⊠

Теорема 1.2 позволяет использовать в полугруппах
знак кратного умножения:

a1a2 =

2∏

i=1

ai, a1a2a3 =

3∏

i=1

ai, . . . , a1a2...an =

n∏

i=1

ai.

В частности, при a1 = a2 = . . . = an = a произведе-
ние aa . . . a обозначают через an и называют n-й степе-
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Группы. Примеры групп

нью элемента a. Следствием теоремы 1.2 являются ра-
венства:

anam = an+m, (an)m = anm, (1.1)

справедливые для всех натуральных n и m. В полу-
группе P с единицей e для любого a ∈ P полагают
a0 = e. Заметим еще, что если ab = ba, то (ab)n =
anbn для всех натуральных n, что легко проверяется ин-
дукцией по n.

Группой называется непустое множество G с бинар-
ной алгебраической операцией (умножением), которая
удовлетворяет следующим требованиям:

1) операция определена на G, т.е. ab ∈ G для всех
a, b ∈ G;

2) операция ассоциативна, т.е. a(bc) = (ab)c для лю-
бых a, b, c ∈ G;

3) в G существует единичный элемент, т.е. такой эле-
мент e ∈ G, что ae = ea = a для всех a ∈ G;

4) каждый элемент обладает обратным, т.е. для лю-
бого a ∈ G существует такой элемент a−1 ∈ G, что
aa−1 = a−1a = e.

Более кратко, полугруппа с единицей, в которой каж-
дый элемент обладает обратным, называется группой.

Группу с коммутативной операцией называют комму-
тативной или абелевой. Если G — конечное множество,
являющееся группой, то G называют конечной группой,
а число |G| элементов в G — порядком группы G.

Отметим некоторые начальные свойства групп, кото-
рые сформулируем в виде лемм. Следующее свойство вы-
текает из теоремы 1.1.

Лемма 1.3. В группе имеется единственный единич-
ный элемент и для каждого элемента существует един-
ственный обратный.

Лемма 1.4. Если a, b — элементы группы G, то
(a−1)−1 = a и (ab)−1 = b−1a−1.

� Первое равенство очевидно. Так как
(ab)(b−1a−1) = a(bb−1)a−1 = aea−1 = e, (b−1a−1)(ab) =
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Группы и их подгруппы

b−1(a−1a)b = b−1eb = e, то справедливо и второе
равенство. ⊠

Определим отрицательные целые степени элемента
группы как обратные положительным степеням, т.е. по-
ложим

a−n = (an)−1 (1.2)

для всех n ∈ N.

Лемма 1.5. Если a — элемент группы G и s ∈ Z, то
(as)−1 = (a−1)s = a−s.

� Пусть s > 0. Тогда по лемме 1.4 имеем:

(as)−1 = (a . . . a)−1 = a−1 . . . a−1 = (a−1)s.

Теперь (as)−1 = a−s по формуле (1.2). Если s = 0, то
(as)−1 = e = (a−1)s = a−s. Если s < 0, то

(as)−1 = ((a−1)|s|)−1 = ((a|s|)−1)−1 = a|s| = a−s,

(a−1)s = (a−1)−|s| = ((a−1)|s|)−1 = ((a|s|)−1)−1 = a|s| =
a−s. Следовательно, (as)−1 = (a−1)s = a−s.

Лемма 1.6. Для любых целых s, t и любого a ∈ G
справедливы равенства: asat = as+t, (as)t = ast.

� Для натуральных показателей данные равенства
уже получены в формулах (1.1). Если один из показате-
лей — нуль, то равенства также справедливы. Пусть s
и t — отрицательные числа. Используя леммы 1.4, 1.5 и
формулы (1.1) получаем:

asat = a−|s|a−|t| = (a−1)|s|(a−1)|t| = (a−1)|s|+|t| = as+t,

(as)t = (a−|s|)t = ((a|s|)−1)t = (a|s|)−t = (a|s|)|t| = a|s||t| =
ast. Если s < 0, t > 0, t ≥ |s|, то

asat = a−|s|at = a−1 . . . a−1
︸ ︷︷ ︸

|s|

a . . . a
︸ ︷︷ ︸

t

= at−|s| = at+s.

Если s < 0, t > 0, |s| ≥ t, то

asat = a−|s|at = a−1 . . . a−1
︸ ︷︷ ︸

|s|

a . . . a
︸ ︷︷ ︸

t

= (a−1)|s|−t = at+s.

Далее если s < 0, t > 0, |s| ≥ t или t ≥ |s|, то (as)t =
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Группы. Примеры групп

as . . . as
︸ ︷︷ ︸

t

= (a−1 . . . a−1)
︸ ︷︷ ︸

|s|

. . . (a−1 . . . a−1)
︸ ︷︷ ︸

|s|
︸ ︷︷ ︸

t скобок

= (a−1)|s|t = ast.

Случай s > 0, t < 0 проверяется аналогично.
Лемма 1.7. В группе G уравнения ax = b и yc = d

имеют единственные решения x = a−1b и y = dc−1.
� Так как a(a−1b) = (aa−1)b = eb = b, то a−1b —

решение уравнения ax = b. Если t — произвольное ре-
шение этого уравнения, то t = et = (a−1a)t = a−1(at) =
a−1b. Аналогично проводятся рассуждения для уравне-
ния yc = d.

Теорема 1.8. Полугруппа P является группой тогда
и только тогда, когда уравнения ax = b, ya = b имеют
решения для любых элементов a, b ∈ P .

� Если P — группа, то по лемме 1.7 уравнения ax =
b, ya = b имеют решения для любых a, b ∈ P.

Обратно, пусть P — полугруппа и уравнения ax =
b, ya = b имеют решения для всех a, b ∈ P. Зафиксируем
элемент c ∈ P и обозначим через xc решение уравнения
cx = c. Пусть g — произвольный элемент из P и пусть y∗

— решение уравнения yc = g. Умножив обе части равен-
ства cxc = c слева на y∗, получим y∗cxc = y∗c или gxc = g.
Таким образом, gxc = g для всех g ∈ P.

Решение уравнения gx = xc обозначим через g−1.
Итак, gg−1 = xc для всех g ∈ P.

Пусть a — произвольный элемент из P и xca = b.
Умножим справа обе части равенства на a−1. Имеем
xcaa

−1 = ba−1 или xcxc = ba−1. Но xcxc = xc, поэтому
xc = ba−1. Так как aa−1 = xc, то aa−1 = ba−1. Через t
обозначим решение уравнения a−1x = xc, т.е. a−1t = xc.
Умножив обе части уравнения aa−1 = ba−1 справа на t,
получим: aa−1t = axc = a = ba−1t = bxc = b, т.е. a = b и
xc — единичный элемент полугруппы P. По теореме 1.1
единичный элемент в P единственный.

Допустим, что g−1g = f, где g, f ∈ P. Умножив обе
части равенства справа на g−1 получим: g−1gg−1 = fg−1

или g−1xc = g−1 = fg−1. Так как в P единичный элемент
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единственный, то f = xc и g−1 — обратный элемент к
элементу g в полугруппе P. Поэтому P — группа. ⊠

Теорема 1.8 позволяет ввести определение группы, эк-
вивалентное исходному.

Группой называется непустое множество G с бинар-
ной алгебраической операцией (умножением), удовлетво-
ряющей следующим требованиям:

1) операция определена на G;
2) операция ассоциативна;
3) уравнения ax = b, ya = b имеют решения для лю-

бых элементов a, b ∈ G.
Говорят, что элемент a группы G сопряжен с элемен-

том b посредством элемента x, если a = x−1bx. Вместо
x−1bx удобнее писать bx. Через aG = {ax | x ∈ G} обозна-
чим множество всех элементов группы G, сопряженных
с элементом a. Это множество aG называется классом со-
пряженных с a элементов. Ясно, что если G абелева, то
aG = {a} для всех a ∈ G.

Лемма 1.9. Пусть G — группа, элементы a, b, x, y ∈
G. Тогда

1) axy = (ax)y;
2) (ab)x = axbx;
3) (ax)−1 = (a−1)x;
4) (ax)k = (ak)x для любого целого k;
5) два класса сопряженных элементов либо совпада-

ют, либо их пересечение пусто;
6) группа G является объединением непересекающих-

ся классов сопряженных элементов.
� 1–4. Утверждения очевидны.
5. Пусть aG ∩ bG 6= ∅ и d ∈ aG ∩ bG. Тогда d = ax = by

для некоторых x, y ∈ G. Поэтому

x−1ax = y−1by, a = xy−1byx−1 = byx
−1

∈ bG.

Если c = az ∈ aG, то c = byx
−1z ∈ bG и aG ⊆ bG. Анало-

гично bG ⊆ aG, поэтому aG = bG.
6. Так как a = ae ∈ aG, то каждый элемент группы

G принадлежит некоторому классу сопряженных элемен-
тов и, согласно утверждению 5, группа G распадается на
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непересекающиеся классы сопряженных элементов. ⊠
Все приведенные определения и полученные резуль-

таты легко переносятся (с соответствующим изменением
терминологии как указано далее в таблице 1.1) на мно-
жества с аддитивной формой записи операции.

Приведем примеры числовых групп. 1. Множества Z, Q, R, C
с операцией сложения — абелевы группы. Все требования опреде-
ления группы проверяются без труда.

2. Множество N со сложением не является группой, так как в
N нет нулевого и противоположных элементов. Однако, N со сло-
жением — коммутативная полугруппа.

3. Множество {−1, 1} с умножением — конечная абелева группа
порядка 2.

4. Ни одно из множеств N,Z,Q,R,C с умножением группу не
образует. Если положим R# = R \ {0}, Q# = Q \ {0}, C# = C \ {0},
то R#, Q# и C# с умножением являются абелевыми группами.
Множества Z# = Z \ {0} и N с умножением — полугруппы, но не
группы.

Приведем примеры матричных групп. 1. Пусть P — некото-
рое поле. Через M(n, P ) обозначим совокупность всех квадратных
n × n-матриц с элементами из P . Ясно, что M(n, P ) с операцией
умножения матриц — полугруппа с единичной матрицей в каче-
стве единичного элемента. Так как только невырожденные матри-
цы имеют обратные, то M(n, P ) не является группой.

2. Пусть GL(n, P ) = {A ∈M(n, P ) | detA 6= 0}. Тогда GL(n, P )
— группа, которую называют полной или общей линейной группой

степени n над P .

3. Матрицы с единичными определителями образуют группу
SL(n, P ) = {A ∈ GL(n, P ) | detA = 1}, которая называется специ-

альной линейной группой степени n над P .

Приведем примеры групп перестановок. 1. Пусть X =
{1, 2, . . . , n}. Взаимно однозначное отображение множества X на
себя называется перестановкой степени n. Совокупность всех пе-
рестановок степени n обозначают через Sn. Перестановку τ ∈ Sn
удобно изображать двустрочной таблицей, указывая образы всех
элементов:

τ =

(
1 2 . . . n

τ (1) τ (2) . . . τ (n)

)

, τ =

(
1 2 . . . n
a1 a2 . . . an

)

,

где {a1, a2, . . . , an} = X; τ : 1 7→ a1, . . . , n 7→ an.
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Таблица 1.1.

Мультипликативная Аддитивная
запись операции запись операции

умножение сложение

произведение ab, cумма a+ b,
∏n
i=1 ai = a1a2 . . . an

∑n
i=1 ai = a1 + a2 + . . .+ an

единичный элемент e, нулевой элемент 0,
ae = ea = a a+ 0 = 0 + a = a

обратный элемент a−1, противоположный
элемент −a,

aa−1 = a−1a = e a+ (−a) = −a+ a = 0

ассоциативность, ассоциативность,
(ab)c = a(bc) (a+ b) + c = a+ (b+ c)

коммутативность, коммутативность,
ab = ba a+ b = b+ a

степень an при n > 0, кратное na при n > 0,
an = a . . . a

︸ ︷︷ ︸

n раз

na = a+ . . .+ a
︸ ︷︷ ︸

n раз
степень an при n < 0, кратное na при n < 0,

an = a−1 . . . a−1
︸ ︷︷ ︸

−n раз

na = (−a) + . . .+ (−a)
︸ ︷︷ ︸

−n раз
an = e при n = 0 na = 0 при n = 0

anam = an+m, na+ma = (n+m)a,
n,m ∈ Z n,m ∈ Z

(an)m = anm, n,m ∈ Z m(na) = (mn)a, n,m ∈ Z

(ab)n = anbn, n ∈ Z, n(a+ b) = na+ nb, n ∈ Z,
если ab = ba если a+ b = b+ a

Тождественное преобразование εX является взаимно однознач-
ным отображением и поэтому εX ∈ Sn. Очевидно, что

ε = εX =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)

.

Произведение δτ двух перестановок δ и τ находим как произ-
ведение отображений: δτ (k) = δ(τ (k)), k = 1, 2, . . . , n. Легко про-
верить, что множество Sn всех перестановок степени n с операцией
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умножения образует конечную группу порядка n! с единичным эле-
ментом

ε =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)

,

которую называют симметрической группой степени n. При n ≥ 3
эта группа неабелева.

2. Четные перестановки образуют конечную группуAn порядка
n!/2, которую называют знакопеременной группой степени n. При
n ≥ 4 эта группа неабелева.

Таблица умножения элементов группы S3 приведена на облож-
ке.

Приведем примеры групп функций. 1. Четыре функции

f1(x) = x, f2(x) = −x, f3(x) =
1

x
, f4(x) = −

1

x
с операцией умножения образуют группу. Составим таблицу умно-
жения этих функций.

Таблица 1.2.

f1 f2 f3 f4
f1 f1 f2 f3 f4
f2 f2 f1 f4 f3
f3 f3 f4 f1 f2
f4 f4 f3 f2 f1

Произведение fifj указывается на пересечении строки fi и столбца
fj . Например,

f2f3 : x
f3
7→

1

x

f2
7→ −

1

x
,

поэтому f2f3 = f4.

Из табл. 1.2 видно, что умножение определено на множестве
{f1, f2, f3, f4} и коммутативно. Поскольку умножение отображе-
ний ассоциативно, то выполняется второе требование определения
группы. Функция f1 является единичным элементом, а f−1

i = fi,
т.е. каждый элемент является обратным для себя. Таким образом,
множество {f1, f2, f3, f4} с умножением является конечной абеле-
вой группой порядка 4.

2. Аффинным преобразованием прямой называется отображе-
ние ϕa,b : x 7→ ax + b, a, b ∈ R, a 6= 0, множества R в R. Со-
вокупность всех аффинных преобразований прямой обозначается
через A1(R). Согласно операции умножения отображений аффин-
ные преобразования прямой перемножаются так: ϕa,bϕc,d : x 7→
cx+d 7→ c(ax+ b)+d = acx+(bc+d) и ϕa,bϕc,d = ϕac,bc+d. Поэтому
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A1(R) является неабелевой группой с единичным элементом ϕ1,0 и
обратным элементом ϕa−1,−a−1b для элемента ϕa,b.

Пример 1.1. Перечислить все классы сопряженных элементов
симметрической группы

S3 = {ε, (12), (13), (23), (123), (132)}.

� Вычислим (12)x, где x "пробегает" элементы из S3. Ясно,

что (12)ε = (12) и (12)(12) = (12). Далее,

(12)(13) = (13)−1(12)(13) = (31)(12)(13) = (23),

(12)(23) = (32)(12)(23) = (13),

(12)(123) = (321)(12)(123) = (13),

(12)(132) = (231)(12)(132) = (23).

Итак, (12)S3 = {(12), (23), (13)}. Аналогично

(23)S3 = (13)S3 = {(12), (23), (13)},

(123)S3 = (132)S3 = {(123), (132)}.

Таким образом, в S3 имеется только три класса сопряженных
элементов и S3 = εS3 ∪ (12)S3 ∪ (123)S3 .

Теорема 1.10. Две перестановки сопряжены в Sn
тогда и только тогда, когда они имеют одинаковое чис-
ло независимых циклов каждой длины.

� Пусть τ = (a11 . . . a1r)(a21 . . . a2s) . . . (am1 . . . amt) —
разложение перестановки τ на независимые циклы, и
пусть π — произвольная перестановка из Sn. Можно за-
писать перестановку следующим образом:

π =

(
b11 . . . b1r b21 . . . b2s . . . bm1 . . . bmt
a11 . . . a1r a21 . . . a2s . . . am1 . . . amt

)

.

Тогда для произвольного bik имеем:

π−1τπ : bik
π
7→ aik

τ
7→







aik+1
π−1

7→ bik+1,

ai1
π−1

7→ bi1.

Следовательно,

π−1τπ = (b11 . . . b1r)(b21 . . . b2s) . . . (bm1 . . . bmt),

т.е. сопряженные перестановки имеют одинаковое число
циклов каждой длины. Обратно, если перестановки

δ = (c11 . . . c1r)(c21 . . . c2s) . . . (cm1 . . . cmt),

σ = (d11 . . . d1r)(d21 . . . d2s) . . . (dm1 . . . dmt)
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имеют одинаковое число циклов каждой длины, то

α =

(
d11 . . . d1r d21 . . . d2s . . . dm1 . . . dmt
c11 . . . c1r c21 . . . c2s . . . cm1 . . . cmt

)

является такой перестановкой, что α−1σα = δ. Таким об-
разом, перестановки δ и σ с одинаковым числом циклов
каждой длины сопряжены.

Рассмотрим симметрическую группу степени 4. Запись (...)(.)

обозначает любую перестановку в S4, распадающуюся на цик-

лы длиной 3 и 1. В S4 возможны следующие разложения:

(.)(.)(.)(.), (.)(.)(..), (.)(...), (..)(..), (....). На основании теоремы 1.10,

группа S4 имеет пять классов сопряженных элементов.

1.2. Подгруппы

Подмножество H группы G называется подгруппой,
если H — группа относительно той же операции, которая
определена на G. Запись H ≤ G означает, что H — под-
группа группы G, а H < G, что H ≤ G — собственная
подгруппа группы G, т.е. H ≤ G и H 6= G.

Теорема 1.11. Непустое подмножество H группы
G будет подгруппой тогда и только тогда, когда h1h2 ∈
H и h−1

1 ∈ H для всех h1, h2 ∈ H.

� Пусть H — подгруппа группы G, т. е. H — группа
относительно той же операции, которая определена на
G. На H определена алгебраическая операция, поэтому
h1h2 ∈ H для всех h1, h2 ∈ H.

Проверим, что единица e1 подгруппы H совпадает с
единицей e группы G. Ясно, что e1e = ee1 = e1, поскольку
e1 — элемент из G. В G для e1 имеется обратный элемент
e−1
1 , т.е. e−1

1 e1 = e1e
−1
1 = e. Так как e1 — единица в H,

то e1e1 = e1. Умножив обе части последнего равенства
на e−1

1 , получим e−1
1 e1e1 = e−1

1 e1 или ee1 = e, откуда
e1 = e. Таким образом, единицы подгруппы H и группы
G совпадают.

Поскольку H — подгруппа, то для каждого h ∈ H
существует вH обратный элемент h−1, т.е. такой элемент,
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что h−1h = hh−1 = e1 = e. Это означает, что h−1 является
обратным элементом в G.

Обратно, пусть h1h2 ∈ H и h−1
1 ∈ H для всех h1, h2 ∈

H. Тогда на H определена алгебраическая операция. Она
ассоциативна в H, так как ассоциативность справедлива
для всех элементов из G. Элемент h−1, обратный к h ∈ H,
также принадлежит H, поэтому h−1h ∈ H и hh−1 ∈ H.
Поскольку h−1h = e = hh−1, то e ∈ H и H — группа. ⊠

Отметим, что каждая группа G обладает единичной
подгруппой E = {e}. Сама группа G также считается
подгруппой в G. Эти подгруппы называют тривиальны-
ми подгруппами. Нетривиальная подгруппа группы G —
это такая подгруппа H из G, которая отлична от G и E.
Собственной называется подгруппа, отличная от группы.
Очевидна следующая

Лемма 1.12. 1. Если H — подгруппа группы G и K
— подгруппа в H, то K — подгруппа группы G.

2. Если H и K — подгруппы группы G и H содержит-
ся в K, то H — подгруппа в K.

Пусть T — подмножество группы G и x ∈ G. Че-
рез T x = {x−1tx | t ∈ T} обозначим подмножество всех
элементов группы G вида x−1tx = tx, где t "пробегает"
все элементы множества T . Подмножество T x называет-
ся подмножеством, сопряженным подмножеству T по-
средством элемента x.

Лемма 1.13. Если H — подгруппа группы G, то Hx

— также подгруппа для любого x ∈ G.

� Пусть t1, t2 ∈ Hx. Тогда существуют элементы
h1, h2 ∈ H такие, что t1 = hx1 , t2 = hx2 . Поэтому t1t2 =
hx1h

x
2 = (h1h2)

x ∈ Hx, так как h1h2 ∈ H. Кроме того,

t−1
1 = (x−1h1x)

−1 = x−1h−1
1 x ∈ Hx, поскольку h−1

1 ∈ H.
Условия теоремы 1.11 выполняются, следовательно, Hx

— подгруппа. ⊠
Подгруппа Hx называется подгруппой, сопряженной

подгруппе H посредством элемента x.
Лемма 1.14. Пересечение любого непустого семей-

ства подгрупп группы является подгруппой.
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� Пусть D =
⋂

α∈I Hα, где Hα — подгруппа группы
G для любого α ∈ I и I — некоторое множество индексов.
Если d1, d2 ∈ D, то d1, d2 ∈ Hα для всех α ∈ I. Значит,
d1d2 ∈ Hα и d1d2 ∈ D. Если d ∈ D, то d ∈ Hα и d−1 ∈ Hα

для всех α ∈ I. Следовательно, d−1 ∈ D и D — подгруппа
группы G согласно теореме 1.11. ⊠

Пересечение пустого семейства подгрупп группы G
будем считать равным G.

Подгруппа, порожденная множеством. Пусть T
— подмножество группы G. Пересечение всех подгрупп
группы G, содержащих подмножество T , называется под-
группой, порожденной подмножеством T, и обозначает-
ся через 〈T 〉. Таким образом,

〈T 〉 =
⋂

T⊆H≤G

H.

Из этого определения получаем равенство 〈∅〉 = E, а так-
же следующее утверждение:

Лемма 1.15. Подгруппа, порожденная непустым
множеством T , является наименьшей подгруппой, со-
держащей множество T .

Введем обозначение: T−1 = {t−1 | t ∈ T}.
Теорема 1.16. Пусть T — непустое подмножество

группы G. Тогда подгруппа 〈T 〉 состоит из всех конеч-
ных произведений элементов из T и им обратных, т.е.

〈T 〉 = {t1 · · · tn | ti ∈ {T ∪ T−1}, n ∈ N}.

� Пусть F = {t1 · · · tn | ti ∈ {T ∪ T−1}, n ∈ N} и
u, v ∈ F . Тогда

u = t1 · · · tn, v = h1 · · · hk, ti, hj ∈ {T ∪ T−1}, n, k ∈ N.

Поэтому uv = t1 · · · tnh1 · · · hk также является конечным
произведением элементов из {T∪T−1}. Кроме того, u−1 =
(t1 · · · tn)

−1 = t−1
n · · · t−1

1 ∈ F, поскольку t−1
i ∈ {T ∪ T−1}.

Условия теоремы 1.11 выполняются, поэтому F — под-
группа.

Подгруппа F содержит подмножество T, значит, F
встречается среди подгрупп, участвующих в пересечении
⋂

T⊆H≤GH, поэтому 〈T 〉 ⊆ F.
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Проверим обратное включение. По определению

〈T 〉 =
⋂

T⊆H≤G

H.

Если H — подгруппа и T ⊆ H, то T−1 ⊆ H и F ⊆ H по
теореме 1.11. Поэтому F ⊆ 〈T 〉 и 〈T 〉 = F.

Решетка подгрупп. Пусть S(G) обозначает мно-
жество всех подгрупп группы G с бинарным отношением
≤ . Две подгруппы A и B находятся в бинарном отно-
шении ≤ тогда и только тогда, когда A — подгруппа в
B. Ясно, что отношение ≤ рефлексивно, антисимметрич-
но и транзитивно. Поэтому S(G) — частично упорядочен-
ное множество с наименьшим элементом E и наибольшим
элементом G.

Напомним, что решеткой называется частично упоря-
доченное множество, в котором каждое двухэлементное
подмножество обладает как точной верхней, так и точной
нижней гранью.

Для каждой пары {A,B} подгрупп пересечение A∩B
будет наибольшей подгруппой, содержащейся в A и в B.
Поэтому A∩B — точная нижняя грань двухэлементного
множества {A,B}. Из теоремы 1.16 получаем, что 〈A∪B〉
будет точной верхней гранью множества {A,B}. Таким
образом, доказана

Теорема 1.17. Множество S(G) всех подгрупп груп-
пы G с бинарным отношением ≤ является решеткой.

Централизатор. Пусть T — непустое подмноже-
ство группы G. Совокупность всех элементов группы G,
перестановочных с каждым элементом множества T , на-
зывается централизатором множества T в группе G и
обозначается через CG(T ).

Лемма 1.18. 1. Если T — подмножество группы G,
то централизатор CG(T ) является подгруппой.

2. Если S и T — подмножества группы G и S ⊆ T ,
то CG(T ) ⊆ CG(S).

3. Если T — подмножество группы G и x ∈ G, то
CG(T

x) = CG(T )
x.
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� 1. Пусть x, y ∈ CG(T ). Тогда для любого элемента
t ∈ T получаем, что xt = tx, yt = ty. Поэтому xyt = xty =
txy, xy ∈ CG(T ). Умножив обе части равенства xt = tx
на x−1 слева, получим: t = x−1tx, tx−1 = x−1t, x−1 ∈
CG(T ). По теореме 1.11 централизатор CG(T ) является
подгруппой.

2. Если x ∈ CG(T ), то x перестановочен со всеми эле-
ментами из T , а так как S ⊆ T , то x будет перестано-
вочен со всеми элементами из S. Поэтому x ∈ CG(S) и
CG(T ) ⊆ CG(S).

3. Если g ∈ CG(T
x), то gtx = txg для всех t ∈ T .

Так как gtx = gx−1tx = txg = x−1txg, то xgx−1t =
txgx−1, xgx−1 ∈ CG(T ). Поэтому g ∈ CG(T )

x и CG(T
x) ⊆

CG(T )
x. Аналогично проверяется обратное включение.

Центр группы. Центром группы G называется со-
вокупность всех элементов из G, перестановочных с каж-
дым элементом группы. Центр обозначается через Z(G).
Ясно, что Z(G) = CG(G), т.е. центр группы G совпадает
с централизатором подмножества G в группе G. Кроме
того, Z(G) =

⋂

g∈GCG(g).

Лемма 1.19. Для группы G справедливы следующие
утверждения:

1) если a ∈ Z(G), то класс сопряженных с a эле-
ментов состоит из одного элемента a, т.е. aG = {a};
обратно, если aG = {a}, то a ∈ Z(G);

2) Z(G)x = Z(G) для всех x ∈ G;
3) Z(G) является абелевой подгруппой;
4) группа G абелева тогда и только тогда, когда она

совпадает со своим центром;
5) если H — подгруппа, то CG(H) ∩H = Z(H);
6) если x ∈ G, то 〈Z(G), x〉 — абелева подгруппа.

� 1. Если a ∈ Z(G), то aG = {ax|x ∈ G} = {a}, так
как ax = x−1ax = x−1xa = a. Обратно, если aG = {a}, то
ax = a для всех x ∈ G и a ∈ Z(G).

2. Поскольку Z(G) = CG(G), то Z(G)x = CG(G)
x =

CG(G
x) = CG(G) = Z(G) для всех x ∈ G. Здесь исполь-

зовали лемму 1.18.
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3. По лемме 1.18 множество Z(G) = CG(G) являет-
ся подгруппой. Если x, y ∈ Z(G), то xg = gx, yg = gy
для всех элементов g ∈ G. В частности, xy = yx и Z(G)
абелева.

4. Если G абелева, то каждый элемент группы G пе-
рестановочен со всеми элементами группы G, поэтому
G = Z(G). Обратно, если G = Z(G), то из п.1 леммы
следует, что G абелева.

5. Если z ∈ Z(H), то zh = hz для всех h ∈ H, поэтому
z ∈ CG(H) и Z(H) ⊆ H ∩ CG(H). Обратно, если c ∈
H ∩ CG(H), то ch = hc для всех h ∈ H и c ∈ Z(H), т.е.
H ∩CG(H) ⊆ Z(H). Таким образом, Z(H) = H ∩CG(H).

6. Пусть x ∈ G и H = 〈Z(G), x〉 — подгруппа, по-
рожденная подмножеством S = Z(G) ∪ {x}. Ясно, что
любые два элемента s и t подмножества S перестановоч-
ны. Поэтому перестановочны элементы s−1 и t−1. Теперь
по теореме 1.16 подгруппа H абелева.

Приведем примеры подгрупп. 1. Так как Z,Q,R,C — аддитив-
ные группы, то Z ≤ Q ≤ R ≤ C.

2. Поскольку Q#,R#,C#, {−1, 1} — мультипликативные груп-
пы, то {−1, 1} ≤ Q# ≤ R# ≤ C#.

3. Относительно умножения GL(n, P ) и SL(n, P ) — группы, где
P — некоторое поле. Значит, SL(n, P ) ≤ GL(n, P ).

4. Совокупность Sn всех перестановок степени n и совокупность

An всех четных перестановок с операцией умножения перестановок

являются группами. Поэтому An ≤ Sn.Несложно показать, что при

любом n ≥ 4 центры этих групп являются единичными подгруппа-

ми.

1.3. Циклические группы

Зафиксируем в группе G элемент a. Пересечение всех
подгрупп группы G, содержащих элемент a, назовем цик-
лической подгруппой, порожденной элементом a, и обо-
значим через 〈a〉. Таким образом, 〈a〉 =

⋂

a∈H≤GH. Из

теоремы 1.16, с. 19, в случае T = {a} следует
Теорема 1.20. Циклическая подгруппа 〈a〉, порож-

денная элементом a, состоит из всевозможных целых
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степеней элемента a, т.е. 〈a〉 = {am | m ∈ Z}.
Следствие. Циклическая подгруппа абелева.

� Пусть G — группа, 〈a〉 — циклическая подгруп-
па, порожденная элементом a ∈ G, и x, y — произ-
вольные элементы подгруппы 〈a〉. Тогда по теореме 1.20
x = an, y = am для некоторых целых чисел n,m и
xy = anam = an+m = am+n = aman = yx, т.е. подгруппа
〈a〉 абелева.

Порядок элемента. Пусть a — элемент группы G.
Если все степени элемента a различны, т.е. am 6= an для
всех целых m 6= n, то говорят, что элемент a имеет бес-
конечный порядок.

Предположим, что имеются совпадения am = an при
m 6= n. Если, например, m > n, то m− n > 0 и am−n = e,
т.е. существуют натуральные степени элемента a, равные
единичному элементу. Наименьшее натуральное число k,
при котором ak = e, называют порядком элемента a и
пишут: | a |= k.

Ясно, что в любой группе единичный элемент e имеет
порядок 1. Других элементов порядка 1 в группе нет. В
конечной группе все элементы имеют конечные порядки.

Следующая теорема показывает, что циклическая
подгруппа, порожденная элементом конечного порядка
k, состоит точно из k элементов.

Теорема 1.21. Пусть элемент a ∈ G имеет конеч-
ный порядок k. Тогда 〈a〉 = {e, a, a2, . . . , ak−1} и am = e
тогда и только тогда, когда k делит m.

� По теореме 1.20 〈a〉 = {am | m ∈ Z}. Любое целое
число m можно представить в виде m = kq + r, 0 ≤
r ≤ k − 1. Поэтому am = akq+r = akqar = (ak)qar = ar

и 〈a〉 ⊆ {e, a, . . . , ak−1}. Обратное включение очевидно,
значит, 〈a〉 = {e, a, a2, . . . , ak−1}. Так как am = ar, то am =
e лишь при r = 0, т.е. когда k делит m. ⊠

Если группа G совпадает с одной из своих цикличе-
ских подгрупп, то G называют циклической группой. В
этом случае в группе G имеется элемент a такой, что
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G = 〈a〉 и по теореме 1.20

G = 〈a〉 = {am | m ∈ Z} = {. . . , a−2, a−1, a0 = e, a, a2, . . .}.

Если элемент a имеет бесконечный порядок, то все
эти элементы в группе G попарно различны и G — бес-
конечная циклическая группа.

Если элемент a имеет конечный порядок k, то G =
〈a〉 = {e, a, . . . , ak−1} по теореме 1.21, т.е. циклическая
группа G, порожденная элементом a порядка k, состоит
из k элементов. В этом случае G — конечная циклическая
группа порядка k.

Подгруппы циклических групп. Вначале рас-
смотрим бесконечные циклические группы.

Теорема 1.22. Все подгруппы бесконечной цикличе-
ской группы G = 〈a〉 исчерпываются единичной подгруп-
пой E = {e} и бесконечными циклическими подгруппами
〈am〉 для каждого натурального m.

� Пусть H — произвольная подгруппа бесконечной
циклической группы G = 〈a〉. Тогда e ∈ H и если других
элементов в H нет, то H = {e} — единичная подгруппа.

Пусть at ∈ H, at 6= e. Тогда обратный элемент a−t

также принадлежит H и можно выбрать в H элемент am

с наименьшим натуральным показателем m. Если an —
произвольный элемент из H, то n = mq + r, 0 ≤ r < m,
и ar = an−mq = ana−mq = an((am)q)−1 ∈ H. По выбору
m заключаем, что r = 0 и n кратно m. Таким образом,
H ⊆ 〈am〉. Поскольку H — подгруппа, то выполняется и
обратное включение 〈am〉 ⊆ H. Итак, H = 〈am〉. Заметим,
что для каждого m ≥ 2 подгруппа 〈am〉 бесконечна и не
совпадает с G.

Следствие. Все неединичные подгруппы бесконеч-
ной циклической группы являются бесконечными цикли-
ческими подгруппами.

Напомним, что (n,m) означает наибольший общий де-
литель чисел n и m.

Лемма 1.23. Если 〈a〉 — циклическая группа порядка
n, то элемент am имеет порядок n/(n,m). В частно-
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сти, элемент am имеет порядок n тогда и только то-
гда, когда n и m взаимно просты.

� Пусть n = dn1, m = dm1, где d = (n,m). Ясно, что
(n1,m1) = 1. Если amt = e, то dn1 делит mt = dm1t и
n1 делит t. Так как amn1 = adm1n1 = anm1 = e, то n1 —
порядок элемента am.

Теорема 1.24. Все подгруппы конечной циклической
группы 〈a〉 порядка n исчерпываются циклическими под-
группами 〈am〉 порядка n/m для каждого натурального
m, делящего n.

� Пусть H — подгруппа группы 〈a〉 =
{e, a, . . . , an−1}. Тогда e ∈ H и если других элемен-
тов в H нет, то H = {e} = 〈an〉 — единичная подгруппа
порядка 1.

Пусть am ∈ H, am 6= e, m — наименьшее. Допу-
стим, что at — произвольный элемент из H. Разделим
t на m с остатком: t = mq + r, 0 ≤ r < m. Теперь
ar = at−mq = ata−mq = at(amq)−1 ∈ H, поскольку at,
am ∈ H. По выбору m получаем, что r = 0 и t делится на
m. Итак, в H все элементы являются степенями элемента
am. Следовательно, H = 〈am〉 — циклическая группа.

Убедимся, что m делит n. Пусть n = mq+ r, 0 ≤ r <
m. Тогда ar = an−mq = an(amq)−1 = e((am)q)−1 ∈ H. Из
минимальности m следует, что r = 0 и n делится на m.
По лемме 1.23 порядок H равен n/m.

Следствие. В конечной циклической группе порядка
n для каждого натурального делителя d числа n суще-
ствует единственная подгруппа порядка d.

� Пусть G = 〈a〉 — конечная циклическая группа
порядка n и d — натуральное число, делящее n. По тео-
реме 1.24 в группе G существует подгруппа D = 〈an/d〉
порядка d. Если M — другая подгруппа порядка d, то по
теореме 1.24 подгруппа M = 〈am〉, m делит n и | am |=
n/m = d. Поэтому m = n/d и M = 〈am〉 = 〈an/d〉 = D. ⊠

Следующая теорема позволяет упростить теоре-
му 1.11, с. 17, в случае, когда группа конечная.

Теорема 1.25. Пусть H — непустое подмножество
группы G и каждый элемент из H имеет конечный по-
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рядок. Если h1h2 ∈ H для всех h1, h2 ∈ H, то H — под-
группа.

� Так как каждый элемент h ∈ H имеет конечный
порядок, то 〈h〉 = {e, h, . . . , hk−1}, k =| h | . Очевидно,
что hhk−1 = hk−1h = hk = e, hk−1 = h−1 ∈ H. Теперь H
— подгруппа по теореме 1.11, с. 17.

Следствие. Если H — непустое подмножество ко-
нечной группы G и h1h2 ∈ H для всех h1, h2 ∈ H, то H
— подгруппа.

Рассмотрим аддитивную группу Z. В аддитивной записи тео-
рема 1.20 принимает вид: 〈a〉 = {ma | m ∈ Z}. Так как 〈1〉 = {m1 |
m ∈ Z}, то Z = 〈1〉 — бесконечная циклическая группа. Ясно, что
〈−1〉 = Z и 〈a〉 6= Z для любого целого a 6∈ {−1, 1}.

Для каждого натурального n в мультипликативной группе C#

комплексных чисел без нуля имеется n различных корней степени
n из единицы, которые находятся по следующей формуле:

εk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Так как εk = εk1 , то множество корней степени n из единицы обра-

зует циклическую группу 〈ε1〉 порядка n, порожденную элементом

ε1.

Теорема 1.26. Порядок перестановки есть наимень-
шее общее кратное длин ее независимых циклов.

� Если (a1a2) — цикл длиной 2, то (a1a2)(a1a2) = ε,
т.е. транспозиция есть перестановка порядка 2. Анало-
гично цикл (a1a2 . . . ak) длиной k есть перестановка по-
рядка k. Пусть теперь перестановка

τ = (a1a2 . . . al1) . . . (b1b2 . . . blt)

разложима в произведение независимых циклов длиной
l1, l2, . . . , lt. Так как независимые циклы перестановочны,
то

τk = (a1a2 . . . al1)
k . . . (b1b2 . . . blt)

k.

Поэтому τk = ε тогда и только тогда, когда k делится
на l1, l2, . . . , lt. Если k — порядок перестановки τ , то k
— наименьшее натуральное число, для которого τk = ε.
Следовательно, порядок перестановки есть наименьшее
общее кратное длин ее независимых циклов.
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Перечислим порядки элементов в S3. Так как S3 =
{ε, (12), (13), (23), (123), (132)}, то на основании теоремы 1.26 име-
ем:

| ε |= 1, | (12) |=| (13) |=| (23) |= 2, | (123) |=| (132) |= 3.

Перечислим порядки элементов в S4. Запись (...)(.) обозначает
любую перестановку в S4, распадающуюся на циклы длины 3 и 1.
В S4 возможны следующие разложения: (.)(.)(.)(.), (.)(.)(..), (.)(...),
(..)(..), (....). На основании теоремы 1.26 в группе S4 элементы име-
ют порядки 1,2,3,4.

В группе S6 нет элементов порядка 7,8,9,10.

Лемма 1.27. Если в группе все неединичные элемен-
ты имеют порядок 2, то группа — абелева.

� Пусть | a |= 2 для всех a ∈ G#. Тогда a2 = e и
a = a−1 для всех a ∈ G. Так как (ab)2 = abab = e для
всех a, b ∈ G, то ab = b−1a−1 = ba.

Лемма 1.28. Порядки сопряженных элементов рав-
ны.

� Воспользуемся леммой 1.9, с. 12. Пусть a, x — эле-
менты группы G и | a |= k. Тогда (ax)k = (ak)x = e
и |ax| делит k по теореме 1.21. Если | ax |= l, то al =

((ax)x
−1

)l = ((ax)l)x
−1

= e и l делится на k.

1.4. Изоморфизм групп

Две группы G и G1 называются изоморфными, ес-
ли существует биекция f : G → G1 такая, что f(ab) =
f(a)f(b) для всех a, b ∈ G. Для обозначения изоморфиз-
ма используется запись G ≃ G1. Отметим простейшие
свойства изоморфизма.

Лемма 1.29. Пусть f : G→ G1 — изоморфизм груп-
пы G на группу G1. Тогда:

1) f(e) — единичный элемент группы G1, где e — еди-
ничный элемент группы G;

2) f(a−1) — обратный элемент к элементу f(a) в
группе G1 для любого a ∈ G.

Лемма 1.30. 1. G ≃ G.
2. Если G ≃ G1, то G1 ≃ G.
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3. Если G ≃ G1 и G1 ≃ G2, то G ≃ G2.
4. Отношение "быть изоморфными группами" явля-

ется отношением эквивалентности.

� 1. Отображение εG : G→ G, переводящее каждый
элемент в себя, является изоморфизмом G на G.

2. Известно, что для каждого биективного отобра-
жения f : G → G1 существует обратное отображение
f−1 : G1 → G, которое также будет биекцией. Если a ∈ G
и f(a) = a1 ∈ G1, то f−1(a1) = a. Пусть b ∈ G и b1 =
f(b) ∈ G1. Тогда f−1(b1) = b и a1b1 = f(a)f(b) = f(ab),
поскольку f — изоморфизм. Отсюда f−1(a1b1) = ab =
f−1(a1)f

−1(b1), и f−1 — изоморфизм.
3. Пусть f : G → G1 — изоморфизм групп G и G1, а

ϕ : G1 → G2 — изоморфизм G1 и G2. Тогда ϕf — биек-
тивное отображение G на G2 причем ϕf(ab) = ϕ(f(ab)) =
ϕ(f(a)f(b)) = ϕ(f(a))ϕ(f(b)) = ϕf(a)ϕf(b) для любых a
и b ∈ G. Значит, ϕf — изоморфизм G и G2.

4. Данное утверждение следует из свойств 1–3.
Теорема 1.31. 1. Все бесконечные циклические груп-

пы изоморфны между собой и изоморфны аддитивной
группе целых чисел.

2. Все конечные циклические группы одного порядка
изоморфны между собой.

� 1. Пусть < g > — бесконечная циклическая груп-
па, порожденная элементом g, а Z — аддитивная группа
целых чисел. Все степени gn различны, поэтому отобра-
жение f : n 7→ gn будет биекцией между Z и < g >. Так
как gm+n = gmgn, то f(m+n) = gm+n = gmgn = f(m)f(n)
и f — изоморфизм. Таким образом, каждая бесконечная
циклическая группа изоморфна аддитивной группе це-
лых чисел. Поэтому все бесконечные циклические груп-
пы изоморфны между собой.

2. Пусть G1 = {e1, g1, g
2
1 , . . . , g

k−1
1 }; G2 =

{e2, g2, g
2
2 , . . . , g

k−1
2 } — циклические группы порядка k.

Определим отображение f : gt1 7→ gt2, t = 0, 1, 2, . . . , k − 1.
Для n,m ∈ {0, 1, . . . , k−1} имеем n+m = kq+r, 0 ≤ r ≤
k − 1. Тогда f(gn1 g

m
1 ) = f(gr1) = gr2 = gn2 g

m
2 = f(gn1 )f(g

m
1 )
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и f — изоморфизм G1 на G2.

Матрица перестановки. Матрицей перестановки
π ∈ Sn называется n×n-матрица M(π)=(aij), определен-
ная следующим образом:

aij =

{

1, если i = π(j),

0, если i 6= π(j).

В матрице перестановки n единиц, остальные элементы
равны нулю. Единица встречается один раз в каждой
строке и в каждом столбце. В j-м столбце единица сто-
ит на π(j)-м месте, т.е. в матрице M(π) только элементы
aπ(k)k = 1, где k = 1, 2, . . . , n, а остальные — нули. Оче-
видно, что M(ε) = E — единичная матрица, здесь ε —
единичный элемент в Sn. Через sgn(π) обозначается знак
перестановки π.

Теорема 1.32. 1. Матрица произведения переста-
новок равна произведению матриц перестановок, т.е.
M(πτ) = M(π)M(τ) для всех π и τ ∈ Sn.

2. detM(π) = sgn(π) для всех π ∈ Sn.

3. Отображение M : τ 7→ M(τ) осуществляет изо-
морфизм симметрической группы Sn степени n и под-
группы ImM = {M(τ) | τ ∈ Sn} из группы GL(n,R).

� 1. Пусть π(k) = i, тогда в строке M(π)i единица
стоит на k-м месте. В столбце M(τ)j единица стоит на
τ(j)-м месте. Поэтому

M(π)iM(τ)j = (0 . . . 1 . . . 0)[0 . . . 1 . . . 0] =

=

{

1, если k = τ(j), где π(k) = i,

0, если k 6= τ(j),
=

{

1, если i = πτ(j),

0, если i 6= πτ(j).

Так как M(πτ) = (aij), где

aij =

{

1, если i = πτ(j),

0, если i 6= πτ(j),

то aij = M(π)iM(τ)j и M(πτ) = M(π)M(τ).
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2. Определитель матрицы вычисляется по формуле

detM(π) =
∑

τ∈Sn

sgn(τ)aτ(1)1 . . . aτ(n)т.

В матрице M(π) = (aij) только элементы aπ(k)k равны
единице, остальные — нули. Поэтому detM(π) = sgn(π).

3. Так как detM(τ) = sgn(τ) ∈ {−1, 1}, то M — отоб-
ражение Sn в GL(n,R). Из построения M(τ) следует, что
M — инъекция. Покажем, что ImM — подгруппа группы
GL(n,R). Так как M(τ)M(π) = M(τπ) (см. утверждение
1 теоремы), то M(τ)M(π) ∈ ImM. Далее, M(ε) = E, и
если τ имеет порядок t, то τ t = ε и M(τ t) = E = M(τ)t,
т.е. порядок матрицы M(τ) делит t. Таким образом, все
матрицы перестановок имеют конечные порядки и со-
гласно теореме 1.25, с. 25, ImM — подгруппа GL(n,R).
Поэтому M : Sn → ImM — биекция, а по утверждению
1 отображение M — изоморфизм.

Теорема 1.33. Любая конечная группа порядка n
изоморфна подгруппе симметрической группы Sn степе-
ни n.

� Пусть G — группа порядка n и G = {g1, g2, . . . , gn}
— все ее элементы. Можно считать, что Sn — со-
вокупность всех биективных отображений множества
{g1, g2, . . . , gn} на себя. Для каждого x ∈ G определим
отображение lx : gi 7→ xgi = lx(gi) множества G в себя.
Если xgi = xgj , то gi = gj и lx — инъекция. Но инъекция
конечного множества всегда биекция, поэтому lx ∈ Sn.

Зададим теперь отображение ϕ : G → Sn, полагая
ϕ : x 7→ lx, x ∈ G. Тогда Imϕ = {lg1, lg2, . . . , lgn}. По-
кажем, что Imϕ — подгруппа группы Sn. Если lx и ly —
произвольные элементы из Imϕ, то

lxly(gi) = lx(ly(gi)) = lx(ygi) = xygi = lxy(gi)

и lxly = lxy ∈ Imϕ. По теореме 1.25, с. 25, множество
Imϕ есть подгруппа группы Sn. Так как lxly = lxy, то
ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) и ϕ — изоморфизм между G и Imϕ.

Следствие. Любая конечная группа порядка n изо-
морфна подгруппе полной линейной группы GL(n,R)

30



Изоморфизм групп

степени n над R. В частности, число неизоморфных
групп данного порядка конечно.

� Первое утверждение вытекает из теорем 1.32, 1.33.
Для получения второго — зафиксируем натуральное чис-
ло n. По теореме 1.33 каждая группа порядка n изоморф-
на подгруппе симметрической группы Sn. Поскольку Sn
— конечная группа, то число ее неизоморфных подгрупп
конечно.

Автоморфизмы групп. Изоморфное отображение
группы G на себя называют автоморфизмом группы G.
Совокупность всех автоморфизмов группы G обозначим
через AutG. Если ϕ и ψ — автоморфизмы группы G, то
согласно определению умножения отображений произве-
дение автоморфизмов определяется так:

ϕψ(ab) = ϕ(ψ(ab)) = ϕ(ψ(a)ψ(b)) =

= ϕ(ψ(a))ϕ(ψ(b)) = ϕψ(a)ϕψ(b)

для любых a, b ∈ G. Поэтому ϕψ — автоморфизм G, и
умножение автоморфизмов определено на AutG. Ассо-
циативность умножения автоморфизмов следует из ассо-
циативности умножения отображений. Отображение εG :
G → G, переводящее каждый элемент в себя, является
автоморфизмом группы G. По лемме 1.30 каждый авто-
морфизм имеет обратный. Итак, доказана следующая

Теорема 1.34. Совокупность AutG всех автомор-
физмов группы G является группой.

Мультипликативная группа R+ положительных действитель-

ных чисел изоморфна аддитивной группе R всех действительных

чисел. Логарифмическая функция y = ln x задает биективное отоб-

ражение R+ на R. Если x, y ∈ R+, то ln(xy) = ln x + ln y и ln —

изоморфизм групп R+ и R.

Пусть H ≤ G и x ∈ G. Зададим отображение f : H → Hx

полагая f(h) = hx для всех h ∈ H. Ясно, что f — биекция. Так как

f(h1h2) = (h1h2)
x = (h1)

x(h2)
x = f(h1)f(h2),

то f — изоморфизм. Таким образом, в любой группе сопряженные

подгруппы изоморфны.

Перечислим матрицы, соответствующие перестановкам степени
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3. Так как S3 = {ε, (12), (13), (23), (123), (132)}, то

M(ε) = E, M(12) =





0 1 0
1 0 0
0 0 1



 ,

M(13) =





0 0 1
0 1 0
1 0 0



 , M(23) =





1 0 0
0 0 1
0 1 0



 ,

M(123) =





0 0 1
1 0 0
0 1 0



 , M(132) =





0 1 0
0 0 1
1 0 0



 .

Пример 1.2. Проверить, что

G =

{(
1 0
0 1

)

,

(
0 1
1 0

)}

— группа относительно умножения, изоморфная мультипликатив-
ной группе G1 = {1,−1}.

� Так как
(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)

=

(
1 0
0 1

)

, то

(
0 1
1 0

)
−1

=

(
0 1
1 0

)

∈ G.

Остальные произведения элементов из G также принадлежат G,
поэтому G — группа. Очевидно, что отображение

(
1 0
0 1

)

7→ 1,

(
0 1
1 0

)

7→ −1,

будет изоморфизмом.

1.5. Смежные классы

Пусть G — группа, H — ее подгруппа и g ∈ G. Правым
смежным классом группы G по подгруппе H называется
множество Hg = {hg | h ∈ H} всех элементов группы
G вида hg, где h "пробегает" все элементы подгруппы H.
Аналогично определяется левый смежный класс gH =
{gh | h ∈ H}.

Лемма 1.35. Пусть G — группа, H — подгруппа. То-
гда:

1) H = He;
2) g ∈ Hg для каждого g ∈ G;
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3) если a ∈ H, то Ha = H; если b ∈ Ha, то Hb = Ha;
4) Ha = Hb тогда и только тогда, когда ab−1 ∈ H;
5) два смежных класса либо совпадают, либо их пе-

ресечение пусто;
6) если H — конечная подгруппа, то | Hg |=| H | для

всех g ∈ G.

� 1–3. Данные утверждения очевидны.
Докажем свойство 4. Если Ha = Hb, то ea = hb, h ∈

H и ab−1 = h ∈ H. Обратно, если ab−1 ∈ H, то a ∈ Hb и
Ha = Hb по утверждению 3.

Докажем свойство 5. Пусть Ha∩Hb 6= ∅ и c ∈ Ha∩Hb.
Тогда c = h1a = h2b и ab−1 = h−1

1 h2 ∈ H. ТеперьHa = Hb
по утверждению 4.

Докажем свойство 6. Отображение φ : h 7→ hg есть
биекция множеств H и Hg. Поэтому | H |=| Hg |.

Трансверсаль. Пусть H — подгруппа группы G.
Из свойств 2 и 5 леммы 1.35 следует, что каждый эле-
мент группы G содержится точно в одном правом смеж-
ном классе по подгруппе H. Это свойство позволяет вве-
сти следующее определение. Подмножество T элементов
группы G называется правой трансверсалью H в G, ес-
ли T содержит точно один элемент из каждого правого
смежного класса группы G по подгруппе H. Итак, если
T = {tα | α ∈ I} — правая трансверсаль H в G, то
G =

⋃

tα∈T
Htα, Htα ∩Htβ = ∅ при α 6= β. Таким обра-

зом справедлива
Теорема 1.36. Если H — подгруппа группы G, то

G совпадает с объединением непересекающихся правых
смежных классов по H.

Если G — конечная группа, то число различных пра-
вых смежных классов по H также будет конечно, оно
называется индексом подгруппы H в G и обозначается
через | G : H |. Ясно, что индекс H в конечной группе G
совпадает с числом элементов в правой трансверсали T
подгруппы H, т.е. |G : H| = |T |.

Теорема 1.37 (Лагранжа). Если H — подгруппа
конечной группы G, то | G |=| H || G : H |. В частно-
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сти, порядок конечной группы делится на порядок каж-
дой своей подгруппы.

� Пусть индексH вG равен n. По теореме 1.36 имеем
разложение G = Hg1 ∪ Hg2 ∪ . . . ∪ Hgn, Hgi ∩ Hgj = ∅
при i 6= j. Так как | Hgi |=| H | для всех i, то | G |=| H ||
G : H |.

Следствие 1. Порядок каждого элемента конечной
группы делит порядок всей группы.

� По теореме 1.21, с. 23, | a |=| 〈a〉 | для каждого
a ∈ G, поэтому | a | делит | G |. ⊠

Аналогично определяется левая трансверсаль под-
группы H в группе G. Если L = {lα | α ∈ J} — левая
трансверсаль H в G, то G =

⋃

α∈J lαH, lαH ∩ lβH = ∅
при α 6= β. Ясно, что индекс подгруппы H в конечной
группе G совпадает с числом элементов в левой транс-
версали L подгруппы H, т.е. | G : H |=| L |. Для левой
трансверсали справедлив аналог теоремы 1.36. Поэтому
из теоремы Лагранжа имеем

Следствие 2. Если H — подгруппа конечной группы
G, то число левых и число правых смежных классов G
no H совпадают.

Теорема 1.38. В группе простого порядка нет
нетривиальных подгрупп. В частности, группа просто-
го порядка циклическая.

� Пусть G — группа простого порядка p. Если H —
подгруппа, то по теореме Лагранжа | H | делит | G |.
Поэтому либо | H |= 1 и H = E, либо | H |= p и H = G.
Выберем неединичный элемент a и рассмотрим цикличе-
скую подгруппу 〈a〉, порожденную этим элементом. Так
как a 6= e, то 〈a〉 6= E, поэтому 〈a〉 = G — циклическая
группа.

Теорема 1.39. Пусть H ≤ K ≤ G и G — конечная
группа. Если T — правая трансверсалъ H в K, a S — пра-
вая трансверсаль K в G, то TS — правая трансверсалъ
H в G. В частности, | G : H |=| G : K || K : H | .

� Пусть T = {t1, . . . , tk}, S = {s1, . . . , sn}. Тогда

K = Ht1 ∪ . . . ∪Htk, Hti ∩Htj = ∅, i 6= j,
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G = Ks1 ∪ . . . ∪Ksn, Ksi ∩Ksj = ∅, i 6= j,

G = (Ht1 ∪ . . . ∪Htk)s1 ∪ . . . ∪ (Ht1 ∪ . . . ∪Htk)sn. (1.3)

Предположим, что Htasb = Htcsd для некоторых нату-
ральных a, b, c и d. Тогда

tasb(tcsd)
−1 = tasbs

−1
d t−1

c ∈ H ≤ K,

следовательно, sbs
−1
d ∈ t−1

a Ktc = K, Ksb = Ksd. Но sb
и sd — элементы из правой трансверсали K в G, значит,
sb = sd и b = d. Теперь

tasb(tcsd)
−1 = tat

−1
c ∈ H, Hta = Htc, a = c.

Таким образом, формула (1.3) является разложением G
по H и TS — правая трансверсаль H в G. Так как ин-
декс подгруппы совпадает с числом элементов в ее правой
трансверсали, то | G : H |=| TS |=| T || S |=| K : H || G :
K | . ⊠

Отметим, что теорема Лагранжа вытекает из теоре-
мы 1.39 при H = E.

Двойные смежные классы. Пусть H и K — под-
группы группы G и g ∈ G. Множество HgK = {hgk |
h ∈ H, k ∈ K} называется двойным смежным классом
группы G по подгруппам H и K.

Лемма 1.40. Пусть H и K — подгруппы группы G.
Тогда справедливы следующие утверждения:

1) каждый элемент g ∈ G содержится в единствен-
ном двойном смежном классе HgK;

2) два двойных смежных класса по H и K либо сов-
падают, либо их пересечение пусто;

3) группа G есть объединение непересекающихся
двойных смежных классов по подгруппам H и K;

4) каждый двойной смежный класс по H и K есть
объединение правых смежных классов по H и левых
смежных классов по K;

5) если группа G конечна, то двойной смежный класс
HgK содержит | K : Hg ∩K | правых смежных классов

по H и | H : H ∩Kg−1

| левых смежных классов по K.
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� Докажем свойство 1. Так как каждая подгруппа
содержит единичный элемент, то g = ege ∈ HgK. До-
пустим, что g ∈ HxK. Тогда g = hxk для некоторых
h ∈ H, k ∈ K и HgK = H(hxk)K = HxK.

2–3. Утверждения следуют из утверждения 1.
Утверждение 4 следует из равенства HgK =

⋃

k∈K Hgk =
⋃

h∈H hgK.
Для доказательства свойства 5 подсчитаем число пра-

вых смежных классов в разложении HgK =
⋃

k∈K Hgk
по подгруппе H. Допустим, что Hgk1 = Hgk2. Тогда

Hgk1k
−1
2 = Hg, k1k

−1
2 ∈ g−1Hg ∩K = Hg ∩K.

Справедливо и обратное, т.е. если k1k
−1
2 ∈ Hg ∩K, то

k1k
−1
2 ∈ g−1Hg, gk1k

−1
2 ∈ Hg, gk1 ∈ Hgk2, Hgk1 = Hgk2.

Поэтому в двойном смежном классе HgK правых смеж-
ных классов по H столько, сколько их в группе K по
подгруппе Hg ∩K.

Аналогично HgK =
⋃

h∈H hgK и h1gK = h2gK

тогда и только тогда, когда h−1
1 h2 ∈ H ∩Kg−1

. Поэтому в
произведении HgK левых смежных классов по K будет

точно столько, каков индекс | H : H ∩Kg−1

|.

Произведение подгрупп. При g = e двойной
смежный класс HgK = HK = {hk | h ∈ H, k ∈ K}
превращается в произведение подгрупп H и K. В общем
случае HK не является подгруппой.

Говорят, что подгруппы H и K перестановочны, если
HK = KH. Равенство HK = KH означает, что для лю-
бых h1 ∈ H, k1 ∈ K существуют h2 ∈ H, k2 ∈ K такие,
что h1k1 = k2h2.

Теорема 1.41. Произведение двух подгрупп являет-
ся подгруппой тогда и только тогда, когда эти подгруп-
пы перестановочны.

� Пусть H,K — подгруппы группы G. Предполо-
жим, что HK — подгруппа и h ∈ H, k ∈ K. Тогда

kh = (h−1k−1)−1 ∈ HK и KH ⊆ HK.

Поскольку для элемента hk в подгруппе HK существует
элемент h1k1 такой, что (h1k1)

−1 = hk, то hk = k−1
1 h−1

1 ∈
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KH и HK ⊆ KH. Итак, если HK — подгруппа, то
HK = KH.

Обратно, пусть HK = KH. Тогда для любых h1, h2 ∈
H, k1, k2 ∈ K имеем k1h2 = h3k3, где h3 ∈ H, k3 ∈ K.
Поэтому

(h1k1)(h2k2) = h1(k1h2)k2 = h1h3k3k2 ∈ HK,

(h1k1)
−1 = k−1

1 h−1
1 ∈ KH = HK.

Значит, произведение HK является подгруппой.
Теорема 1.42. Если H и K — подгруппы конечной

группы G, то | HK |=| H || K | / | H ∩K |.
� Согласно лемме 1.40 произведение HeK = HK

есть объединение правых смежных классов по H и таких
классов | K : K ∩H |. Поскольку | Hk |=| H | и различ-
ные правые смежные классы имеют пустое пересечение,
то | HK |=| H || K : K ∩H |=| H || K | / | K ∩H |. ⊠

Если HK = G, то говорят, что группа G факторизу-
ема подгруппами H,K. В этом случае каждый элемент
g ∈ G представим в виде g = hk, где h ∈ H, k ∈ K.

Лемма 1.43. Если H и K — подгруппы группы G и
G = HK, то G = KH и G = HxK при любом x ∈ G.

� Если G = HK, то G = KH по теореме 1.41. Если x
— произвольный элемент из G, то x = hk, где h ∈ H, k ∈
K и HxK = HhkK = HkK = k−1HkK = k−1HK =
k−1KH = KH = G.

Лемма 1.44. Если H — собственная подгруппа груп-
пы G, то HxH 6= G при любом x ∈ G.

� Допустив, что HxH = G для некоторого x ∈ G,

согласно лемме 1.43 имеем G = (Hx)x
−1

H = H, т.е. полу-
чили противоречие.

Теорема 1.45. Для любого простого числа p группа
порядка p2 абелева. Кроме того, группа порядка p2 ли-
бо циклическая, либо является произведением двух своих
подгрупп порядка p.

� Пусть p — простое число и G — группа порядка p2.
Выберем неединичный элемент a ∈ G и положим A = 〈a〉.
Если A = G, то G — циклическая группа. Пусть A 6= G.
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По теореме Лагранжа | A |= p. Выберем b ∈ G \ A и
положим B = 〈b〉. Если B = G, то G = 〈b〉 — циклическая
группа. Пусть B 6= G. По теореме Лагранжа | B |= p.
Так как A ∩ B — собственная подгруппа в A, и в B, то
по теореме Лагранжа A ∩B = E и | AB |=| A || B |= p2,
т.е. AB = BA = G. По лемме 1.44 подгруппы A и B не
сопряжены между собой. Если существует элемент g ∈ G
такой, что A 6= Ag, то A ∩Ag = E и

| AAg |=| A || Ag |=| G |,

т.е. G = AAg, что противоречит лемме 1.44. Поэтому A =
Ag при любом g ∈ G. Аналогично B = Bg при любом
g ∈ G. Теперь для любых a ∈ A, b ∈ B имеем:

aba−1b−1 = (aba−1)b−1 ∈ Ba−1

B = B,

aba−1b−1 = a(ba−1b−1) ∈ AAb
−1

= A.

Значит, aba−1b−1 ∈ A ∩B = E и ab = ba.
Лемма 1.46. Пусть H — подгруппа группы G. Тогда:
1) если H абелева, то Z(G)H — абелева подгруппа;
2) Z(G)Z(H) — абелева подгруппа.
� 1. Из определения центра следует, что для Z(G) и

H выполняются условия теоремы 1.41, поэтому Z(G)H =
HZ(G) — подгруппа. Если x, y ∈ Z(G)H, то x = z1h1, y =
z2h2, где zi ∈ Z(G), hi ∈ H, i = 1, 2. Теперь xy =
z1h1z2h2 = z2h2z1h1 = yx, т.е. Z(G)H абелева.

2. Пусть H — произвольная подгруппа. Тогда Z(H)
является абелевой подгруппой и Z(G)Z(H) — абелева
подгруппа по свойству 1. ⊠

Произведение двух непустых подмножеств T и S
группы G определяется как множество TS = {ts | t ∈
T, s ∈ S}.

Лемма 1.47. Пусть T и S — непустые подмноже-
ства группы G, x, y ∈ G. Тогда:

1) T (xy) = (T x)y;
2) множество всех элементов g ∈ G, для которых

T g = T , образует подгруппу;
3) (TS)x = T xSx;
4) (T ∩ S)x = T x ∩ Sx.
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� 1. Каждый элемент множества T (xy) может быть
записан в виде (xy)−1txy, где t ∈ T . Так как

(xy)−1txy = y−1x−1txy, x−1tx ∈ T x,

то y−1(x−1tx)y ∈ (T x)y, т.е. T (xy) ⊆ (T x)y.
Обратно, каждый элемент множества (T x)y может

быть записан в виде y−1(x−1sx)y, где s ∈ T . Поэтому

y−1(x−1sx)y = (xy)−1s(xy) ∈ T (xy), (T x)y ⊆ T (xy).

Таким образом, (T x)y = T (xy).
2. Пусть H — множество всех элементов g группы G,

для которых T g = T . Если g, h ∈ H, то T (gh) = (T g)h =
T h = T и gh ∈ H. Из равенства T = T g получаем, что

T g
−1

= (T g)g
−1

= T gg
−1

= T, поэтому g−1 ∈ H и H —
подгруппа.

Утверждения 3 и 4 очевидны.

Нормализатор. Если T — непустое подмножество
группы G и g ∈ G, то gT = {gt | t ∈ T} и Tg = {tg | t ∈
T}. Элемент g ∈ G называется перестановочным с под-
множеством T , если gT = Tg. Равенство gT = Tg означа-
ет, что для любого элемента t1 ∈ T существует такой эле-
мент t2 ∈ T , что gt1 = t2g. Если элемент g перестановочен
с подмножеством T , то gT = Tg и T = g−1Tg = T g. Со-
вокупность всех элементов группы G, перестановочных с
подмножеством T , называется нормализатором подмно-
жества T в группе G и обозначается через NG(T ). Итак,
NG(T ) = {g ∈ G | gT = Tg} = {g ∈ G | T g = T}.

Лемма 1.48. Пусть T — непустое подмножество
группы G, g — произвольный элемент группы G. Тогда:

1) NG(T ) ≤ G;
2) CG(T ) ≤ NG(T );
3) NG(T

g) = NG(T )
g;

4) NG(T ) ≤ NG(CG(T ));
5) если H — подгруппа группы G, то H ≤ NG(H).

� 1. Утверждение вытекает из леммы 1.47.
2. Если x ∈ CG(T ), то x перестановочен с каждым

элементом множества T , поэтому xT = Tx и x ∈ NG(T ).
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3. Если x ∈ NG(T
g), то (T g)x = T g и T (gxg−1) = T по

лемме 1.47. Поэтому gxg−1 ∈ NG(T ) и x ∈ g−1NG(T )g =
NG(T )

g. Таким образом, NG(T
g) ⊆ NG(T )

g. Обратно, ес-
ли y ∈ NG(T )

g, то y = zg для некоторого z ∈ NG(T )
и zT = Tz. Отсюда g−1zTg = g−1Tzg и g−1zTg =
g−1zgg−1Tg = zgT g = yT g. Аналогично g−1Tzg =
g−1Tgg−1zg = T gzg = T gy. Таким образом, yT g = T gy
и y ∈ NG(T

g), т.е. NG(T )
g ⊆ NG(T

g). Следовательно,
NG(T )

g = NG(T
g).

4. Если x ∈ NG(T ), то T = T x и CG(T ) = CG(T
x) =

CG(T )
x, т.е. x ∈ NG(CG(T )).

5. Если h ∈ H, то hH = H = Hh и h ∈ NG(H), т.е.
H ≤ NG(H).

Теорема 1.49. Пусть S — непустое подмножество
конечной группы G. Если T = {t1, . . . , tn} — правая
трансверсаль нормализатора NG(S) в группе G, то Σ =
{St1 , . . . , Stn} — совокупность всех подмножеств, сопря-
женных с S в группе G и Sti 6= Stj при i 6= j. В частно-
сти, число подмножеств, сопряженных с S в G, совпа-
дает с индексом нормализатора NG(S).

� Пусть K = NG(S). По условию G = Kt1 ∪ . . . ∪
Ktn, Kti 6= Ktj при i 6= j. Если x — произвольный эле-
мент из G, то x = kti для некоторого k ∈ K и нату-
рального числа i. Поэтому Sx = Skti = Sti ∈ Σ. Если

предположить, что Sti = Stj , то S = Stjt
−1

i и tjt
−1
i ∈ K,

т.е. Ktj = Kti. Так как элементы ti и tj принадле-
жат правой трансверсали K в G, то i = j и во множе-
стве Σ все элементы попарно различны. Таким образом,
| Σ |=| T |=| G : NG(S) |. ⊠

Теперь с помощью теоремы Лагранжа получаем
Следствие 1. Число подмножеств, сопряженных

данному непустому подмножеству S в конечной груп-
пе G, делит порядок группы G.

Пусть множество S состоит из одного элемента s, т.е.
S = {s}. Тогда нормализатор и централизатор множества
S совпадают. Поэтому справедливо

Следствие 2. Если s — элемент конечной группы
G и T = {t1, . . . , tn} — правая трансверсалъ централиза-
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тора CG(S), то sG = {st1 , . . . , stn}. В частности, число
элементов, сопряженных элементу s в G, совпадает с
индексом централизатора CG(S) в G и делит порядок
группы G.

В дальнейшем мы неоднократно будем использовать
приводимое ниже утверждение.

Лемма 1.50 (Тождество Дедекинда). Если A,B
и C — подгруппы группы G и A ≤ C, то C ∩ AB =
A(C ∩B).

� Если x ∈ C ∩ AB, то x = ab, где a ∈ A, b ∈ B. Так
как A ≤ C, то a ∈ C. Но x ∈ C, поэтому b = a−1x также
принадлежит C. Таким образом, x = ab ∈ A(C ∩B).

Обратно, пусть x = ab ∈ A(C ∩B), a ∈ A, b ∈ C ∩B.
Поскольку A ≤ C, то a ∈ C и x = ab ∈ C. Таким образом,
x = ab ∈ C ∩AB.

Пример 1.3. Найти разложение симметрической группы S3 в
левые смежные классы по подгруппе 〈(12)〉.

� Вначале перечислим все левые смежные классы группы
S3 = {ǫ, (12), (13), (23), (123), (132)} по подгруппе H = 〈a〉 =
{ǫ, (12)} :

ǫH = ǫ{ǫ, (12)} = {ǫ, (12)} = H ,
(12)H = (12){ǫ, (12)} = {(12), ǫ} = H ,
(13)H = (13){ǫ, (12)} = {(13), (123)},
(23)H = (23){ǫ, (12)} = {(23), (132)},
(123)H = (123){ǫ, (12)} = {(123), (13)} = (13)H ,
(132)H = (132){ǫ, (12)} = {(132), (23)} = (23)H .
Искомое разложение принимает вид
S3 = ǫH ∪ (13)H ∪ (23)H.

Пример 1.4. Найти все подгруппы группы S3.

� Порядок группы S3 равен 6. По теореме Лагранжа ее под-
группы могут быть только следующих порядков: 1, 2, 3, 6. Под-
группы порядка 1 и 6 — это единичная подгруппа H1 = {ǫ} и вся
группа H2 = G. Подгруппы порядка 2 и 3 по теореме 1.38 — цик-
лические. Перебирая все элементы группы S3, получаем следую-
щие подгруппы: H3 = 〈(12)〉 = {ǫ, (12)}, H4 = 〈(13)〉 = {ǫ, (13)},
H5 = 〈(23)〉 = {ǫ, (23)}, H6 = 〈(123)〉 = {ǫ, (123), (132)} = 〈(132)〉.
Итак, S3 имеет шесть подгрупп.

Так как элементы (12), (13), (23) сопряжены в S3, (см. при-
мер 1.1), то H3,H4, H5 сопряжены и группа S3 содержит четыре
класса сопряженных подгрупп: {H1}, {H2}, {H3,H4,H5}, {H6}.

41



Группы и их подгруппы

1.6. Нормальные подгруппы и фактор-группы

Подгруппа H называется нормальной подгруппой
группы G, если xH = Hx для всех x ∈ G. Запись H ✁G
читается: "H — нормальная подгруппа группыG". Равен-
ство xH = Hx означает, что для любого элемента h1 ∈ H
существует элемент h2 ∈ H такой, что xh1 = h2x.

Теорема 1.51. Для подгруппы H группы G следую-
щие утверждения эквивалентны:

1) H — нормальная подгруппа;
2) подгруппа H вместе с каждым своим элементом

содержит все ему сопряженные элементы, т.е. hx ∈ H
для всех h ∈ H и всех x ∈ G;

3) подгруппа H совпадает с каждой своей сопряжен-
ной подгруппой, т.е. H = Hx для всех x ∈ G.

� Доказательство проведем по схеме 1 ⇒ 2 ⇒ 3 ⇒ 1.
1 ⇒ 2. Пусть H ✁ G, т.е. xH = Hx для всех x ∈ G.

Если h — произвольный элемент из H, то hx ∈ Hx = xH.
Поэтому существует элемент h1 ∈ H такой, что hx = xh1.
Теперь x−1hx = h1 ∈ H.

2 ⇒ 3. Ясно, что Hx = {hx | h ∈ H} ⊆ H для всех

x ∈ G. В частности, Hx−1

⊆ H, т.е. xHx−1 ⊆ H. Теперь
H ⊆ x−1Hx = Hx и H = Hx для всех x ∈ G.

3 ⇒ 1. Если Hx = H для всех x ∈ G, то x−1Hx = H и
Hx = xH для всех x ∈ G, т.е. H — нормальная подгруппа
группы G.

Следствие. Если H ✁ G и h ∈ H, то hG ⊆ H. Об-
ратно, если hG ⊆ H для всех h ∈ H, то H ✁G.

Понятие "нормальная подгруппа" можно рассматри-
вать не только по отношению ко всей группе, но и отно-
сительно подгрупп. Для H ≤ K ≤ G подгруппа H будет
нормальной в K, если xH = Hx для всех x ∈ K.

Лемма 1.52. Пусть H — подгруппа группы G. Тогда:
1) H ⊳ NG(H);
2) если H ≤ K ≤ G и H ⊳K, то K ≤ NG(H);
3) NG(H) — наибольшая подгруппа группы G, в ко-

торой H нормальна;
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4) если H ⊳ G, то NG(H) = G. Обратно, если
NG(H) = G, то H ⊳ G;

5) CG(T ) ⊳ NG(T ) для любого непустого подмноже-
ства T группы G.

� 1. Если x ∈ NG(H), то Hx = H и H ⊳NG(H).
2. Пусть H ≤ K ≤ G и H ⊳K. Если x ∈ K, то Hx = H

и x ∈ NG(H), т.е. K ≤ NG(H).
3. Из утверждения 1 следует, что H ⊳ NG(H), а из

утверждения 2 получаем, что NG(H) содержит любую
подгруппу, в которой H нормальна. Поэтому NG(H) —
наибольшая подгруппа, содержащая подгруппу H в ка-
честве нормальной подгруппы.

4. Утверждение следует из утверждения 3.
5. Если x ∈ NG(T ), то T = T x. Поэтому CG(T )

x =
CG(T ) согласно лемме 1.18, с. 20, и CG(T ) ⊳ NG(T ).

Лемма 1.53. Пусть H — нормальная подгруппа
группы G. Тогда:

1) если L ≤ G, то HL ≤ G и H ∩ L✁ L;
2) если L✁G, то HL✁G и H ∩ L✁G;
3) CG(H)✁G;
4) Z(H)✁G.

� 1. Если L ≤ G, то HL = LH и HL ≤ G по теоре-
ме 1.41, с. 36. Так как (H ∩ L)l = H l ∩ Ll = H ∩ L для
всех l ∈ L, то H ∩ L✁ L.

2. Если L✁G, то очевидно, что HL✁G и H ∩L✁G.
3. Так как CG(H)✁NG(H) и NG(H) = G на основании

леммы 1.52, то CG(H)✁G.
4. Поскольку Z(H) = H ∩CG(H) согласно лемме 1.19,

с. 21, то Z(H)✁G по свойству 2.

Простая группа. В каждой группе G тривиальные
подгруппы (единичная подгруппа E и сама группа G)
являются нормальными подгруппами. Если в неединич-
ной группе G нет других нормальных подгрупп, то груп-
па G называется простой. Единичную группу E считают
непростой группой.

Теорема 1.54. Абелева простая группа является
циклической группой простого порядка. Обратно, каж-
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дая группа простого порядка будет простой абелевой
группой.

� Очевидно, что в абелевых группах все подгруппы
нормальны. Поэтому в простой абелевой группе совокуп-
ность всех подгрупп исчерпывается тривиальными под-
группами.

Пусть G — абелева простая группа и G 6= E. Тогда в
G существует неединичный элемент a и циклическая под-
группа 〈a〉 нормальна в G. Так как G простая, то 〈a〉 = G
и G — циклическая группа. По теореме 1.22, с. 24, беско-
нечная циклическая группа 〈a〉 обладает нетривиальной
подгруппой, например, 〈a2〉, поэтому она не простая.

Пусть G = 〈a〉 — конечная циклическая группа, | a |=
n и p — простое число, делящее n. Элемент ap имеет поря-
док n/p, поэтому циклическая подгруппа 〈ap〉, порожден-
ная элементом ap, отлична от G. Но тогда она нормальна
в G. Это возможно лишь в случае, когда 〈ap〉 = E — еди-
ничная подгруппа, т.е. когда n = p — простое число.

Обратно, пусть G — группа простого порядка p. По
теореме 1.38, с. 34, в группе G все подгруппы тривиальны
и G — простая группа. ⊠

Существуют неабелевы простые группы, например,
знакопеременная группа An степени n является простой
неабелевой группой для любого n > 4.

Фактор-группа. Пусть H — нормальная подгруппа
группы G. Обозначим через G совокупность всех левых
смежных классов группы G по подгруппе H, т.е. G =
{xH | x ∈ G}. Положим

(xH)(yH) = xyH. (1.4)

Проверим, задает ли это равенство алгебраическую опе-
рацию на множестве G. Если xH = x1H, yH = y1H
для некоторых x1, y1 ∈ G, то x1 = xh, y1 = yg, h и
g ∈ H. Поэтому (x1H)(y1H) = x1y1H = (xh)(yg)H =
xy(y−1hy)gH = xyH, так как y−1hy ∈ H по теореме 1.51.
Таким образом, равенство (1.4) не зависит от выбора
представителей смежных классов и каждой паре xH, yH
ставится в соответствие единственный элемент xyH.

44



Нормальные подгруппы и фактор-группы

Ясно, что предложенная операция (1.4) определена на
G и ассоциативна. Элемент eH = H будет единичным, а
элемент a−1H — обратным к элементу aH. Таким обра-
зом, доказана следующая

Теорема 1.55. Совокупность G = {xH | x ∈ G} всех
левых смежных классов группы G по нормальной под-
группе H с операцией (xH)(yH) = xyH образует группу
с единичным элементом eH = H и обратным элемен-
том (aH)−1 = a−1H.

Группа G называется фактор-группой группы G по
подгруппе H и обозначается через G/H.

Если группа G конечна, то фактор-группа группы G
по любой нормальной подгруппе H также будет конечной
группой порядка, равного индексу подгруппы H в группе
G, т.е. | G/H |=| G : H |=| G | / | H | .

Лемма 1.56. Если фактор-группа G/Z(G) — цикли-
ческая, то группа G абелева.

� Пусть G/Z(G) = 〈gZ(G)〉 — циклическая группа,
a, b — произвольные элементы группы G. Тогда

a = gkz1, b = glz2, z1, z2 ∈ Z(G), k, l ∈ Z,

ab = gkz1g
lz2 = gkglz1z2 = glgkz2z1 = glz2g

kz1 = ba.
Теорема 1.57. Все фактор-группы бесконечной цик-

лической группы 〈a〉 исчерпываются бесконечной цикли-
ческой группой 〈a〉/E ≃ 〈a〉 и конечными циклическими
группами 〈a〈am〉〉 порядка m для каждого натурального
числа m.

� Так как каждая циклическая группа абелева, то в
ней любая подгруппа нормальна. По теореме 1.22, с. 24,
все подгруппы бесконечной циклической группы A = 〈a〉
исчерпываются единичной подгруппой E и бесконечными
циклическими подгруппами M = 〈am〉, m ∈ N. Фактор-
группа A/E будет бесконечной циклической группой,
изоморфной A. Так как A = {ak | k ∈ Z}, то A/M со-
стоит из смежных классов akM , k ∈ Z. Если asM = atM ,
то as−t ∈ M и s − t кратно m. Отсюда следует, что
смежные классы M,aM, a2M, . . . , am−1M попарно раз-
личны. Кроме того, для любого atM ∈ A/M имеем:
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t = mq + r, 0 ≤ r < m и atM = amqarM = arM. Та-
ким образом, A/M = {M,aM, a2M, . . . , am−1M} = 〈aM〉,
т.е. A/M будет конечной циклической группой порядка
m.

Теорема 1.58. Все фактор-группы конечной цикли-
ческой группы 〈a〉 порядка n исчерпываются конечными
циклическими группами 〈a〈am〉〉 порядка m для каждого
натурального m, делящего n.

� По теореме 1.24, с. 25, все подгруппы группы A =
〈a〉 исчерпываются подгруппами M = 〈am〉 порядка n/m
для каждого m, делящего n. Легко доказать, что

A/M = 〈aM〉 = {aM, a2M, . . . , am−1M,M},

т.е. A/M = 〈a〈am〉〉 — циклическая группа порядка m.

Теорема о соответствии. Через S(G,H) условим-
ся обозначать совокупность всех подгрупп группы G, со-
держащих подгруппу H. В частности, S(G,E)=S(G) —
совокупность всех подгрупп группы G, а S(G,G) = {G}.

Теорема 1.59 (о соответствии). Пусть H — нор-
мальная подгруппа группы G. Тогда:

1) если U — подгруппа группы G и H ≤ U , то U =
U/H — подгруппа фактор-группы G = G/H;

2) каждая подгруппа фактор-группы G = G/H име-
ет вид V = V/H, где V — подгруппа группы G и H ≤ V ;

3) отображение ϕ : U 7→ U является биекцией мно-
жества S(G,H) на множество S(G);

4) если N ∈ S(G,H), то N — нормальная подгруппа
группы G тогда и только тогда, когда N/H — нормаль-
ная подгруппа фактор-группы G/H.

� 1. Пусть U ∈ S(G,H) и U = {uH | u ∈ U} —
совокупность смежных классов группы U по нормальной
подгруппе H. Если u1H,u2H ∈ U , то u1, u2 ∈ U , а так
как U — подгруппа, то u1u2 ∈ U и u−1

1 ∈ U . Поэтому,

(u1H)(u2H) = u1u2H ∈ U, (u1H)−1 = u−1
1 H ∈ U

и согласно теореме 1.11, с. 17, U — подгруппа группы G.
2. Пусть V — произвольная подгруппа из G. Тогда V

состоит из некоторых смежных классов G по H. Обозна-
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чим через V множество всех тех элементов группы G, из
которых состоят смежные классы, принадлежащие V , т.е.
V = {x ∈ G | xH ∈ V }. Если v1, v2 ∈ V , то v1H, v2H ∈ V ,
а так как V — подгруппа, то

(v1H)(v2H) = v1v2H ∈ V , (v1H)−1 = v−1
1 H ∈ V .

Поэтому v1v2 ∈ V и v−1
1 ∈ V , т.е. V — подгруппа в G.

Ясно, что H ≤ V .
3. Отображение ϕ : U 7→ U будет сюръекцией по свой-

ству 2. Докажем, что ϕ — инъекция. Пусть U и V — под-
группы, содержащие H. Предположим, что подгруппы
U = {uH | u ∈ U} и V = {vH | v ∈ V } совпадают.
Тогда для любого u ∈ U существует v ∈ V такой, что
uH = vH. Поэтому v−1u ∈ H ≤ V ∩ U . Теперь u ∈ V
и U ≤ V . Аналогично проверяется обратное включение.
Следовательно, U = V и ϕ — инъекция.

4. Если N ✁ G, N ∈ S(G,H), то (gH)−1(nH)(gH) =
g−1ngH ∈ N/H для всех g ∈ G, n ∈ N . Поэтому N =
N/H ✁G. Обратно, если N ✁G, то

g−1ngH = (gH)−1(nH)(gH) ∈ N, g−1ng ∈ N.

Значит N ✁G. ⊠
Совокупность всех нормальных подгрупп группы G

обозначим через Sn(G).
Теорема 1.60. Множество Sn(G) с бинарным отно-

шением ≤ является подрешеткой решетки S(G) всех
подгрупп группы G.

� В теореме 1.17, с. 20, доказано, что множество S(G)
с бинарным отношением ≤ является решеткой. Ясно,
что Sn(G) ⊆ S(G). По лемме 1.53

H ∩ L✁G, 〈H ∪ L〉 = HL✁G

для всех H,L✁G, поэтому Sn(G) — подрешетка решетки
S(G). ⊠

Собственная нормальная подгруппа H неединичной
группы G называется максимальной нормальной под-
группой, если из условий: H ≤ K✁G следует, что H = K,
либо K = G. У единичной группы максимальной нор-
мальной подгруппой считают всю группу.
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Теорема 1.61. 1. Если H — максимальная нормаль-
ная подгруппа неединичной группы G, то фактор-группа
G/H является простой группой.

2. Если H — нормальная подгруппа группы G и
фактор-группа G/H простая, то H — максимальная
нормальная подгруппа группы G.

� 1. Предположим, что G/H непростая. Тогда суще-
ствует нетривиальная нормальная подгруппа K/H груп-
пы G/H. По теореме 1.59 подгруппа K нормальна в G и
K 6= G, K 6= H, H ≤ K. Получили противоречие.

2. Пусть H — нормальная подгруппа группы G и G/H
простая. Предположим, что существует нормальная под-
группа L группы G такая, что H ≤ L, H 6= L, L 6= G. То-
гда L/H — нетривиальная нормальная подгруппа в G/H,
т.е. G/H непростая.

Теорема 1.62. Если p — наименьший простой де-
литель порядка конечной группы, то каждая подгруппа
индекса p нормальна в группе.

� Пусть G — конечная группа, p — наименьший
простой делитель | G | и H — подгруппа индекса p.
Предположим, что подгруппа H не является нормаль-
ной. По теореме 1.51 существует элемент x ∈ G такой,
что H 6= Hx. Поскольку | H | / | H ∩ Hx |6= 1 и делит
| G |, то | H | / | H ∩Hx |≥ p и | G |≥| HHx |=| H || Hx |
/ | H ∩Hx |≥| H | p =| H || G : H |=| G | по теореме 1.42,
с. 37. Поэтому G = HHx, что противоречит лемме 1.44,
с. 37.

Подгруппа индекса 2 нормальна в группе. В частности, An✁Sn.

В аддитивной группе Z целых чисел подгруппа 5Z = {5k | k ∈
Z} чисел, кратных 5, нормальна. Смежные классы Z по 5Z имеют
вид i+ 5Z, где i = 0, 1, 2, 3, 4. Фактор-группа

Z/5Z = {5Z, 1 + 5Z, 2 + 5Z, 3 + 5Z, 4 + 5Z}

состоит из пяти элементов. Нулевым элементом будет 5Z. Сложение
в G/H определяется равенством (a + H) + (b + H) = (a + b) + H.
Например, (2+5Z)+(4+5Z) = 6+5Z = 1+5Z. Вычислив остальные
суммы, можно составить таблицу сложения для фактор-группы.
Ясно, что Z/5Z = 〈1 + 5Z〉 — циклическая группа порядка 5.

Пример 1.5. Найти все фактор-группы группы S3.
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� Среди подгрупп группы S3 со своими сопряженными совпа-
дают следующие подгруппы: E, S3, H = 〈(123)〉, см. пример 1.4,
с. 41. По теореме 1.51 эти три подгруппы нормальны в S3. Ясно,
что S3/S3 — единичная группа, а S3/E изоморфна S3. Порядок
подгруппы H = 〈(123)〉 равен 3, а порядок S3/H равен 2. Поэто-
му S3/H — циклическая группа порядка 2. Смежные классы S3
по H исчерпываются классами H и (12)H . Таким образом, груп-
па S3 имеет три фактор-группы: S3/E ≃ S3, S3/S3 ≃ E, S3/H =
{H, (12)H} = 〈(12)H〉.

1.7. Силовские подгруппы конечных групп

По теореме Лагранжа порядок подгруппы делит по-
рядок конечной группы. Обратное утверждение не всегда
верно, т.е. если натуральное число d делит порядок груп-
пы, то в группе может и не быть подгруппы порядка d.

Пример 1.6. Доказать, что знакопеременная группа A4 поряд-
ка 12 не содержит подгрупп порядка 6.

� Допустим противное. Пусть H — подгруппа порядка 6. То-
гда | A4 : H |= 2 и H ✁ A4 согласно теореме 1.62. Группа A4 со-
держит подгруппы K1 = 〈(234)〉, K2 = 〈(134)〉. Если Ki 6≤ H , то
H ∩Ki = E и | HKi |=| H || Ki |= 18, т.е. получили противоречие.
Следовательно, K1K2 ⊆ H , а так как K1 ∩K2 = E, то | K1K2 |= 9.
Снова получили противоречие. Значит допущение неверно и A4 не
содержит подгрупп порядка 6.

Вполне естественно возникает вопрос: для каких де-
лителей d порядка группы имеется подгруппа порядка
d? В случае, когда d — степень простого числа, ответ да-
ет теорема Силова. Для доказательства теоремы Силова
потребуется следующая

Лемма 1.63. Если порядок конечной абелевой груп-
пы G делится на простое число p, то в G существует
подгруппа порядка p.

� Применим индукцию по порядку группы. Пусть
H — максимальная подгруппа. Ясно, что H абелева и
|H| < |G|. Если |H| делится на p, то по индукции в H
имеется подгруппа порядка p. Пусть |H| не делится на p.
Так как |G| = |H||G : H|, то p делит |G : H|. По теоре-
ме 1.61, с. 48, G/H является простой группой, а на ос-
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новании теоремы 1.54, с. 43, фактор-группа G/H = 〈gH〉
является циклической группой простого порядка p. Но
теперь G = H〈g〉 и согласно теореме 1.42, с. 37, число
p = |G : H| = |〈g〉 : H ∩ 〈g〉| делит |〈g〉|. Пусть |〈g〉| = pm.
Тогда 〈gm〉 — подгруппа порядка p. ⊠

Пусть p — простое число. Конечная группа, поря-
док которой есть степень простого числа p, называется
p-группой. Если группа является p-группой для некото-
рого простого числа p, то она называется примарной.

Теорема 1.64 (Силова). Пусть конечная группа G
имеет порядок pms, где p — простое число и p не делит
s. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) в группе G существует подгруппа порядка pi для
каждого i = 1, 2, . . . ,m;

2) если H — p-подгруппа и P — подгруппа порядка
pm, то существует такой элемент a ∈ G, что H ≤ P a;

3) любые две подгруппы порядка pm сопряжены;

4) число подгрупп порядка pm в группе G сравнимо с
единицей по модулю p и делит s.

� 1. Доказательство проведем индукцией по | G |. По
индукции считаем, что для всех групп, порядок которых
меньше порядка G, утверждение 1 теоремы выполняется.
Предположим вначале, что порядок центра Z(G) делится
на p. Так как Z(G) — абелева группа, то к Z(G) приме-
нима лемма 1.63. По этой лемме в Z(G) есть элемент z
порядка p. Так как N = 〈z〉 — нормальная подгруппа
группы G порядка p, то фактор-группа G/N имеет по-
рядок pm−1s <| G | и по индукции в G/N = G найдется
подгруппа Pi порядка pi для каждого i = 1, 2, . . . ,m− 1.
По теореме о соответствии в G имеется подгруппа Pi та-
кая, что Pi ≥ N и Pi/N = Pi. Теперь | Pi |= pi+1, где
i = 1, 2, . . . ,m−1. Итак, в группе G существуют подгруп-
пы P1, P2, . . . , Pm−1 порядков p2, p3, . . . , pm соответствен-
но, и подгруппа N порядка p.

Теперь перейдем к случаю, когда порядок Z(G) не
делится на p. Рассмотрим разложение группы G на раз-
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личные классы сопряженных элементов

G = K1 ∪K2 ∪ . . . ∪Kd, (1.5)

где Ki = xGi = {xgi | g ∈ G} — класс сопряженных с xi эле-
ментов. По лемме 1.9, с. 12, пересечение различных клас-
сов — пустое множество, а по следствию 2 теоремы 1.49,
с. 40, число элементов в классе xGi равно индексу центра-
лизатора CG(xi). Пусть ki =| Ki |=| G : CG(xi) |. Центра-
лизатор каждого элемента из центра совпадает с группой
G, и обратно, если централизатор некоторого элемента
совпадает с группой, то этот элемент попадает в центр
G. Поэтому из разложения (1.5) получаем

| G |= 1 + 1 + . . .+ 1
︸ ︷︷ ︸

|Z(G)|

+kc + kc+1 + . . .+ kd, (1.6)

где kj > 1 для каждого j ≥ c. Если все числа kc, . . . , kd
делятся на p, то из суммы (1.6) следует, что | Z(G) | де-
лится на p, что противоречит рассматриваемому случаю.
Итак, существует kf , где f ≥ c такое, что p не делит kf .
Поскольку kf =| G : CG(xf ) |, то | CG(xf ) |= pms1 <| G |,
где s1 = s/kf — целое число и p не делит s1. Теперь
к группе CG(xf ) применима индукция. По индукции в
CG(xf ) существует подгруппа порядка pi для каждого
i = 1, 2, . . . ,m, которая является искомой для группы G.

2. Рассмотрим разложение группы G на двойные
смежные классы по подгруппам P и H:

G = Px1H ∪ Px2H ∪ . . . ∪ PxtH. (1.7)

Зададим отображение ϕi : gxih 7→ x−1
i gxih, g ∈ P, h ∈ H,

переводящее элементы двойного смежного класса PxiH
в элементы произведения подгрупп x−1

i Pxi = P xi и H.
Легко показать, что отображение ϕi взаимно однозначно,
поэтому, используя теорему 1.42, с. 37, получаем:

| PxiH |=| P xiH |=
| P xi || H |

| P xi ∩H |
=

pmpb

| P xi ∩H |
,

где pb =| H |. Так как P xi ∩H есть подгруппа в H, то по
теореме Лагранжа | P xi ∩H | делит pb и pb/ | P xi ∩H | —
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целое число. Из разложения (1.7) теперь имеем:

pms =

t∑

i=1

| PxiH |=
t∑

i=1

pm
pb

| P xi ∩H |
.

Сокращая обе части равенства на pm получаем:

s =

t∑

i=1

pb

| P xi ∩H |
. (1.8)

Так как s взаимно просто с p, а pb/ | pxi ∩H | — целое
число, являющееся степенью p, то в правой части равен-
ства (1.8) существует слагаемое, равное единице. Пусть,
например, pb =| P xj ∩H |, где 1 ≤ j ≤ t. Тогда H ≤ P xj .

3. Пусть P1 и P2 — подгруппы порядка pm. По утвер-
жденияю 2 существует элемент a ∈ G такой, что P1 ≤ P a2 .
Так как | P1 |=| P a2 |, то P1 = P a2 .

4. Пусть G — группа порядка pms, (p, s) = 1, P —
подгруппа порядка pm и N = NG(P ) — нормализатор
подгруппы P в группеG. Рассмотрим разложение группы
G на двойные смежные классы по P и N :

G = Px1N ∪ Px2N ∪ . . . ∪ PxtN. (1.9)

Отображение ϕi : gxih 7→ x−1
i gxih, g ∈ P, h ∈ N, бу-

дет взаимно однозначным отображением PxiN на P xiN .
Теперь из разложения (1.9) имеем:

| G |=
t∑

i=1

| P xi || N |

| P xi ∩N |
=| N |

t∑

i=1

| P xi |

| P xi ∩N |
.

Положим | G : N |= ρ. Элемент x1 можно выбрать еди-
ничным, поэтому Px1N = P x1N = N и P x1 ∩ N = P .
Теперь

ρ = 1 +

t∑

i=2

| P xi | / | P xi ∩N | . (1.10)

Покажем, что под знаком суммы в формуле (1.10) нет
слагаемых, равных 1. Допустим противное, т.е. что для
некоторого j ≥ 2 имеем равенство | P xj |=| P xj ∩N |. Это
означает, что P xj ≤ N и подгруппа N содержит две под-
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группы P и P xj порядка pm. По утверждению 3 существу-
ет элемент y ∈ N такой, что P = P xjy. Но тогда xjy ∈ N ,
а так как y ∈ N , то и xj ∈ N . Это возможно только при
j = 1, противоречие. Значит, допущение неверно и в фор-
муле (1.10) под знаком суммы все слагаемые отличны от
единицы. Поскольку каждое слагаемое есть степень про-
стого p, то из формулы (1.10) получаем сравнение ρ ≡ 1
(mod p). По утверждению 3 все подгруппы порядка pm

в G сопряжены между собой, а по следствию 2 теоре-
мы 1.49, с. 40, число подгрупп, сопряженных с P , равно
ρ. Поскольку P ≤ N , то ρ делит s. ⊠

Силовской p-подгруппой конечной группы G называ-
ют такую p-подгруппу, индекс которой не делится на p.
Непосредственно из теоремы получаем

Следствие. Пусть конечная группа G имеет поря-
док pms, где p — простое число и p не делит s. Тогда:

1) существует силовская p-подгруппа и ее порядок
равен pm;

2) каждая p-подгруппа содержится в некоторой си-
ловской p-подгруппе;

3) любые две силовские p-подгруппы сопряжены;
4) число силовских p-подгрупп сравнимо с единицей

по модулю p и делит s.
Теорема 1.65. Для конечной группы G и ее силов-

ской p-подгруппы P справедливы следующие утвержде-
ния:

1) если K — нормальная подгруппа группы G, то P ∩
K — силовская p-подгруппа в K, а PK/K — силовская
p-подгруппа в G/K;

2) NG/K(PK/K) = NG(P )K/K;

3) если K1 и K2 — нормальные подгруп-
пы группы G, то K1K2 ∩ P = (K1 ∩ P )(K2 ∩ P ) и
K1P ∩K2P = (K1 ∩K2)P ;

4) пусть p1, p2, . . . , pn — все простые делители по-
рядка группы G, pi 6= pj при i 6= j, и P1, P2, . . . , Pn —
соответствующие им силовские подгруппы. Тогда G =
〈P1 ∪ P2 ∪ . . . ∪ Pn〉, а если n = 2, то G = P1P2.
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� 1. Так как | P |= pm и p не делит | G : P |, то P ∩K
— p-группа, а из того, что | PK |=| P || K | / | P ∩K |,
следует | PK : P |=| K : K ∩ P |. Из теоремы 1.39,
с. 34, получаем, что | G : P |=| G : PK || PK : P | и
| K : K ∩P | не делится на p. Значит, K ∩P — силовская
p-подгруппа в K. Поскольку | PK/K |=| P/P ∩ K |, то
PK/K — p-группа, а так как число p не делит

| G : P | / | PK : P |=| G : PK |=| G/K : PK/K |,

то PK/K — силовская p-подгруппа в группе G/K.

2. Для элемента x ∈ NG(P ) получаем:

(x−1K)(PK/K)(xK) = P xK/K = PK/K,

т.е. NG(P )K/K ≤ NG/K(PK/K). Обратно, если yK ∈
NG/K(PK/K), то P yK = PK. Теперь P и P y — си-
ловские подгруппы в PK, которые согласно следствию
теоремы 1.64 сопряжены в PK, т.е. существует элемент
ak ∈ PK, a ∈ P, k ∈ K, такой, что P y = P ak = P k. Те-
перь yk−1 ∈ NG(P ) и y ∈ NG(P )K, т.е. NG/K(PK/K) ≤
NG(P )K/K.

3. Если ab ∈ (K1∩P )(K2∩P ), a ∈ K1∩P, b ∈ K2∩P, то
ab ∈ K1K2∩P и (K1∩P )(K2∩P ) ≤ K1K2∩P . ЕслиM ≤ G,
то пусть |M |p означает наивысшую степень p, делящую
порядок M . Согласно следствию теоремы 1.64 | M |p —
порядок силовской p-подгруппы из M . Из утверждения
1 получаем

| Ki ∩ P |=| Ki |p, i = 1, 2; | K1K2 ∩ P |=| K1K2 |p .

Поэтому | (K1∩P )(K2∩P ) |=| K1 |p| K2 |p / | K1∩K2 |p=|
K1K2 |p=| K1K2 ∩ P | и (K1 ∩ P )(K2 ∩ P ) = K1K2 ∩ P .

Если ab ∈ (K1 ∩ K2)P, a ∈ K1 ∩ K2, b ∈ P, то ab ∈
K1P ∩K2P и (K1 ∩K2)P ≤ K1P ∩K2P .

Обратно, пусть a1b1 = a2b2 ∈ K1P ∩ K2P, где a1 ∈
K1, a2 ∈ K2, b1, b2 ∈ P . Тогда a−1

2 a1 = b2b
−1
1 ∈ K1K2 ∩ P .

Поскольку уже доказано, что

K1K2 ∩ P = K2K1 ∩ P = (K2 ∩ P )(K1 ∩ P ),

то a−1
2 a1 = c2c1, где c2 ∈ K2 ∩ P, c1 ∈ K1 ∩ P . Теперь

a1c
−1
1 = a2c2 ∈ K1 ∩K2 и a1b1 = a1c

−1
1 c1b1 ∈ (K1 ∩K2)P .
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Следовательно, K1P ∩K2P = (K1 ∩K2)P .
4. Пусть H = 〈P1∪P2∪. . .∪Pn〉. Тогда | Pi | делит | H |

для каждого i = 1, 2, . . . , n и поэтому | G |=| P1 || P2 | . . . |
Pn | делит | H |, т.е. H = G. Для n = 2 по теореме 1.42,
с. 37, имеем | G |=| P1P2 |, откуда G = P1P2.

Лемма 1.66 (Фраттини). Если K — нормальная
подгруппа конечной группы G и P — силовская p-
подгруппа из K, то G = NG(P )K.

� Пусть g — произвольный элемент из G. Так как
P ≤ K ⊳ G, то P g ≤ Kg = K и по теореме Силова под-
группы P и P g сопряжены в K. Поэтому существует эле-
мент k ∈ K такой, что P = P gk, откуда gk ∈ NG(P ) и
g ∈ NG(P )k

−1 ⊆ NG(P )K. Таким образом, G = NG(P )K.
Лемма 1.67. Каждая подгруппа конечной группы, со-

держащая нормализатор некоторой силовской подгруп-
пы, самонормализуема.

� Пусть P — силовская подгруппа группы G и H —
подгруппа, содержащая NG(P ). Так как H ⊳ NG(H), то
по лемме Фраттини NG(H) = HNG(P ) = H.

Лемма 1.68. Пусть P — p-подгруппа конечной груп-
пы G, N ✁ G и p не делит | N |. Тогда NG/N (PN/N) =
NG(P )N/N .

� Ясно, что NG(P )N/N ≤ NG/N (PN/N). Пусть
NG/N (PN/N) = A/N . Тогда PN ✁ A и A = NG(P )N
по лемме Фраттини.

Симметрическая группа S6 степени 6 имеет порядок 6! =
24 · 32 · 5. По теореме Силова S6 содержит подгруппы порядков
2, 22, 23, 24, 3, 32, 5. Силовская 2-подгруппа имеет порядок 24, а си-
ловские 3- и 5-подгруппы — 32 и 5 соответственно.

Пример 1.7. Доказать, что группа порядка 15 — циклическая.

� Пусть G — группа порядка 15. Силовская 3-подгруппа P
имеет порядок 3, а силовская 5-подгруппа Q имеет порядок 5. По
теореме Силова число силовских 3-подгрупп равно 1+3k для неко-
торого неотрицательного целого k и делит 5. Поэтому в G имеется
только одна подгруппа порядка 3. Так как любые две силовские
3-подгруппы сопряжены, то P ⊳ G. Аналогично число силовских
5-подгрупп равно 1 + 5t и делит 3, поэтому Q ⊳ G.

Если x — элемент порядка 3, то 〈x〉 — подгруппа порядка 3,
поэтому 〈x〉 = P . Значит, в G только два элемента порядка 3: x и
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x2. Аналогично если y — элемент порядка 5, то 〈y〉 — подгруппа по-
рядка 5, поэтому 〈y〉 = Q и в G только четыре элемента порядка 5:
y, y2, y3 и y4. Так как в группе четырнадцать неединичных элемен-
тов, то должны существовать элементы других порядков. По тео-
реме Лагранжа порядок каждого элемента делит число 15, поэтому
в G существует элемент порядка 15 и G — циклическая группа.
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2. ГОМОМОРФИЗМЫ И ПРОИЗВЕДЕНИЯ

2.1. Гомоморфизмы групп

Пусть G и Γ — мультипликативные группы. Отобра-
жение ϕ : G→ Γ называется гомоморфизмом, если

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) (2.1)

для любых x, y ∈ G. Если M — подмножество группы G,
то ϕ(M) = {ϕ(m) | m ∈M} — образ M при гомоморфиз-
ме ϕ, а ϕ(G) — образ гомоморфизма ϕ. Образ гомомор-
физма ϕ также обозначают через Imϕ. Ядром гомомор-
физма ϕ называется множество Kerϕ = {x ∈ G | ϕ(x) =
ε}, где ε— единичный элемент группы Γ . Другими слова-
ми, в ядре собраны все элементы группы G, переходящие
при отображении ϕ в единичный элемент группы Γ , т.е.
Kerϕ = ϕ−1({ε}).

Лемма 2.1. Пусть ϕ : G→ Γ — гомоморфизм. Тогда:
1) единичный элемент e группы G переходит в еди-

ничный элемент ε группы Γ , т.е. ϕ(e) = ε;
2) обратный элемент переходит в обратный, т.е.

ϕ(a−1) = ϕ(a)−1 для всех a ∈ G;
3) образ гомоморфизма является подгруппой группы

Γ , т.е. Imϕ ≤ Γ ;
4) ядро гомоморфизма является нормальной подгруп-

пой группы G, т.е. Kerϕ✁G;
5) ϕ(g) = ϕ(h) для элементов g, h ∈ G тогда и только

тогда, когда gh−1 ∈ Kerϕ.
� 1. Предположим, что ϕ(e) = ε1 ∈ Γ . Так как ε —

единица группы Γ , то ε1ε = ε1. Применяя формулу (2.1) к
равенству ee = e, получаем, ε1ε1 = ε1. Теперь ε1ε = ε1ε1,
откуда ε = ε1 = ϕ(e) — единица группы Γ .

2. Так как e = aa−1 = a−1a, то ε = ϕ(e) =
ϕ(a)ϕ(a−1) = ϕ(a−1)ϕ(a) и ϕ(a−1) = ϕ(a)−1.

3. Если α, β ∈ Imϕ, то существуют a, b ∈ G такие, что
ϕ(a) = α, ϕ(b) = β. Так как G — группа, то ab ∈ G и
a−1 ∈ G. Отсюда αβ = ϕ(a)ϕ(b) = ϕ(ab) ∈ Imϕ и α−1 =
ϕ(a)−1 = ϕ(a−1) ∈ Imϕ, т.е. Imϕ ≤ Γ .
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4. Если a, b ∈ Kerϕ, то ϕ(a) = ε = ϕ(b). Поэтому
ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = ε, т.е. ab ∈ Kerϕ. Далее, ϕ(a−1) =
ϕ(a)−1 = ε, т.е. a−1 ∈ Kerϕ. Значит, Kerϕ ≤ G.

Для произвольных элементов g ∈ G, a ∈ Kerϕ имеем:

ϕ(g−1ag) = ϕ(g)−1ϕ(a)ϕ(g) = ϕ(g)−1εϕ(g) = ε.

Поэтому g−1ag ∈ Kerϕ и Kerϕ✁G по теореме 1.51, с. 42.
5. Пусть g, h ∈ G и ϕ(g) = ϕ(h). Тогда

ϕ(gh−1) = ϕ(g)ϕ(h−1) = ϕ(g)ϕ(h)−1 = ε, gh−1 ∈ Kerϕ.

Обратно, если gh−1 ∈ Kerϕ, то ϕ(gh−1) = ϕ(g)ϕ(h−1) =
ϕ(g)ϕ(h)−1 = ε и ϕ(g) = ϕ(h). ⊠

Гомоморфизм ϕ : G→ Γ называется мономорфизмом,
если Kerϕ = {ε}. Из леммы 2.1 следует, что гомомор-
физм ϕ является мономорфизмом тогда и только тогда,
когда ϕ — инъекция. Если Imϕ = Γ , то гомоморфизм
ϕ : G → Γ называется эпиморфизмом. Ясно, что в этом
случае ϕ — сюръекция. Гомоморфизм, который одновре-
менно является мономорфизмом и эпиморфизмом, будет
изоморфизмом.

Лемма 2.2. Пусть ϕ : G→ Γ — гомоморфизм. Тогда:
1) если H ≤ G, то ϕ(H) ≤ Γ ;
2) если H ✁G, то ϕ(H)✁ Imϕ;
3) если подмножества T и S сопряжены в G, то

ϕ(T ) и ϕ(S) сопряжены в Imϕ.

� Доказательство всех утверждений леммы выпол-
няется элементарной проверкой.

Теорема 2.3 (основная о гомоморфизме). Если
ϕ : G→ Γ — гомоморфизм, то G/Kerϕ ≃ Imϕ, т.е. при
гомоморфизме групп фактор-группа по ядру изоморфна
образу.

� Поставим в соответствие элементу aK ∈ G/K эле-
мент ϕ(a) ∈ Imϕ, т.е. положим f(aK) = ϕ(a). Если
aK = bK, то b−1a ∈ K и ϕ(b−1a) = ε. Поэтому ϕ(a) = ϕ(b)
и f(aK) = f(bK). Таким образом, соответствие f не зави-
сит от выбора представителя смежного класса и каждому
aK ставится в соответствие единственный элемент ϕ(a).
Следовательно, f : aK 7→ ϕ(a) является отображением
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группы G/K в группу Imϕ. Так как

f((aK)(bK)) = f(abK) = ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = f(aK)f(bK),

то f — гомоморфизм. Если ϕ(a) — произвольный эле-
мент из Imϕ, то ϕ(a) = f(aK), т.е. f — сюръекция. Если
f(aK) = f(bK), то ϕ(a) = ϕ(b), поэтому ϕ(a−1b) = ε и
a−1b ∈ Kerϕ = K, т.е. aK = bK. Следовательно, f —
инъекция и f — изоморфизм групп G/K и Imϕ.

Теорема 2.4. Пусть H — нормальная подгруппа
группы G. Тогда для любой подгруппы A пересечение
A∩H является нормальной подгруппой в подгруппе A, а
отображение ϕ : aH 7→ a(A∩H) — изоморфизмом групп
AH/H и A/A ∩H.

� Произведение AH — подгруппа группы G согласно
лемме 1.53, с. 43. Так как единичный элемент e группы G
содержится в A и в H, то AH содержит H и A. Кроме то-
го, H будет нормальной подгруппой в AH, и можно рас-
сматривать фактор-группу AH/H. По лемме 1.53, с. 43
пересечение A∩H является нормальной подгруппой в A.
Поэтому можно рассматривать фактор-группу A/A ∩H.

Отображение ϕ : aH 7→ a(A ∩ H) будет биекцией
множества AH/H на A/A ∩H, причем ϕ((a1H)(a2H)) =
ϕ(a1a2H) = a1a2(A ∩ H) = a1(A ∩ H)a2(A ∩ H) =
ϕ(a1H)ϕ(a2H). Следовательно, ϕ — изоморфизм. ⊠

Теорему 1.59, с. 46, о соответствии дополняет следу-
ющая

Теорема 2.5. Если N и H — нормальные подгруп-
пы группы G, причем H ≤ N , то G/N изоморфна
G/H

/
N/H.

� По теореме о соответствии подгруппа N/H нор-
мальна в G/H и фактор-группа G/H

/
N/H состоит из

смежных классов gH(N/H), где gH — элемент из группы
G/H. Рассмотрим отображение ϕ : G/H → G/N , опреде-
ляемое равенством ϕ(gH) = gN . Это отображение будет
эпиморфизмом. Если gH ∈ Kerϕ, то ϕ(gH) = gN = N и
g ∈ N , поэтому Kerϕ = N/H. По теореме о гомоморфиз-
ме группы G/H

/
N/H и G/N изоморфны.

Приведем примеры гомоморфизмов групп. 1. Пусть G — про-
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извольная группа, а K — её произвольная нормальная подгруппа.
Отображение ϕ : g 7→ gK группы G в фактор-группу G/K будет
эпиморфизмом с ядром K.

2. Пусть Z — аддитивная группа целых чисел, G — мультипли-
кативная группа и a — фиксированный элемент из G. Рассмотрим
отображение ϕ : k 7→ ak из Z в G. Так как ϕ(k + l) = ak+l = akal =
ϕ(k)ϕ(l), то ϕ — гомоморфизм. Образ Imϕ = {ϕ(k) | k ∈ Z} = {ak |
k ∈ Z} = 〈a〉 совпадает с циклической подгруппой, порожденной
элементом a. Ядро Kerϕ = {k | ϕ(a) = e} = {ak = e} состоит из
тех целых чисел k, для которых ak = e. По теореме 1.21, с. 23, все
эти числа кратны порядку элемента a, т.е. Kerϕ =| a | Z. Согласно
основной теореме о гомоморфизме Z/ | a | Z ≃ 〈a〉.

3. Пусть Sn — симметрическая группа степени n, а Γ = {−1, 1}
— мультипликативная группа. Рассмотрим отображение sgn : τ 7→
sgnτ . Поскольку знак произведения перестановок равен произведе-
нию знаков, то равенство (2.1) выполняется и sgn — гомоморфизм.
Ядро этого гомоморфизма состоит из четных перестановок, поэто-
му Kersgn = An — знакопеременная группа. Так как sgn — сюръ-
екция, то Imsgn = Γ и Sn/An ≃ Γ .

4. Зададим отображение det : A 7→ detA, которое каждой невы-
рожденной матрице A ∈ GL(n, P ), где P — поле, ставит в соответ-
ствии ее определитель. Так как определитель произведения двух
матриц равен произведению определителей, то равенство (2.1) вы-
полняется и отображение det — гомоморфизм группы GL(n, P ) в
мультипликативную группу P#. Каждый элемент a ∈ P# будет
определителем матрицы






a 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1




 ,

поэтому Im det = P#, т.е. det — эпиморфизм. Ядро Ker det = {A ∈

GL(n, P ) | detA = 1} состоит из матриц с единичным определите-

лем, поэтому Ker det = SL(n, P ) — специальная линейная группа,

а по лемме 2.1 SL(n, P ) нормальна в GL(n, P ). Согласно теореме о

гомоморфизме GL(n, P )/SL(n, P ) изоморфна мультипликативной

группе P#.
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2.2. Автоморфизмы

Напомним, что изоморфное отображение группы на
себя называется автоморфизмом. Два автоморфизма ϕ
и ψ группы G считаются равными, если они одинаково
действуют на элементах, т.е. если ϕ(x) = ψ(x) для всех
x ∈ G. Если автоморфизмы ϕ и ψ различны, то существу-
ет y ∈ G такой, что ϕ(y) 6= ψ(y). Совокупность AutG всех
автоморфизмов группы G с операцией (ϕψ)(x) = ϕ(ψ(x))
для всех x ∈ G является группой, см. теорему 1.34, с. 31.

Приведем примеры автоморфизмов групп. 1. Пусть G — абеле-
ва группа и α : x 7→ x−1. Тогда α — автоморфизм группы G.

2. Пусть C# — мультипликативная группа ненулевых комплекс-
ных чисел. Тогда отображение a + bi 7→ a+ bi = a − bi является
автоморфизмом C#.

3. Пусть G — абелева группа порядка n и m — натуральное чис-
ло. Если m и n взаимно просты, то отображение β : g 7→ gm, g ∈ G,
является автоморфизмом группы G. В частности, если G — абелева
группа нечетного порядка, то отображение g 7→ g2 — автоморфизм.

Действительно, так как G абелева, то (ab)m = ambm для всех

a, b ∈ G. Поэтому отображение β : g 7→ gm — гомоморфизм. Если

am = e для некоторого a ∈ G, то порядок a делитm по теореме 1.21,

с. 23. Но | a | делит n по теореме Лагранжа, а числа m и n взаимно

просты. Из равенства am = e следует, что a = e и β — инъекция.

Поэтому β — автоморфизм.

При автоморфизмах сохраняются многие свойства
групп. Отметим простейшие из них в следующей лемме.

Лемма 2.6. Пусть G — группа, H и K — подгруппы
G, H ≤ K, x ∈ G и ϕ ∈ AutG. Тогда:

1) | x |=| ϕ(x) |;
2) CG(ϕ(x)) = ϕ(CG(x));
3) ϕ(H) = {ϕ(h) | h ∈ H} ≃ H;
4) ϕ(H) ≤ ϕ(K) и | K : H |=| ϕ(K) : ϕ(H) |;
5) если H ⊳K, то ϕ(H) ⊳ ϕ(K) и K/H ≃ ϕ(K)/ϕ(H);
6) NG(ϕ(H)) = ϕ(NG(H)); CG(ϕ(H)) = ϕ(CG(H)).
Внутренние автоморфизмы. Пусть G — группа и

g ∈ G. Зададим отображение ig : x 7→ gxg−1 для всех
x ∈ G. Если gxg−1 = gyg−1, то x = y и ig — инъекция.
Так как для любого h ∈ G имеем ig(g

−1hg) = h, то ig —

61



Гомоморфизмы и произведения

биекция. Кроме того, ig(xy) = g(xy)g−1 = gxg−1gyg−1 =
ig(x)ig(y) и ig — автоморфизм группы G.

Автоморфизм ig : x 7→ gxg−1 называется внутренним
автоморфизмом группы G, порожденным элементом g.
Совокупность всех внутренних автоморфизмов группы G
обозначается через InnG. Таким образом,

InnG = {ig : x 7→ gxg−1 | g, x ∈ G}.

Теорема 2.7. Пусть G — группа. Тогда:
1) InnG ⊳AutG;
2) InnG ≃ G/Z(G).
� 1. Пусть ig, ih ∈ InnG, g, h ∈ G. Тогда igih(x) =

ig(ih(x)) = ig(hxh
−1) = g(hxh−1)g−1 = (gh)x(gh)−1 =

igh(x). Таким образом, igih = igh и умножение опреде-
лено на InnG. Для единичного элемента e ∈ G внутрен-
ний автоморфизм ie будет тождественным отображени-
ем, т.е. единичным элементом в InnG. Поэтому из равен-
ства igih = igh = ie следует, что h = g−1 и (ig)

−1 = ig−1 ∈
InnG. Оба условия теоремы 1.11, с. 17, выполняются, зна-
чит, InnG— подгруппа. Пусть ϕ ∈ AutG, ig ∈ InnG. Тогда
для любого x ∈ G

(ϕ−1igϕ)(x) = (ϕ−1ig)(ϕ(x)) = ϕ−1(gϕ(x)g−1) =

= ϕ−1(g)ϕ−1(ϕ(x))ϕ−1(g−1) = ϕ−1(g)x(ϕ−1(g))−1 =

= iϕ−1(g)(x), т.е. ϕ−1igϕ = iϕ−1(g) ∈ InnG.

Следовательно, InnG — нормальная подгруппа группы
AutG.

2. Определим отображение f : G → InnG следу-
ющим образом: f : g 7→ ig, для всех g ∈ G. Тогда
f(gh) = igh = igih = f(g)f(h) и f — гомоморфизм груп-
пы G в InnG. Ясно, что f — сюръекция, т.е. Imf = InnG.
Ядро Kerf = {g ∈ G | f(g) = ie} = {g ∈ G | gxg−1 = x
для всех x ∈ G} = Z(G). Применяя основную теорему о
гомоморфизме, получаем, что G/Z(G) ≃ InnG.

Теорема 2.8. Пусть G — группа и H — ее подгруп-
па. Тогда CG(H)⊳NG(H) и фактор-группа NG(H)/CG(H)
изоморфна подгруппе группы автоморфизмов H.
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� Для каждого g ∈ NG(H) ограничение i0g внутрен-
него автоморфизма ig группы G на подгруппе H будет
автоморфизмом H. Рассмотрим отображение f : g 7→ i0g
для всех g ∈ NG(H). Оно является гомоморфизмом груп-
пы NG(H) в AutH, ядро которого Kerf = {g ∈ NG(H) |
ghg−1 = h для всех h ∈ H} = CNG(H)(H) = CG(H). Те-
перь осталось только применить основную теорему о го-
моморфизме.

Характеристические подгруппы. Пусть H —
подгруппа группы G и α — автоморфизм группы G. Если
α(H) = H для всех α ∈ AutG, то H называют характе-
ристической подгруппой группы G и пишут: H char G. В
каждой группе G единичная подгруппа и вся группа яв-
ляются характеристическими подгруппами. Если в груп-
пе G нет других характеристических подгрупп, то она
называется характеристически простой. Ясно, что про-
стые группы являются характеристически простыми.

Лемма 2.9. Каждая подгруппа конечной цикличе-
ской группы характеристическая.

� В циклических группах подгруппа фиксированно-
го порядка единственна, см. следствие теоремы 1.21, с. 25.
Поэтому если G — циклическая группа и H ≤ G, то из
условия | H |=| α(H) | следует, что α(H) = H иH char G.

Лемма 2.10. Пусть H ≤ G. Тогда:
1) если H char G, то H ⊳ G;
2) если H char G, то CG(H) char G;
3) если H и K char G, то HK char G и H∩K char G;
4) если H ≤ K ≤ G, H char G и K/H char G/H, то

K char G.
� 1. Пусть H char G. Тогда ig(H) = H для всех g ∈

G. Так как ig(H) = gHg−1, то из равенства gHg−1 = H
для всех g ∈ G следует, что H ⊳G.

2. Пусть H char G и α ∈ AutG. Если g ∈ CG(H),
h ∈ H, то gh = hg для всех h ∈ H, поэтому α(g)α(h) =
α(h)α(g), а так как α(H) = H, то α(g) ∈ CG(H) и
CG(H) char G.

3–4. Достаточно выполнить простую проверку.
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Лемма 2.11. Пусть H ≤ K ≤ G. Тогда:
1) если H char K char G, то H char G;
2) если H char K ⊳ G, то H ⊳ G.

� 1. Для любого α ∈ AutG из условия K char G
следует, что α(K) = K. Ограничение α |K автоморфизма
α на K будет автоморфизмом K, а поскольку H char K,
то α |K (H) = α(H) = H и H char G.

2. Так как K ⊳G, то ig(K) = K. Ограничение i0g авто-
морфизма ig группы G на K будет автоморфизмом K, а
т.к. H char K, то i0g(H) = ig(H) = H и H ⊳ G. ⊠

Холловой подгруппой конечной группы называют под-
группу, порядок и индекс которой взаимно просты. Си-
ловская подгруппа всегда будет холловой.

Лемма 2.12. Пусть N — холлова нормальная под-
группа конечной группы G. Тогда N — характеристиче-
ская подгруппа и если M — подгруппа, порядок которой
делит порядок N , то M ≤ N .

� Докажем вначале второе утверждение. Пусть M ≤
G и порядок M делит порядок N . Так как MN — под-
группа, то ее порядок делит порядок G. Но |MN |=|M ||
N | / |M ∩N |, поэтому | MN | / | N |=|M | / |M ∩N |
делит | G/N |. Так как | M/M ∩N | делит | N |, а числа
| N | и | G/N | взаимно просты, то | M |=| M ∩ N | и
M ≤ N . Второе утверждение доказано. Если α ∈ AutG,
то α(N) — подгруппа, порядок которой равен порядку N .
По доказанному имеем α(N) = N и N charG.

Следствие. Нормальная силовская подгруппа ко-
нечной группы является характеристической.

Центральные автоморфизмы. Автоморфизм α
группы G называется центральным автоморфизмом, ес-
ли α перестановочен с каждым внутренним автоморфиз-
мом группы G, т.е. если αig = igα для всех g ∈ G.

Теорема 2.13. Автоморфизм α группы G являет-
ся центральным тогда и только тогда, когда g−1α(g) ∈
Z(G) для всех g ∈ G.

� Пусть α — центральный автоморфизм. Тогда
αig = igα для всех g ∈ G. Если x — произвольный
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элемент, то αig(x) = α(gxg−1) = α(g)α(x)α(g)−1 =
igα(x) = gα(x)g−1. Поэтому g−1α(g)α(x) = α(x)g−1α(g)
и g−1α(g) ∈ Z(G).

Обратно, пусть α — автоморфизм и g−1α(g) ∈ Z(G)
для всех g ∈ G. Тогда для любого x ∈ G имеем:
g−1α(g)α(x) = α(x)g−1α(g), α(g)α(x)α(g)−1 = gα(x)g−1,
αig(x) = igα(x), т.е. α — центральный автоморфизм.

Следствие 1. Группа с единичным центром не име-
ет нетождественных центральных автоморфизмов.

Следствие 2. Если G — группа с единичным цен-
тром, то CAutGInnG = E.

� Достаточно вспомнить, что множество централь-
ных автоморфизмов группы G совпадает с CAutGInnG,
а затем применить следствие 1.

2.3. Эндоморфизмы и операторы

Гомоморфное отображение группы в себя называется
эндоморфизмом. Таким образом, эндоморфизм ϕ груп-
пы G переводит элемент x ∈ G в некоторый элемент
ϕ(x) ∈ G, причем ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) для любых x, y ∈ G.
Множество всех эндоморфизмов группы G обозначают
через EndG.

Отображение x 7→ e для любого x ∈ G является эн-
доморфизмом; здесь e — единичный элемент группы G.
Этот эндоморфизм называется нулевым. Эндоморфизм
x 7→ x называют единичным или тождественным.

Лемма 2.14. Множество EndG всех эндоморфизмов
группы G с операцией ϕψ(x) = ϕ(ψ(x)) для всех x ∈ G
является полугруппой с единицей ε : x 7→ x.

� Пусть ϕ,ψ ∈ EndG. Так как ϕψ(xy) = ϕ(ψ(xy)) =
ϕ(ψ(x)ψ(y)) = ϕ(ψ(x))ϕ(ψ(y)) = (ϕψ)(x)(ϕψ)(y), то ϕψ
— эндоморфизм G. Поскольку умножение отображений
ассоциативно, то EndG — полугруппа. Далее, ϕε(x) =
ϕ(x) и εϕ(x) = ϕ(x), поэтому ϕε = εϕ = ϕ для всех
ϕ ∈ EndG и ε — единичный элемент в EndG.
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Понятие гомоморфизма, введенное для групп, распро-
страняется и на полугруппы. Отображение ϕ : P1 → P2

мультипликативных полугрупп P1 и P2 называется гомо-
морфизмом, если ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) для всех x, y ∈ P1.
Если гомоморфизм ϕ : P1 → P2 является биекцией, то он
называется изоморфизмом полугрупп P1 и P2. Факт изо-
морфизма полугрупп P1 и P2 обозначают так: P1 ≃ P2.

Эндоморфизмы циклических групп. Обозначим
через (Z, ·) мультипликативную полугруппу целых чисел,
а через (Zn, ·) — мультипликативную полугруппу классов
вычетов по модулю n.

Теорема 2.15. 1. Если 〈g〉 — бесконечная цикличе-
ская группа, то End〈g〉 ≃ (Z, ·).

2. Если 〈g〉 — конечная циклическая группа порядка
n, то End〈g〉 ≃ (Zn, ·).

� По теореме 1.20, с. 22, 〈g〉 = {gi | i ∈ Z}.Обозначим
через ϕk, k ∈ Z, эндоморфизм группы 〈g〉, для которого
gi 7→ gik. Пусть ϕ — произвольный эндоморфизм группы
〈g〉. Тогда ϕ(g) ∈ 〈g〉, поэтому ϕ(g) = gm для некоторого
целого m. Если gi — произвольный элемент из 〈g〉, то
ϕ(gi) = (ϕ(g))i = gmi и ϕ = ϕm. Таким образом, каждый
эндоморфизм группы 〈g〉 имеет вид ϕk : gi 7→ gik, где
k ∈ Z, поэтому End〈g〉 = {ϕk | k ∈ Z}. Поскольку

(ϕsϕt)g
i = ϕs(ϕt(g

i)) = ϕs(g
ti) = gsti = ϕst(g

i),

то ϕsϕt = ϕst и отображение α : k 7→ ϕk будет эпимор-
физмом полугруппы (Z, ·) на полугруппу End〈g〉.

1. Пусть 〈g〉 — бесконечная группа. Тогда gs 6= gt при
s 6= t, поэтому ϕs 6= ϕt и отображение α : k 7→ ϕk будет
изоморфизмом полугрупп (Z, ·) и End〈g〉.

2. Пусть 〈g〉 — конечная группа порядка n. Тогда 〈g〉 =
{g0 = e, g, g2, . . . , gn−1} по теореме 1.21, с. 23. Если ϕs =
ϕt, то ϕs(g) = gs = ϕt(g) = gt, gs−t = e и s − t делится
на n (см. теорему 1.21). Поэтому отображение β : k 7→
ϕk, k = k + nZ ∈ Zn, будет изоморфизмом полугрупп
(Zn, ·) и End〈g〉.

Теорема 2.16. 1. Если 〈g〉 — бесконечная цикличе-
ская группа, то Aut〈g〉 — группа порядка 2.
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2. Если 〈g〉 — конечная циклическая группа порядка n,
то Aut〈g〉 изоморфна группе всех обратимых элементов
полугруппы (Zn, ·).

3. Группа автоморфизмов циклической группы абеле-
ва.

4. Группа автоморфизмов группы простого порядка
p является циклической группой порядка p− 1.

� 1. Из всех эндоморфизмов ϕk бесконечной цикли-
ческой группы 〈g〉 только два эндоморфизма ϕ1 : g 7→
g; ϕ−1 : g 7→ g−1 будут автоморфизмами.

2. Пусть X — множество всех обратимых элементов
полугруппы (Zn, ·). Если ϕ ∈ Aut〈g〉, то ϕ — обратимый
элемент, поэтому ϕ ∈ X. Если ψ ∈ X, то ψ — биекция,
поэтому ψ ∈ Aut〈g〉 и Aut〈g〉 = X.

3. Так как (Z, ·) и (Zn, ·) — абелевы полугруппы, то в
обоих случаях группа Aut〈g〉 абелева.

4. Если p — простое число, то кольцо классов выче-
тов Zp является полем, поэтому его мультипликативная

группа (Z#
p , ·) — циклическая порядка p − 1. Теперь из

утверждения 2 получаем, что Aut〈g〉 ≃ (Z#
p , ·).

Операторы. Пусть даны группа G, множество Ω и
отображение f : Ω → EndG, переводящее элемент α ∈ Ω в
элемент f(α) ∈ EndG. Так как f(α) — эндоморфизм груп-
пы G, то каждый элемент x ∈ G под действием эндомор-
физма f(α) перейдет в элемент f(α)(x) ∈ G. Условимся
вместо f(α)(x) писать α(x). Ясно, что α(xy) = α(x)α(y)
для всех x, y ∈ G. В этой ситуации множество Ω назы-
вают областью операторов группы G, элементы из Ω —
операторами группы G, а саму группу G — Ω-группой
или группой с областью операторов Ω. Операторы дей-
ствуют на группе G также, как и соответствующие им
эндоморфизмы. Заметим, что различные операторы мо-
гут не отличаться действием на группе G, поскольку им
может соответствовать один и тот же эндоморфизм.

Подгруппа H называется Ω-допустимой или просто
Ω-подгруппой, если α(H) ⊆ H для всех α ∈ Ω. Ясно,
что пересечение Ω-подгрупп Ω-группы также является Ω-
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подгруппой. Если H — Ω-подгруппа и α ∈ Ω, то ограни-
чение f(α)|H эндоморфизма f(α) на подгруппе H явля-
ется эндоморфизмом подгруппы H, т.е. f(α)|H ∈ EndH.
Это позволяет считать Ω областью операторов любой Ω-
подгруппы группы G.

Рассмотрим наиболее употребительные операторы. 1. Пусть Ω
— непустое множество и отображение f : Ω → EndG действует так:
f(α) = ε, где ε : g 7→ g — тождественный эндоморфизм группы G. В
этой ситуации f(Ω) = 〈ε〉 — единичная подгруппа в AutG ≤ EndG
и α(g) = f(α)(g) = ε(g) = g. Поэтому каждая подгруппа группы G
будет Ω-допустимой.

2. Пусть A — непустое подмножество группы G. Превратим
A в область операторов группы G с помощью отображения f :
a 7→ ia, a ∈ A. Здесь ia : g 7→ aga−1 — внутренний авто-
морфизм группы G, порожденный элементом a. Таким образом,
f(A) ⊆ InnG ≤ EndG. Если H — A-допустимая подгруппа из груп-
пы G, то aHa−1 ⊆ H для всех a ∈ A, т.е. a ∈ NG(H). Таким
образом, A-допустимыми подгруппами будут те подгруппы X из
группы G, для которых A ⊆ NG(X). При A = Z(G) все подгруппы
будут Z(G)-допустимыми.

3. Положим A = G. Тогда f(G) = InnG — подгруппа груп-
пы EndG. Поэтому G-допустимыми подгруппами будут нормаль-
ные подгруппы и только они.

4. Если Ω = AutG, то AutG-допустимыми будут характеристи-

ческие подгруппы и только они.

Если H — Ω-подгруппа группы G и H ✁ G, то
фактор-группа G/H становится Ω-группой, если поло-
жить α(gH) = α(g)H для g ∈ G и α ∈ Ω. Для теоре-
мы 1.59, с. 46, Ω-аналогом является следующая

Теорема 2.17. Пусть H — нормальная Ω-подгруппа
Ω-группы G. Тогда:

1) если U — Ω-подгруппа и H ≤ U , то U/H — Ω-
подгруппа фактор-группы G/H;

2) каждая Ω-подгруппа фактор-группы G/H имеет
вид V/H, где V — Ω-подгруппа группы G и H ≤ V .

Пусть G — неединичная группа с областью операто-
ров Ω. Если в группе G нет Ω-допустимых нетривиаль-
ных нормальных подгрупп (т.е. отличных от единичной
подгруппы и всей группы), то группа G называется Ω-
простой. Для теоремы 1.61, с. 48, Ω-аналогом является
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следующая
Теорема 2.18. 1. Если H — максимальная нормаль-

ная Ω-подгруппа неединичной Ω-группы G, то фактор-
группа G/H является Ω-простой группой.

2. Если H — нормальная Ω-подгруппа Ω-группы G и
фактор-группа G/H Ω-простая, то H — максимальная
нормальная Ω-подгруппа Ω-группы G.

Пусть G и Γ — группы с одной областью опера-
торов Ω. Гомоморфизм ϕ : G → Γ называется Ω-
гомоморфизмом, если α(ϕ(g)) = ϕ(α(g)) для всех g ∈
G, α ∈ Ω. В следующей лемме перечислены его очевид-
ные свойства.

Лемма 2.19. Пусть G и Γ — группы с одной обла-
стью операторов Ω и ϕ : G→ Γ Ω-гомоморфизм. Тогда:

1) ядро Kerϕ = {x ∈ G | ϕ(x) = ε}, где ε — единица
группы Γ , является нормальной Ω-подгруппой группы G;

2) образ ϕ(H) любой Ω-подгруппы H из G является
Ω-подгруппой группы Γ ;

3) образ Imϕ = ϕ(G) = {ϕ(g) | g ∈ G} Ω-
гомоморфизма ϕ является Ω-подгруппой группы Γ .

Ω-гомоморфизм ϕ : G → Γ называется Ω-
эпиморфизмом, если Imϕ = Γ. При Kerϕ = E, говорят
об Ω-мономорфизме. Если ϕ является одновременно Ω-
эпиморфизмом и Ω-мономорфизмом, то его называют Ω-
изоморфизмом. В этом случае говорят, что группы G и
Γ Ω-изоморфны и пишут G ≃Ω Γ . Обратим внимание
на то, что если ϕ : G → Γ есть Ω-мономорфизм, то
ϕ : G→ Imϕ Ω-изоморфизм.

Теорема 2.20. При любом Ω-гомоморфизме ϕ : G →
Γ группы G/Kerϕ и Imϕ Ω-изоморфны.

� По теореме 2.3, с. 58, отображение f : gKerϕ 7→
ϕ(g) является изоморфизмом группы G/Kerϕ и груп-
пы Imϕ. Если α ∈ Ω, то f(α(gKerϕ)) = f(α(g)Kerϕ) =
ϕ(α(g)) = α(ϕ(g)) = α(f(gKerϕ)) и f — Ω-изоморфизм.

Теорема 2.21. Если N и H — нормальные Ω-
подгруппы Ω-группы G, причем H ≤ N , то N/H — нор-
мальная Ω-подгруппа фактор-группы G/H и имеет ме-
сто Ω-изоморфизм (G/H)/(N/H) ≃Ω G/N.

69



Гомоморфизмы и произведения

� Из теоремы 2.17 следует, что N/H — нормаль-
ная Ω-подгруппа Ω-фактор-группы G/H. По теореме 2.5,
с. 59, отображение ϕ : G/H → G/N , определяемое ра-
венством ϕ(gH) = gN , является эпиморфизмом. Так как
ϕ(α(gH)) = ϕ(α(g)H) = α(g)N = α(gN) = α(ϕ(gH)), то
ϕ — Ω-эпиморфизм. Если gH ∈ Kerϕ, то ϕ(gH) = gN =
N и g ∈ N , поэтому Kerϕ = N/H. По теореме 2.20 группы
G/H

/
N/H и G/N Ω-изоморфны.

Теорема 2.22. Пусть H — нормальная Ω-подгруппа
Ω-группы G. Тогда для любой Ω-подгруппы A пересече-
ние A∩H является нормальной Ω-подгруппой в подгруп-
пе A, а отображение ϕ : aH 7→ a(A ∩ H) является Ω-
изоморфизмом Ω-групп AH/H и A/A ∩H.

� Ясно, что A ∩ H является нормальной Ω-
подгруппой в A, а по теореме 2.4, с. 59, ϕ — изомор-
физм AH/H и A/A ∩ H. Если α ∈ Ω, то α(ϕ(aH)) =
α(a(A∩H)) = (α(a))(A ∩H) = ϕ(α(a)H) = ϕ(α(aH)) и ϕ
— Ω-изоморфизм.

2.4. Композиционные ряды

Цепочка подгрупп E = A0 < A1 < . . . < Aa−1 <
Aa = G называется рядом длины a неединичной группы
G и обозначается через (Ai)i=0,...,a. Ряд называется нор-
мальным, если Ai✁G для всех i, и субнормальным, если
Ai−1 ✁Ai для всех i. Ясно, что каждый нормальный ряд
будет субнормальным.

Пусть (Ai)i=0,...,a — субнормальный ряд конечной
группы G. Фактор-группы Ai/Ai−1, i = 1, . . . , a, на-
зываются факторами ряда, числа |Ai/Ai−1| — индекса-
ми ряда. Нормальный ряд (Ai)i=0,...,a конечной группы
G называется главным, если Ai−1 является максималь-
ной нормальной подгруппой группы G, содержащейся в
Ai, i = 1, . . . , a. Ясно, что в этом случае главный фактор
Ai/Ai−1 является минимальной нормальной подгруппой
группы G/Ai−1 для каждого i = 1, . . . , a.

Субнормальный ряд (Ai)i=0,...,a конечной группы G
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называется композиционным, если Ai−1 является макси-
мальной нормальной подгруппой в Ai, i = 1, . . . , a. Ком-
позиционные факторы Ai/Ai−1 по теореме 1.61, с. 48, яв-
ляются простыми группами.

Ряд E = E считается композиционным и главным ря-
дом единичной группы E, а число 0 — длиной этого ряда.

Пусть G — конечная группа с областью операторов
Ω. Ряд (Ai)i=0,...,a, состоящий из Ω-подгрупп, называет-
ся Ω-рядом. Субнормальный Ω-ряд (Ai)i=0,...,a называет-
ся Ω-композиционным, если Ai−1 является максимальной
нормальной Ω-допустимой подгруппой в Ai, i = 1, . . . , a.
Ясно, что Ω-композиционные факторы Ai/Ai−1 по теоре-
ме 2.18, с. 69, являются Ω-простыми группами.

Приведем примеры рядов. 1. Пусть (Ai)i=0,...,a — композици-
онный ряд группы G порядка pa11 pa22 . . . pak

k
. Предположим, что

все композиционные факторы этого ряда абелевы. Тогда по тео-
реме 1.38, с. 34, все композиционные факторы имеют простые по-
рядки. Поэтому число композиционных факторов порядка pi равно
ai, a = a1 + a2 + . . .+ ak и |G| =

∏a
i=1 |Ai/Ai−1|.

2. Пусть Ω = 〈ε〉 — единичная подгруппа в AutG. Тогда Ω-
композиционный ряд является композиционным рядом конечной
группы G.

3. Если Ω = G, то G-допустимые подгруппы группы G — это
в точности её нормальные подгруппы. Поэтому G-композиционный
ряд будет главным рядом.

4. Если Ω = AutG, то AutG-допустимые подгруппы группыG —

это в точности ее характеристические подгруппы. Поэтому AutG-

композиционный ряд состоит из характеристических подгрупп и

AutG-композиционные факторы являются AutG-простыми группа-

ми.

Пусть G — конечная Ω-группа. Будем говорить,
что два Ω-композиционных ряда (Ai)i=0,1,...,a, (Bi)i=0,1,...,b

группы G изоморфны, если a = b и существует биекция

τ : {Ai/Ai−1 | i = 1, . . . , a} → {Bi/Bi−1 | i = 1, . . . , b}

такая, что τ(Ai/Ai−1) ≃Ω Ai/Ai−1.

Теорема 2.23 (Жордана-Гельдера). Любые два
Ω-композиционных ряда конечной Ω-группы G изоморф-
ны.
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� Будем следовать схеме доказательства этой теоре-
мы в [27]. Применим индукцию к порядку группы. Яс-
но, что можно считать группу G неединичной. Пусть
(Ai)i=0,1,...,a и (Bi)i=0,1,...,b — два Ω-композиционных ря-
да Ω-группы G. Подгруппа N = Bb−1 является макси-
мальной нормальной Ω-подгруппой Ω-группы G, поэто-
му Ai ≤ N или AiN = G для всех i = 0, . . . , a. Положим
A∗
i = Ai ∩ N и зафиксируем наибольшее j для которо-

го Aj ≤ N . Тогда A∗
j = Aj ✁ A∗

j+1 < Aj+1. Поскольку

Aj+1/Aj — Ω-простая группа, то A∗
j = Aj = A∗

j+1 и

G/N = Aj+1N/N ≃Ω Aj+1/Aj+1 ∩N = Aj+1/Aj . (2.2)

Для k ≥ j + 2 имеем A∗
k ∩ Ak−1 = Ak ∩ N ∩ Ak−1 =

A∗
k−1 и A∗

k/A
∗
k−1 ≃Ω A

∗
kAk−1/Ak−1 ✁ Ak/Ak−1. Поскольку

Ak/Ak−1 — Ω-простая группа, то A∗
k/A

∗
k−1 ≃Ω Ak/Ak−1

или A∗
k/A

∗
k−1 = E. Если A∗

k/A
∗
k−1 = E, то из равенств

NAk = NAk−1 = G получаем:

G/N = NAk/N ≃Ω Ak/Ak ∩N = Ak/A
∗
k,

G/N = NAk−1/N ≃Ω Ak−1/Ak−1 ∩N = Ak−1/A
∗
k−1,

что приводит к равенству Ak = Ak−1. Получили проти-
воречие. Поэтому

A∗
k/A

∗
k−1 ≃Ω Ak/Ak−1 при k ≥ j + 2. (2.3)

Теперь E = A∗
0 < . . . < A∗

j < A∗
j+2 < . . . < A∗

k = N,

E = B0 < . . . < Bb−1 = N

— два Ω-композиционных ряда Ω-группы N . По индук-
ции a− 1 = b− 1 и существует биекция

τ∗ : {A∗
i /A

∗
i−1 | i = 1, . . . , j, j + 2, . . . , a} →

→ {Bi/Bi−1 | i = 1, . . . , b− 1}

такая, что τ∗(A∗
i /A

∗
i−1) ≃Ω A∗

i /A
∗
i−1. Согласно формуле

(2.3) τ∗(A∗
i /A

∗
i−1) ≃Ω Ai/Ai−1, i 6= j + 1, а из формулы

(2.2) следует, что G/N = G/Bb−1 ≃Ω Aj+1/Aj .
В случае, когда Ω = 〈ε〉 — единичная подгруппа в

AutG получаем
Следствие 1. Любые два композиционных ряда конеч-

ной группы G изоморфны.
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В случае, когда Ω = G получаем
Следствие 2. Любые два главных ряда конечной груп-

пы G изоморфны.
Лемма 2.24. Пусть H,K ⊳ G и K ≤ H. Тогда цен-

трализатор

CG(H/K) = 〈g ∈ G | g−1h−1gh ∈ K, h ∈ H〉

является нормальной в G подгруппой и фактор-группа
G/CG(H/K) изоморфна подгруппе группы Aut(H/K).

� Для каждого g ∈ G зададим отображение
γg : Kh 7→ Kghg−1. Если Kghg−1 = Kgfg−1 для
некоторых h и f ∈ H, то gh(gf)−1 ∈ K, а так как K ⊳ G,
то hf−1 ∈ K, поэтому Kh = Kf . Значит, γg — биекция
H/K на себя. Так как для любых a, b ∈ G

γaγb(Kh) = γa(Kbhb
−1) = Kabhb−1a−1 = γab(Kh),

то γab = γaγb и γg ∈ Aut(H/K). Рассмотрим отображе-
ние δ : G→ Aut(H/K), при котором δ(g) = γg. Посколь-
ку δ(ab) = γab = γaγb = δ(a)δ(b), то δ — гомоморфизм
группы G в Aut(H/K) с ядром

Kerδ = {g ∈ G | γg : Kh 7→ Kghg−1 = Kh} =

= {g ∈ G | ghg−1h−1 ∈ K} = CG(H/K).

По основной теореме о гомоморфизме фактор-группа
G/CG(H/K) изоморфна подгруппе из Aut(H/K). ⊠

Введем обозначение AutG(H/K) = {γg | g ∈ G}, где
γg : Kh 7→ Kghg−1. Тогда AutG(H/K) = Imδ и лемма 2.24
утверждает, что G/CG(H/K) ≃ AutG(H/K).

Если K ✁G, H ✁G, K ≤ H и H/K — минимальная
нормальная подгруппа группы G/K, то H/K называют
главным фактором конечной группы G. Ясно, что в этом
случае имеется главный ряд конечной группы G, членами
которого будут подгруппы K и H. Если |H/K| — степень
простого числа p, то фактор H/K называют p–главным
фактором группы G.

Следствие. 1. Если H/K — главный фактор ко-
нечной группы G, то CG(H/K) ✁ G и G/CG(H/K) ≃
AutG(H/K).
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2. Если H/K — главный фактор порядка p конечной
группы G, то фактор-группа G/CG(H/K) — цикличе-
ская порядка, делящего p− 1.

� 1. Доказательство следует из леммы 2.24.
2. По теореме 2.16, с. 66, группа автоморфизмов груп-

пы простого порядка p является циклической порядка
p−1. Поэтому, если H/K — p-главный фактор группы G
порядка p, то фактор-группа G/CG(H/K) — циклическая
порядка, делящего p− 1.

2.5. Прямые произведения

Пусть G — группа, A,B — ее подгруппы. Напомним,
что произведение AB определяется как множество эле-
ментов ab, где a ∈ A; b ∈ B. Если AB = G, то говорят,
что группа G является произведением своих подгрупп A
и B. В этом случае каждый элемент g ∈ G представим
в виде g = ab, где a ∈ A, b ∈ B. Произведение G = AB
называется прямым, если подгруппы A и B нормальны в
G и A ∩ B = E. Запись G = A × B означает, что группа
G является прямым произведением своих подгрупп A,B.

Теорема 2.25. Пусть группа G является прямым
произведением своих подгрупп A и B. Тогда:

1) каждый элемент g ∈ G единственным образом
представим в виде g = ab, где a ∈ A; b ∈ B;

2) каждый элемент подгруппы A перестановочен с
каждым элементом подгруппы B.

Обратно, если выполняются свойства 1 и 2, то A ∩
B = E, подгруппы A и B нормальны в G и G = A×B.

� 1. Из равенства G = AB следует, что каждый эле-
мент g ∈ G записывается в виде g = ab, где a ∈ A; b ∈ B.
Если имеет место другая запись: g = a1b1, a1 ∈ A; b1 ∈ B,
то ab = a1b1, откуда a−1a1 = bb−1

1 ∈ A ∩ B = E. Поэтому
a = a1, b = b1.

2. Рассмотрим произведение g = a−1b−1ab. Поскольку
A✁G, то b−1ab ∈ A и g ∈ A. Так как B✁G, то a−1b−1a ∈ B
и g ∈ B. Но A ∩B = E, поэтому a−1b−1ab = e и ab = ba.
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Пусть выполняются свойства 1 и 2. Из свойства 1 сле-
дует, что G = AB. Элемент d ∈ A ∩B можно записать в
виде d = ed = de, где e, d ∈ A∩B. Из однозначности пред-
ставления элементов следует, что d = e, т.е. A∩B = E. Из
свойства 2 получаем, что A и B — нормальные подгруп-
пы. Итак, все условия определения прямого произведения
выполняются, поэтому G = A×B. ⊠

Теорема 2.25 позволяет дать иное определение прямо-
го произведения, эквивалентное сформулированному вы-
ше. Группа G является прямым произведением подгрупп
A и B, если каждый элемент g ∈ G единственным обра-
зом представим в виде g = ab, где a ∈ A; b ∈ B, и каждый
элемент подгруппы A перестановочен с каждым элемен-
том подгруппы B.

Определение прямого произведения дано для двух
подгрупп. Для большего числа сомножителей опреде-
ление формулируется так. Группа G является прямым
произведением подгрупп A1, A2, . . . , An, если выполня-
ются следующие требования: G = A1A2 . . . An, Ai ∩
A1 . . . Ai−1Ai+1 . . . An = E,Ai ✁ G, i = 1, . . . , n. В этом
случае пишут: G = A1 ×A2 × . . .×An = ×n

i=1 Ai.
Данное определение можно заменить следующим, эк-

вивалентным ему. Группа G является прямым произ-
ведением подгрупп A1, A2, . . . , An, если каждый элемент
g ∈ G единственным образом представим в виде g =
a1a2 . . . an, где ai ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , n, и элементы из лю-
бых двух подгрупп Ai и Aj , i 6= j, перестановочны между
собой.

Перечислим свойства прямых произведений. Утвер-
ждения приводимой ниже леммы непосредственно сле-
дует из определений прямых произведений.

Лемма 2.26. 1. Если G = A × B, A = A1 × . . . ×
Ak, B = Ak+1 × . . . × An, то G = A× . . . × Ak × Ak+1 ×
. . . ×An.

2. Если G = A1× . . .×An, то G = A×B, где A = A1×
. . . ×Al, B = Al+1 × . . . ×An для l = 1, 2, . . . , n− 1.

Лемма 2.27. 1. Если G = A ×B, A1 ≤ A, B1 ≤ B,
то A1B1 = A1 ×B1.
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2. Если G = A×B и A ≤ H ≤ G, то H = A×(H∩B).
3. Если G = A × B, X ⊆ A, то CG(X) = CA(X) ×

B, NG(X) = NA(X) ×B.
4. Если G = A×B и A1 ✁A, то A1 ✁G.
5. Если G = A×B, то Z(G) = Z(A)× Z(B).
� 1. Из теоремы 2.25 следует, что подгруппы A1 и

B1 перестановочны, поэтому A1B1 — подгруппа группы
G согласно теореме 1.41, с. 36. Ясно, что A1∩B1 ≤ A∩B =
E. Кроме того, подгруппы A1 и B1 нормальны в A1B1,
следовательно, A1B1 = A1 ×B1.

2. На основании тождества Дедекинда имеем, чтоH =
A(H ∩B). Остается применить свойство 1.

3. Согласно теореме 2.25 элементы из A перестановоч-
ны с элементами из B, поэтому B ≤ CG(X) и CG(X) =
(CG(X)∩A)×B = CA(X)×B по свойству 2. Аналогично
B ≤ NG(X) и NG(X) = (NG(X) ∩A)×B = NA(X)×B.

4. Если G = A×B и A1 ✁A, то NG(A1) ≥ A и A1 ✁G
по свойству 3.

5. Ясно, что Z(A)Z(B) = Z(A)×Z(B) ≤ Z(G). Пусть
z = ab — произвольный элемент из Z(G), a ∈ A, b ∈ B.
Если x ∈ A, то xa = xzb−1 = zb−1x = ax и a ∈ Z(A). Если
y ∈ B, то yb = ya−1z = a−1zy = by и b ∈ Z(B). Таким
образом, z ∈ Z(A)Z(B) и Z(G) ≤ Z(A)Z(B). Поэтому
Z(G) = Z(A)× Z(B).

Лемма 2.28. Если G = A×B, то G/A ≃ B.

� По теореме 2.25 каждый элемент из G однозначно
представим в виде ab, a ∈ A, b ∈ B. Следовательно, ϕ :
ab 7→ b будет отображением группы G в группу B. Так
как

ϕ(a1b1a2b2) = ϕ(a1a2b1b2) = b1b2 = ϕ(a1b1)ϕ(a2b2),

то ϕ — гомоморфизм. Ясно, что ϕ — сюръекция, поэтому
Imϕ = B. Если ab ∈ Kerϕ, то e = ϕ(ab) = b и Kerϕ = A.
Согласно основной теореме о гомоморфизме G/A ≃ B.

Теорема 2.29. Если G = A×B1 = A×B2, то суще-
ствует центральный автоморфизм f группы G такой,
что f(B1) = B2.

� По теореме об изоморфизме (см. теорему 2.4, с. 59,)
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отображение αi : bi 7→ biA, bi ∈ Bi, i = 1, 2, явля-
ется изоморфизмом Bi на G/A. Поэтому произведение
α = α−1

2 α1 является изоморфизмом группы B1 на B2.
Для каждого b ∈ B1 по построению изоморфизмов име-
ем bA = α(b)A, поэтому b−1α(b) ∈ A. Если a — про-
извольный элемент группы A, то подгруппы B1 и B2

централизуют a, поэтому b−1α(b) ∈ Z(A) ≤ Z(G). Та-
ким образом, b−1α(b) ∈ Z(G) для всех b ∈ B1. Так как
каждый элемент x ∈ G единственным образом предста-
вим в виде x = ab, где a ∈ A, b ∈ B1, то соответствие
f : x 7→ aα(b) будет автоморфизмом группы G. Кроме то-
го, x−1f(x) = b−1a−1aα(b) = b−1α(b) ∈ Z(G), т.е. f — цен-
тральный автоморфизм согласно теореме 2.13, с. 64. Но
действие f на B1 совпадает с изоморфизмом α : B1 → B2,
поэтому f(B1) = B2. ⊠

С учетом следствия теоремы 2.13, с. 64 получаем
Следствие 1. Если G = A×B1 = A×B2 и Z(G) = E,

то B1 = B2.
Следствие 2. Если G = A × B, A и B — простые

неабелевы подгруппы, то E, A, B и G — все нормальные
подгруппы группы G.

� Пусть C — нормальная подгруппа группы G и
C 6∈ {E,A,B,G}. Так как A и B — простые группы, то
A∩C = B∩C = E. Теперь CA/A ≃ C и CA/A изоморфна
нормальной подгруппе простой группы G/A ≃ B. Поэто-
му, C ≃ B и G = A × C. Применяя следствие 1 теоре-
мы 2.29, получаем, что C = B.

Теорема 2.30. Пусть G = ×n
i=1 Gi, Gi — неабе-

лева простая группа для всех i и E 6= N ✁ G. Тогда
существует подмножество J ⊆ {1, . . . , n} такое, что
N = ×j∈J Gj .

� Применим индукцию по n. Предположим, что N ∩
Gi = E для всех i. Тогда NGi = N×Gi и N ≤ Z(G) на ос-
новании теоремы 2.25. По лемме 2.27 Z(G) = ×n

i=1 Z(Gi),
а поскольку подгруппы Gi простые неабелевы, то Z(G) =
E и N = E, т.е. получили противоречие. Следователь-
но, без ущерба для доказательства можно считать, что
N ∩ G1 6= E. Так как N ∩ G1 ✁ G1, то G1 ≤ N и по
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лемме 2.27 N = G1 × (N ∩ ×n
i=2 Gi). Применим ин-

дукцию к группе ×n
i=2 Gi и ее нормальной подгруппе

K = N ∩ ×n
i=2 Gi. По индукции существует подмноже-

ство J1 ⊆ {2, . . . , n} такое, что K = ×j∈J1 Gj . Теперь
N = G1 ×K = ×j∈J Gj , где J = J1 ∪ {1}.

Внешнее прямое произведение. Пусть G1 и G2 —
группы. На множестве G1 ×G2 = {(g1, g2) | g1 ∈ G1, g2 ∈
G2} определим операцию следующим образом:
(g1, g2)(h1, h2) = (g1h1, g2h2), где gi, hi ∈ Gi. Множе-
ство G1 × G2 превращается в группу с единичным
элементом (e1, e2), где ei — единичный элемент группы
Gi, и обратным элементом (g1, g2)

−1 = (g−1
1 , g−1

2 ). Группу
G1 ×G2 называют внешним прямым произведением.

В группе G = G1 ×G2 имеются две подгруппы

G′
1 = {(g1, e2) | g1 ∈ G1}, G

′
2 = {(e1, g2) | g2 ∈ G2},

причем G′
1 изоморфна G1, а G′

2 изоморфна G2. Кроме
того, G′

1 ✁ G, G′
2 ✁ G, G′

1 ∩ G′
2 = E и G = G′

1 × G′
2,

т.е. группа G совпадает с прямым произведением своих
подгрупп G′

1 и G′
2.

Теорема 2.31. Если G1 и G2 — группы взаимно про-
стых порядков, то Aut(G1 ×G2) = AutG1 ×AutG2.

� Пусть f ∈ Aut(G1 × G2). Так как по лемме 2.12,
с. 64, G1 и G2 — характеристические подгруппы группы
G1 × G2, то ограничение fi = f |Gi

автоморфизма f на
подгруппе Gi будет автоморфизмом группы Gi. Отобра-
жение α : f 7→ (f1, f2) группы Aut(G1 × G2) во внешнее
прямое произведение AutG1 ×AutG2 будет мономорфиз-
мом.

Обратно, каждый элемент (ϕ1, ϕ2) ∈ AutG1 × AutG2

является образом при отображении α следующего авто-
морфизма группы G : (g1, g2) 7→ (ϕ1(g1), ϕ2(g2)). Поэто-
му, Aut(G1 ×G2) = AutG1 ×AutG2.

Теорема 2.32. Пусть группа G = A × B является
прямым произведением своих подгрупп A и B, и пусть
A1✁A, B1✁B. Тогда A1B1 = A1×B1✁G и G/(A1×B1) ≃
A/A1 ×B/B1.

� Обратим внимание на то, что A/A1 × B/B1 —
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внешнее произведение групп A/A1 и B/B1. Из лем-
мы 2.27 следует, что A1 и B1 — нормальные под-
группы группы G, поэтому A1B1 — нормальная под-
группа. Далее, A1B1 = A1 × B1 по лемме 2.27. За-
дадим отображение ϕ : ab 7→ (aA1, bB1) из группы
G во внешнее прямое произведение A/A1 × B/B1. Так
как ϕ(a1b1a2b2) = ϕ(a1a2b1b2) = (a1a2A1, b1b2B1) =
(a1A1, b1B1)(a2A1, b2B1) = ϕ(a1b1)ϕ(a2b2) для всех
a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B, то ϕ — гомоморфизм. Каждый эле-
мент (cA1, dB1), c ∈ A, d ∈ B, группы A/A1×B/B1 будет
образом при отображении ϕ элемента cd ∈ A × B = G,
т.е. ϕ — эпиморфизм. Если ab ∈ Kerϕ, то e = ϕ(ab) =
(aA1, bB1) и a ∈ A1, b ∈ B1. Таким образом, Kerϕ =
A1B1 = A1 × B1. Теперь остается применить основную
теорему о гомоморфизме.

Подпрямое произведение. Пусть группа G =
A1×A2 является прямым произведением своих подгрупп
Ai, i = 1, 2. По теореме 2.25 каждый элемент группы G
единственным образом представим в виде g = a1a2, a1 ∈
A1, a2 ∈ A2. Поэтому отображение ϕi : g 7→ ai с учетом
теоремы 2.25 будет эпиморфизмом G на Ai. Эпиморфизм
ϕi : G→ Ai называют проектированием группы G на i-ю
компоненту Ai. Ясно, что если H — подгруппа группы G,
то ϕi(H) — подгруппа группы Ai. Подгруппу ϕi(H) назы-
вают проекцией подгруппы H на Ai. Если H такова, что
ϕi(H) = Ai, i = 1, 2, то подгруппу H называют подпря-
мым произведением прямого произведения G = A1 ×A2.

Лемма 2.33 (Ремака). Если N1 и N2 — нормаль-
ные подгруппы группы G, то фактор-группа G/(N1∩N2)
изоморфна подгруппе, являющейся подпрямым произве-
дением прямого произведения (G/N1)× (G/N2).

� Внешнее прямое произведение (G/N1)×(G/N2) со-
стоит из множества всех пар (aN1, bN2) с умножением

(aN1, bN2)(cN1, dN2) = (acN1, bdN2),

где a, b, c, d ∈ G. Зададим отображение ϕ : g 7→ (gN1, gN2)
для всех g ∈ G. Это отображение будет гомоморфизмом,
так как ϕ(gh) = (ghN1, ghN2) = (gN1, gN2)(hN1, hN2) =
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ϕ(g)ϕ(h), g, h ∈ G. Ясно, что Imϕ = {(gN1, gN2) | g ∈ G}
и Imϕ есть подгруппа группы (G/N1)× (G/N2), которая
является подпрямым произведением. Найдем ядро отоб-
ражения ϕ. По определению ядра Kerϕ = {g ∈ G | ϕ(g) =
e}, где e — единичный элемент прямого произведения
(G/N1)× (G/N2). Но единичным элементом является па-
ра (N1, N2), поэтому ϕ(g) = (gN1, gN2) = (N1, N2) тогда и
только тогда, когда g ∈ N1∩N2. Итак, Kerϕ = N1∩N2. По
основной теореме о гомоморфизме G/(N1 ∩N2) ≃ Imϕ ≤
(G/N1)× (G/N2).

Разложение циклической группы. Группа, кото-
рая не может быть представлена в виде прямого произве-
дения двух различных собственных подгрупп, называет-
ся неразложимой. Очевидно, что неразложимыми будут
все простые группы.

Симметрическая группа S3 степени 3 содержит единствен-
ную нетривиальную нормальную подгруппу 〈(123)〉, поэтому
S3 неразложима.

Теорема 2.34. Множество всех подгрупп цикличе-
ской примарной группы с бинарным отношением ≤ яв-
ляется линейно упорядоченным множеством. В част-
ности, циклическая примарная группа неразложима.

� Пусть 〈g〉 — циклическая группа порядка pn, где
p — простое число. По теореме 1.24, с. 25, все ее под-
группы исчерпываются циклическими подгруппами 〈gt〉
порядка pn/t для каждого натурального t, делящего pn.
Отсюда следует, что t = pm, где m = 0, 1, . . . , n, и

〈gp
0

〉 = 〈g〉, 〈gp〉, 〈gp
2

〉, . . . , 〈gp
n−1

〉, 〈gp
n
〉 = E — все

подгруппы группы 〈g〉.

Пусть 〈gp
k
〉 и 〈gp

l
〉 — две произвольные подгруппы.

Считаем для определенности, что k ≤ l. Тогда l − k ≥ 0

и (gp
k

)p
l−k

= gp
l

, т.е. элемент gp
l

является степенью эле-

мента gp
k

и 〈gp
l

〉 ≤ 〈gp
k

〉. Значит, в группе 〈g〉 из любых
двух подгрупп всегда одна содержится в другой. Поэтому
множество S(〈g〉) всех подгрупп группы 〈g〉 с бинарным
отношением ≤ является линейно упорядоченным мно-
жеством. В частности, в циклической примарной группе
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нет двух неединичных подгрупп, имеющих единичное пе-
ресечение.

Теорема 2.35. Если 〈g〉 — группа порядка nm, где
n,m — взаимно простые числа, то 〈g〉 = 〈gm〉 × 〈gn〉.

� Так как n и m — взаимно простые числа, то су-
ществуют целые числа s и t такие, что ns + mt = 1.
Теперь g = gns+mt = (gn)s(gm)t, т.е. g ∈ 〈gn〉〈gm〉. От-
сюда следует, что 〈g〉 = 〈gm〉〈gn〉. Ясно, что подгруппы
〈gm〉 и 〈gn〉 нормальны в 〈g〉. Пусть gk ∈ 〈gm〉 ∩ 〈gn〉,
т.е. gk = gmk1 = gnk2 . Тогда gmk1−nk2 = e и mn делит
mk1 − nk2 по теореме 1.21, с. 23. Но m и n взаимно про-
сты, поэтому m делит k2, а n делит k1 и gk = gmk1 = e.
Это означает, что подгруппы 〈gn〉 и 〈gm〉 имеют единич-
ное пересечение. Итак, все требования прямого произве-
дения выполняются. Значит, 〈g〉 = 〈gm〉 × 〈gn〉.

Следствие. Всякая конечная циклическая груп-
па является прямым произведением своих примарных
неразложимых циклических подгрупп. Более точно, ес-
ли 〈g〉 — циклическая группа порядка n = pα1

1 pα2

2 . . . pαk

k ,
где pi — простые числа, pi 6= pj при i 6= j, то 〈g〉 =

〈g1〉 × 〈g2〉 × . . . × 〈gk〉, где 〈gi〉 = 〈gn/p
αi
i 〉 — циклическая

подгруппа порядка pαi

i , i = 1, 2, . . . , k.
� Воспользуемся индукцией по k. На основании тео-

ремы 2.35 имеем 〈g〉 = 〈gp
α2
2
...p

αk
k 〉 × 〈gp

α1
1 〉. Подгруппа

〈gp
α2
2
...p

αk
k 〉 имеет порядок pα1

1 и по теореме 2.34 нераз-

ложима. Группа 〈gp
α1
1 〉 имеет порядок n1 = pα2

2 . . . pαk

k

и к ней применима индукция. По индукции 〈gp
α1
1 〉 =

〈g2〉 × . . . × 〈gk〉, где gi = gp
α1
1

(n1/p
αi
i ) = gn/p

αi
i — эле-

мент порядка pαi

i , i = 2, 3, . . . , k. Теперь согласно лем-
ме 2.26 получаем, что 〈g〉 = 〈g1〉 × 〈g2〉 × . . . × 〈gk〉, где

g1 = gp
α2
2
...p

αk
k = gn/p

α1
1 .

Пусть G = 〈g〉 — циклическая группа порядка 100. Так как

100 = 2252, то по теореме 2.35 группа 〈g〉 = 〈g5
2

〉 × 〈g2
2

〉 является

прямым произведением своих примарных подгрупп: 〈g5
2

〉 порядка

22 и 〈g2
2

〉 порядка 52. На основании теоремы 2.34 подгруппы 〈g25〉

и 〈g4〉 неразложимы.
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2.6. Минимальные нормальные подгруппы

Минимальной нормальной подгруппой группы G на-
зывают такую нормальную подгруппу N , что N 6= E и
в N нет нетривиальных нормальных подгрупп группы
G. Запись N ·✁ G означает, что N — минимальная нор-
мальная подгруппа группы G. Очевидно, что в каждой
неединичной конечной группе имеется минимальная нор-
мальная подгруппа.

Цоколем группы G называется подгруппа, являюща-
яся произведением всех минимальных нормальных под-
групп группы G. Цоколь группы G обозначают через
SocG. Таким образом, SocG =

∏

N ·✁GN.
Лемма 2.36. Пусть N ·✁ G. Тогда:
1) если K ✁ G, то либо N ≤ K, либо N ∩ K = E и

NK = N ×K;
2) если N абелева и NH = G для некоторой собствен-

ной подгруппы H группы G, то N ∩H = E;
3) если K ✁G и N 6⊆ K, то NK/K ·✁ G/K.
� 1. Пусть N 6⊆ K. Тогда N ∩K ✁G по лемме 1.53,

с. 43, и N ∩ K — собственная подгруппа в N . Поэтому
N ∩K = E и NK = N ×K.

2. Поскольку N ∩H ✁H и N ∩H ✁N , то N ∩H ✁G
и N ∩H = E.

3. Так как N 6⊆ K, то NK/K — неединичная нор-
мальная подгруппа группы G/K. Если X/K — мини-
мальная нормальная подгруппа группы G/K из NK/K,
то X 6= K, X ✁ G и X = (X ∩ N)K по тождеству Де-
декинда. Теперь X ∩N ✁G, а из свойства 1 следует, что
X ∩N = N и X = NK. Поэтому X/K = NK/K ·✁ G/K

Лемма 2.37. Пусть M — некоторое множество
минимальных нормальных подгрупп группы G и M =
∏

N∈M N. Тогда:
1) если K ✁ G, то существуют подгруп-

пы N1, N2, . . . , Nk ∈ M такие, что KM =
K ×N1 ×N2 × . . . ×Nk;

2) существуют подгруппы N1, N2, . . . , Nm ∈ M та-
кие, что M = N1 ×N2 × . . .×Nm;
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3) если M — множество всех минимальных
нормальных подгрупп, то существуют подгруппы
N1, N2, . . . , Ns ∈ M такие, что SocG = N1×N2×. . .×Ns.

� 1. Если N ∈ M и N 6⊆ K, то NK = N × K по
лемме 2.36. Пусть {N1, . . . , Nk} — подмножество из M с
наибольшим k, для которого

K(

k∏

i=1

Ni) = K ×N1 × . . .×Nk.

Обозначим через X = K ×N1 × . . .×Nk. Ясно, что K ≤
X ≤ KM . Если X 6= KM , то существует подгруппа N ∈
M такая, что N 6⊆ X. Но тогда по лемме 2.36 XN =
X ×N и XN = K ×N1 × . . .×Nk ×N, что противоречит
максимальности k. Поэтому допущение неверно и X =
KM .

2. Утверждение следует из утверждения 1 при K = E.
3. Если M — множество всех минимальных нормаль-

ных подгрупп, то подгруппа M =
∏

N∈MN совпадает с
цоколем группы G и остается только применить утвер-
ждение 2.

Теорема 2.38. 1. В каждой группе минимальная
нормальная подгруппа характеристически проста.

2. Характеристически простая группа является
прямым произведением изоморфных простых групп.

� 1. Пусть N · ✁ G и KcharN . По лемме 2.11, с. 64,
подгруппа K✁G. Из минимальности N следует, что K =
E или K = N . Поэтому N характеристически проста.

2. Пусть G — характеристически простая группа и
N · ✁ G. Ясно, что α(N) — минимальная нормальная
подгруппа группы G для любого α ∈ AutG. Пусть M =
{α(N) | α ∈ AutG} и M =

∏

K∈M K. Так как

β(M) = β(
∏

K∈M

K) =
∏

K∈M

β(K) =M

для любого β ∈ AutG, то M — характеристическая под-
группа, поэтому M = G. По лемме 2.37 получаем, что
G = N1 ×N2 × . . .×Nm для {N1, N2 . . . , Nm} ⊆ M. Итак,
группа G является прямым произведением изоморфных
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подгрупп N1, . . . , Nm. По свойствам прямых произведе-
ний каждая нормальная в N1 подгруппа будет нормаль-
ной подгруппой группы G, поэтому N1 — простая под-
группа.

Элементарной абелевой p-группой называют группу,
являющуюся прямым произведением своих подгрупп по-
рядка p.

Теорема 2.39. Пусть N · ✁ G и K · ✁ N . То-
гда K — простая подгруппа и существуют элементы
g1, . . . , gm ∈ G такие, что N = Kg1 × . . . × Kgm. Кроме
того:

1) если N абелева, то | K |= p для некоторого про-
стого p и N — элементарная абелева p-группа;

2) если N неабелева, то каждая минимальная
нормальная в N подгруппа принадлежит множеству
{Kg1 , . . . ,Kgm}.

� Пусть M = {Kg | g ∈ G} и L =
∏

X∈M X. Ясно,
что L является нормальной подгруппой группы G. Так
как Kg ≤ N для всех g ∈ G, то L ≤ N , поэтому L = N .
Поскольку Kg — минимальная нормальная подгруппа в
N , то по лемме 2.37 существуют элементы g1, . . . , gm ∈ G
такие, что N = Kg1 × . . . ×Kgm. Из леммы 2.27 следует,
что подгруппа K простая.

1. Пусть N абелева. По теореме 1.54, с. 43, K имеет
простой порядок. Пусть | K |= p. Тогда N — элементар-
ная абелева p-группа порядка pm.

2. Пусть N неабелева. По теореме 2.30, с. 77, каждая
минимальная нормальная в N подгруппа принадлежит
множеству {Kg1 , . . . ,Kgm}.

Следствие. Минимальная нормальная подгруппа
группы либо элементарная абелева p-группа для некото-
рого простого p, либо является прямым произведением
изоморфных простых неабелевых групп.

Лемма 2.40. Пусть N · ✁ G, N ≤ H ✁ G. Если K ·
✁ H, K ≤ N , то существуют элементы g1, . . . , gn ∈ G
такие, что N = Kg1 × . . .×Kgn .

� Так как Kg ≤ Ng = N для любого g ∈ G, то N =
〈Kg | g ∈ G〉. Полагая M = {Kg | g ∈ G} из леммы 2.37
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для группы H и ее нормальной подгруппы N получаем,
что существуют элементы g1, . . . , gn такие, что N = Kg1×
. . . ×Kgn.

Подгруппа U называется субнормальной подгруппой
группы G, если существуют подгруппы U0, U1, . . . , Us та-
кие, что U = U0✁U1✁ . . .✁Us−1✁Us = G. Запись U✁✁G
означает, что U — субнормальная подгруппа группы G.
Очевидно, что каждая субнормальная подгруппа являет-
ся членом некоторого субнормального ряда группы G.

Лемма 2.41. Пусть U ✁✁G. Тогда:
1) если T ✁✁U , то T ✁✁G;
2) если V ≤ G, то V ∩ U ✁✁V ;
3) если V ✁✁G, то U ∩ V ✁✁G;
4) если N ✁G, то UN/N ✁✁G/N .
� 1. Это свойство очевидно.
2. Пусть U = U0 ✁ U1 ✁ . . . ✁ Us−1 ✁ Us = G. Так как

Ui✁Ui+1, то (V ∩Ui+1)∩Ui = V ∩Ui✁V ∩Ui+1. Поэтому
U ∩ V = U0 ∩ V ✁ U1 ∩ V ✁ . . .✁ Us−1 ∩ V ✁ Us ∩ V = V и
U ∩ V ✁✁V .

3. По свойству 2 U ∩V ✁✁V , а поскольку V ✁✁G, то
U ∩ V ✁✁G.

4. Так как UN/N = U0N/N✁U1N/N✁. . .✁Us−1N/N✁

UsN/N = G/N, то UN/N ✁✁G/N .
Лемма 2.42. Если U ✁✁G, то SocG ≤ NG(U).
� Пусть U = U0✁U1✁ . . .✁Un−1✁Un = G. Восполь-

зуемся индукцией по n. Если n = 1, то U ✁ G и SocG ≤
NG(U) = G. По индукции SocUn−1 ≤ NUn−1

(U) ≤ NG(U).
Пусть N — произвольная минимальная нормальная под-
группа группы G. Если N ≤ Un−1, то N ≤ SocUn−1 по
лемме 2.40 и N ≤ NG(U). Если N 6≤ Un−1, то NUn−1 =
N × Un−1 по лемме 2.36 и N ≤ CG(U) ≤ NG(U). Таким
образом, в любом случае N ≤ NG(U) и SocG ≤ NG(U) по
определению цоколя.

Теорема 2.43. Если {Ui | i ∈ I} — некоторое мно-
жество субнормальных подгрупп группы G, то U = 〈Ui |
i ∈ I〉✁✁G.

� Воспользуемся индукцией по порядку G. Пусть
N ·✁G. Тогда UiN/N ✁✁ G/N на основании леммы 2.41
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и по индукции UN/N ✁ ✁ G/N . Согласно лемме 2.42
N ⊆

⋂

i∈I NG(Ui), поэтому U ✁ UN ✁✁G и U ✁✁G.
Из леммы 2.41 и теоремы 2.43 получаем
Следствие. Совокупность всех субнормальных под-

групп группы G образует решетку.
Лемма 2.44. Пусть G = ×m

i=1 Gi, Gi — неабелева
простая группа для всех i и E 6= N ✁ ✁G. Тогда су-
ществует подмножество J ⊆ {1, . . . ,m} такое, что
N = ×j∈J Gj .

� Пусть N = N0 ✁ N1 ✁ . . . ✁ Nn−1 ✁ Nn = G.
Воспользуемся индукцией по n. Согласно теореме 2.30,
с. 77, существует подмножество J1 ⊆ {1, . . . ,m} такое,
что Nn−1 = ×j∈J1 Gj . По индукции найдется подмноже-
ство J ⊆ J1 такое, что N = ×j∈J Gj .

Теорема 2.45. Пусть H✁✁ G, K✁✁ G и H∩K = E.
Если H — неабелева простая подгруппа, то 〈H ∪ K〉 =
H ×K.

� Пусть U = 〈H ∪K〉 и

H = H0 ✁H1 ✁ . . .✁Hn−1 ✁Hn = U,

K = K0 ✁K1 ✁ . . . ✁Km−1 ✁Km = U.

Воспользуемся индукцией по n. Если n = 1, то H ✁ U
и U = [H]K. Если K ✁ U , то U = H × K. Пусть K не
является нормальной подгруппой группы U . Тогда m ≥ 2
и K — собственная подгруппа в K1. Так как K1✁✁ U , то
E 6= K1 ∩H ✁✁ H. Из того, что H — простая неабелева
группа, следует, что H ≤ K1 и HK = H ×K.

Пусть теперь n ≥ 2. Тогда H 6= Hk1 для некоторого
k1 ∈ K и H ∩Hk1 = E. Так как Hn−1✁U , то 〈H ∪Hk1〉 ⊆
Hn−1 и по индукции 〈H ∪Hk1〉 = H ×Hk1 .

Пусть V = H ×Hk1 × . . . ×Hkt , k1, ..., kt ∈ K, с наи-
большим номером t. Ясно, что V ✁✁ Hn−1. Если Hk 6⊆ V
для некоторого k ∈ K, то V ∩Hk = E и 〈V ∪Hk〉 = V ×Hk

по индукции. Получили противоречие с выбором числа t.
Поэтому Hk ⊆ V для всех k ∈ K и K ≤ NG(V ). Следова-
тельно, U = V K.

Если V ∩K 6= E, то по лемме 2.44 V ∩K = ×i∈IH
ki для

некоторого множества I, поэтому существует номер j ∈ I
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такой, что Hkj ≤ K. Теперь H ≤ K, что противоречит
условию теоремы. Следовательно, V ∩K = E и U = [V ]K.
Если K ✁ U , то U = H × K. Пусть K не является нор-
мальной подгруппой в группе U . Тогда K — собственная
подгруппа в подгруппе K1, поэтому K1 ∩ V 6= E и по
лемме 2.44 существует множество J такое, что V ∩K1 =
×j∈JH

kj . Так как V ∩K1✁K1, то (V ∩K1)K = (V ∩K1)×K
и для некоторого Hkl ≤ V ∩K1 имеем HklK = Hkl ×K.
Но kl ∈ K, значит, Hkl ×K = H ×K.

Теорема 2.46. Пусть H — неабелева простая под-
группа группы G и H✁✁ G. Тогда HG ·✁ G и существу-
ют элементы g1, . . . , gn ∈ G такие, что HG = ×n

i=1 H
gi .

� Если H ✁ G, то утверждение теоремы очевидно.
Пусть H не является нормальной подгруппой группы G.
Тогда существует элемент g ∈ G такой, что H 6= Hg. По
теореме 2.45 получаем, что 〈H∪Hg〉 = H×Hg. Пусть V =
Hg1×Hg2×. . .×Hgt — прямое произведение с наибольшим
номером t. Если Hx 6⊆ V для некоторого x ∈ G, то V ∩
Hx

✁✁Hx, а поскольку подгруппа Hx простая неабелева,
то V ∩ Hx = E и 〈V ∪ Hx〉 = V × Hx по теореме 2.45.
Получили противоречие с выбором t. Поэтому Hx ⊆ V
для всех x ∈ G и V = HG

✁ G. Предположим, что V1 ·
✁ G, V1 ≤ V . Тогда по лемме 2.44 V1 = ×i∈I H

gi и V =
HG ⊆ V1. Поэтому V = V1 ·✁ G.

Следствие. Если H — неабелева простая подгруппа
группы G и H ✁✁ G, то H ≤ SocG.

2.7. Полупрямые произведения

Теорема 2.47. Пусть K и H — группы и ψ — гомо-
морфизм группы K в AutH. Тогда существует группа
G, обладающая следующими свойствами:

1) G содержит подгруппы H∗ ≃ H и K∗ ≃ K;
2) G = H∗K∗;
3) H∗ ∩K∗ = E;
4) H∗ ⊳ G.
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� Условимся обозначать образ элемента h ∈ H при
автоморфизме ψ(k) ∈ AutH, k ∈ K, через [ψ(k)h]. Про-
верим, что множество G = {(k, h) | k ∈ K, h ∈ H} с
операцией

(k1, h1)(k2, h2) = (k1k2, [ψ(k
−1
2 )h1]h2) (2.4)

является искомой группой.
Так как [ψ(k−1

2 )h1] ∈ H, то операция (2.4) определена
на G. Проверим ее ассоциативность:
(
(k1, h1)(k2, h2)

)
(k3, h3) =

(
k1k2, [ψ(k

−1
2 )h1]h2

)
(k3, h3) =

=
(
k1k2k3,

[
ψ(k−1

3 )([ψ(k−1
2 )h1]h2)

]
h3

)
=

=
(
k1k2k3,

[(
ψ(k2k3)

−1
)
h1

][
ψ(k−1

3 )h2
]
h3

)
,

(k1, h1)
(
(k2, h2)(k3, h3)

)
= (k1, h1)

(
k2k3, [ψ(k

−1
3 )h2]h3

)
=

=
(
k1k2k3,

[
ψ((k2k3)

−1)h1
][
ψ(k−1

3 )h2
]
h3

)
.

Следовательно, операция (2.4) ассоциативна. Пусть eK
— единичный элемент группы K, а eH — единичный эле-
мент группы H. Так как

(k1, h1)(eK , eH) =
(
k1eK ,

[
ψ(e−1

K )h1
]
eH

)
= (k1, h1),

(eK , eH)(k1, h1) =
(
eKk1,

[
ψ(k−1

1 )eH
]
h1

)
= (k1, h1),

то (eK , eH) — единичный элемент G.
Покажем, что (k, h)−1 =

(
k−1, [ψ(k)h−1]

)
:

(k, h)
(
k−1, [ψ(k)h−1]

)
=

(
kk−1, [ψ(k)h][ψ(k)h−1 ]

)
=

=
(
eK , [ψ(k)(hh

−1)]
)
= (eK , eH),

(
k−1, [ψ(k)h−1]

)
(k, h) = (k−1k,

[
ψ(k−1)[ψ(k)h−1]

]
h
)
=

=
(
eK , [ψ(k

−1)ψ(k)(h−1)]h
)
= (eK , eH).

Итак, G — группа. Рассмотрим два множества:
K∗ = {(k, eH ) | k ∈ K}, H∗ = {(eK , h) | h ∈ H}. Так как

(k1, eH)(k2, eH) =
(
k1k2, [ψ(k

−1
2 )eH ]eH

)
= (k1k2, eH) ∈ K∗,

(eK , h1)(eK , h2) =
(
eKeK , [ψ(e

−1
K )h1]h2

)
= (eK , h1h2) ∈ H∗,
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то K∗ и H∗ — подгруппы группы G. Ясно, что отображе-
ния k 7→ (k, eH), h 7→ (eK , h) являются изоморфизмами
K ≃ K∗, H ≃ H∗. Из построения получаем, что K∗ ∩
H∗ = E и G = K∗H∗. Так как (k, eH)

−1(eK , h)(k, eH ) =

= (k−1, eH)(eK , h)(k, eH ) =
(
k−1, [ψ(e−1

K )eH ]h
)
(k, eH ) =

=
(
k−1, h

)(
k, eH

)(
k−1k, [ψ(k−1)h]eH

)
=

(
eK , [ψ(k

−1)h]
)
∈

∈ H∗, то H∗ ⊳ G. ⊠
Построенная в теореме 2.47 группа G называется

внешним полупрямым произведением группы K и груп-
пы H относительно гомоморфизма ψ и обозначается че-
рез G = Kψ[H] или G = [H]ψK.

Следствие. Внешнее полупрямое произведение G =
Kψ[H] групп K и H относительно гомоморфизма ψ :
K → AutH является прямым произведением тогда и
только тогда, когда ψ каждый элемент группы K пе-
реводит в тождественный автоморфизм группы H.

� Если G = Kψ[H] = K×H, то операция (2.4) прини-

мает вид: (k1, h1)(k2, h2) = (k1k2, h1h2), [ψ(k−1
2 )h1]h2 =

h1h2, поэтому ψ(k−1
2 ) = ǫ — тождественный автоморфизм

группы H для любого k2 ∈ K.
Обратно, если ψ каждый элемент группы K перево-

дит в тождественный автоморфизм группы H, то из фор-
мулы (2.4) следует, что (k1, h1)(k2, h2) = (k1k2, h1h2) и
произведение G = Kψ[H] будет прямым.

Пример 2.1. Построить полупрямое произведение двух цикли-
ческих групп.

� Пусть K = 〈k〉, | K |= m, H = 〈h〉, | H |= n. Выберем
натуральное r, для которого rm ≡ 1 (mod n) и rl 6≡ 1 (mod n)
при 0 < l < m. Для каждого i = 1, 2, . . . ,m зададим отображение

ϕi : h
t 7→ htr

i

, t = 1, . . . , n. Так как

ϕ(ht1ht2) = ϕi(h
t1+t2) = ht1r

i

ht2r
i

= ϕi(h
t1)ϕi(h

t2),

то ϕi — эндоморфизм H . Поскольку Kerϕi = {ht | htr
i

= e} = {ht |
n делит tri} = {ht | n делит t} = {e}, то ϕi — автоморфизм H .
Заметим, что (ϕiϕj)(h

t) = ϕi(ϕj(h
t)) =

= ϕi(h
trj ) = htr

jri = htr
i+j

= ϕi+j(h
t), ϕiϕj = ϕi+j .
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Здесь сложение i + j происходит по модулю n. Отображение ψ :
ki 7→ ϕi будет гомоморфизмом группы K в группу AutH . По тео-
реме 2.47 существует группа G, являющаяся полупрямым произве-
дением групп K и H относительно ψ, т.е. G = Kψ[H ]. ⊠

Положим в предыдущем примере m = 2. Тогда r = n − 1, ϕ1 :

ht 7→ h(n−1)t = h−t, ϕ2 : ht 7→ ht(n−1)2 = ht, ϕ2 — тождественный

автоморфизм и G = 〈k〉ψ[〈h〉] = 〈k, h | k2 = hn = e, hk = h−1〉.

Говорят, что группа G является полупрямым произ-
ведением подгрупп A и B, если выполняются следующие
требования: G = AB, A ∩ B = E, B ✁ G. Полупрямое
произведение обозначают так: G = A[B] или G = [B]A.
Построенная в теореме 2.47 группа G является полупря-
мым произведением своих подгрупп K∗ и H∗.

Лемма 2.48. Пусть G = A[B]. Тогда:
1) каждый элемент g ∈ G единственным образом

представим в виде произведения g = ab, где a ∈ A, b ∈ B;
2) если a1, a2 ∈ A и b1, b2 ∈ B, то (a1b1)(a2b2) =

(a1a2)(b
a2
1 b2).

� 1. Из равенства G = AB следует, что каждый эле-
мент g ∈ G записывается в виде g = ab, где a ∈ A, b ∈ B.
Если имеет место другая запись g = a1b1, a1 ∈ A, b1 ∈ B,
то ab = a1b1, откуда a−1a1 = bb−1

1 ∈ A ∩ B = E. Поэто-
му a = a1, b = b1 и каждый элемент g ∈ G однозначно
записывается в виде g = ab.

2. (a1b1)(a2b2) = a1a2a
−1
2 b1a2b2 = (a1a2)(b

a2
1 b2). ⊠

Элемент порядка 2 называется инволюцией. Диэд-
ральной группой называется группа, порожденная двумя
различными инволюциями.

Теорема 2.49. Пусть G – группа. Тогда следующие
утверждения эквивалентны:

1) G — диэдральная группа;
2) G = [A]B, где A = 〈a〉, B = 〈b〉, |B| = 2, ab = a−1.
� Пусть G — диэдральная группа. Тогда существуют

две инволюции i и j такие, что G = 〈i, j〉. Пусть B = 〈j〉,
a = ij и A = 〈a〉. Тогда

ai = (ij)i = iiji = ji = (ij)−1 = a−1 ∈ A,

aj = (ij)j = jijj = ji = (ij)−1 = a−1 ∈ A,
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поэтому A ✁ G и AB ≤ G. Так как j ∈ B ≤ AB и aj =
ijj = i ∈ AB, то G = 〈i, j〉 = AB. Если E 6= A ∩ B, то
B ≤ A и i = j по следствию теоремы 1.24, с. 25. Получили
противоречие. Поэтому A ∩B = E и G = [A]B.

Обратно, пусть группа G = [A]B, где A = 〈a〉, B =
〈b〉, | B |= 2, ab = a−1. Тогда abab = aa−1 = e и ab —
инволюция. Так как B = 〈b〉 ≤ 〈ab, b〉 и a = abb ≤ 〈ab, b〉,
то G ≤ 〈ab, b〉, т.е. G = 〈ab, b〉 — диэдральная группа. ⊠

Обычно диэдральную группу порядка 2n записывают
так: D2n = 〈a, b | an = b2 = e, ab = a−1〉. Отметим, что
группа из примера 2.1 при m = 2 является диэдральной
группой порядка 2n.

Говорят, что группа G является центральным произ-
ведением своих подгрупп A и B, если выполняются сле-
дующие условия: G = AB, A✁G, B✁G, A∩B ⊆ Z(G).
Очевидно, что прямое произведение двух подгрупп яв-
ляется центральным. Кроме того, если G = AB — цен-
тральное произведение, то

G/(A ∩B) = A/(A ∩B)×B/(A ∩B)

будет прямым произведением.
Над полем Z5 определители матриц

A =

(
2 0
0 3

)

, B =

(
0 4
1 0

)

равны 1, поэтому A,B ∈ SL(2,Z5). Далее, A2 = B2 = 4E,A4 =
B4 = E,

A3 =

(
3 0
0 2

)

, B3 =

(
0 1
4 0

)

.

Итак, A и B — матрицы порядка 4 и 〈A〉 ∩ 〈B〉 = 〈4E〉 ⊆
Z(SL(2,Z5)). Через Q обозначим группу, порожденную этими мат-
рицами. Несложно проверить, что Q — группа порядка 8, являюща-
яся центральным произведением двух нормальных подгрупп 〈A〉 и
〈B〉. Поскольку B−1AB = B3AB = A3 = A−1, то группу Q можно
записать так:

Q = 〈A,B | A4 = B4 = E,A2 = B2, B−1AB = A−1〉.

Легко проверяются следующие свойства группы Q: Z(Q) = 〈4E〉,

все элементы из разности Q \ Z(Q) имеют порядок 4, Q содержит

единственную подгруппу порядка 2, каждая подгруппа нормальна.
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Группу

Q = 〈A,B | A4 = B4 = E,A2 = B2, B−1AB = A−1〉

называют группой кватернионов.
В группе GL(2,C) подгруппа, порожденная матрицами

(
i 0
0 −i

)

,

(
0 1
−1 0

)

,

изоморфна группе Q.

2.8. Линейные группы

Нам потребуется следующая информация из теории полей, ко-

торую можно найти в учебнике [2]. Характеристика конечного поля

— всегда простое число и если P — конечное поле характеристики

p, то число элементов в поле P равно pm, m ∈ N, т.е. | P |= pm.

Любые два конечных поля равных порядков изоморфны между со-

бой. Пусть P — конечное поле и |P | = pm = q. Если Q — другое

поле порядка q, то поле Q изоморфно полю P .

Матрица над полем P , у которой ниже диагона-
ли все элементы — нули, а на диагонали все элемен-
ты единицы, называют верхней унитреугольной. Мно-
жество всех верхних унитреугольных матриц обозначают
через U(n, P ). Очевидно, что U(n, P ) является подгруп-
пой специальной линейной группы SL(n, P ) и полной ли-
нейной группы GL(n, P ), см. параграф 1.1. Кроме того,
SL(n, P )✁GL(n, P ) и фактор-группа GL(n, P )/SL(n, P )
изоморфна мультипликативной группе поля P , см. пара-
граф 1.6.

Поскольку любые два конечных поля P,Q рав-
ных порядков изоморфны между собой, то группы
GL(n, P ), GL(n,Q) изоморфны. Этот факт позволяет
вместо GL(n, P ) писать GL(n, q), где q = |P | = |Q| = pm.
Аналогично, вместо SL(n, P ) будем писать SL(n, q).

Заметим, что если Epn =< a1 > + . . .+ < an > —
элементарная абелева p-группа порядка pn, записанная
аддитивно, то можно рассматривать векторное простран-
ство V (n, p) над полем Zp классов вычетов по просто-
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му модулю p, в котором аддитивной группой является
группа Epn , а умножение на элементы из поля Zp опре-
деляется по правилу: [k]a = ka, для любых a ∈ Epn
и [k] = k + pZ ∈ Zp. При этом, очевидно, Aut(Epn) =
AutV (n, p) = GL(n, p). Таким образом, доказана

Теорема 2.50. Элементарная абелева p-группа Epn
порядка pn изоморфна аддитивной группе векторного
пространства размерности n над полем Zp из p элемен-
тов, а группа автоморфизмов AutEpn изоморфна полной
линейной группе GL(n, p).

Теорема 2.51. 1. | GL(n, q) |=
∏n−1
i=0 (q

n − qi).

2. | SL(n, q) |= qn−1
∏n−2
i=0 (q

n − qi).

3. | U(n, q) |= qn(n−1)/2 и группа U(n, pm), pm = q,
является силовской p-подгруппой в группах GL(n, pm) и
SL(n, pm).

� 1. Пусть P — конечное поле порядка q = pm, где p
— простое число. Из элементов этого поля составляются
строки невырожденных n × n-матриц. В каждой стро-
ке n элементов. Поэтому число всевозможных строк над
полем P равно qn. Подсчитаем теперь число всевозмож-
ных невырожденных n× n-матриц над полем P . Извест-
но, что матрица является невырожденной тогда и только
тогда, когда никакая строка этой матрицы не является
линейной комбинацией остальных строк. Первая строка
невырожденной матрицы может быть любой, кроме ну-
левой. Поэтому для первой строки существует qn−1 воз-
можностей. Вторая строка может быть любой, непропор-
циональной первой строке. Коэффициентов пропорцио-
нальности столько, сколько элементов в поле P , т.е. q.
Поэтому для второй строки существует qn− q возможно-
стей. Третья строка невырожденной матрицы не должна
быть линейной комбинацией первых двух строк. Очевид-
но, что число строк, являющихся линейной комбинацией
двух строк, равно q2. Поэтому для третьей строки суще-
ствует qn − q2 возможностей. И т.д. Наконец, последняя
n-я строка не должна быть линейной комбинацией пер-
вых (n − 1) строк. Поэтому для последней строки суще-
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ствует (qn − qn−1) возможностей. Таким образом, число
невырожденных матриц равно

(qn − 1)(qn − q) . . . (qn − qn−1) =
n−1∏

i=0

(qn − qi).

Это число совпадает с порядком группы GL(n, q).

2. Так как GL(n, P )/SL(n, P ) ≃ P#, | P# |= q − 1, то

| SL(n, P ) |=| GL(n, P ) | /(q − 1) =
n−2∏

i=0

(qn − qi)qn−1.

3. | U(n, q) |= q(n
2−n)/2 поскольку в верхней унитре-

угольной матрице выше главной диагонали (n2 − n)/2
мест. Далее,

| GL(n, q) |=
n−1∏

i=0

(qn − qi) = q1+...+(n−1)
n−1∏

i=0

(qn−i − 1) =

= qn(n−1)/2
n−1∏

i=0

(qn−i − 1) =| U(n, q) |
n−1∏

i=0

(qn−i − 1),

причем
∏n−1
i=0 (q

n−i − 1) не делится на p, поэтому U(n, q)
— силовская p-подгруппа группы GL(n, q). Поскольку
U(n, q) ≤ SL(n, q), то U(n, q) — силовская p-подгруппа
группы SL(n, q).

Теорема 2.52. 1. Центр группы GL(n, P ) состоит
из скалярных матриц.

2. Центр группы SL(n, P ) состоит из скалярных
матриц с единичным определителем.

� 1. Через Eij обозначим при i = j единичную мат-
рицу, а при i 6= j — матрицу, которая получается из еди-
ничной добавлением единицы на пересечении i-й строки
и j-го столбца. Так как detEij = 1, то Eij ∈ SL(n, P ).
Пусть B = (bij) — произвольная матрица, перестановоч-
ная с каждой матрицей Eij . Тогда
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BEij =







b11 . . . b1j−1 b1j + b1i b1j+1 . . . b1n
b21 . . . b2j−1 b2j + b2i b2j+1 . . . b2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn1 . . . bnj−1 bnj + bni bnj+1 . . . bnn






,

EijB =













b11 . . . b1n
. . . . . . . . .
bi−1 1 . . . bi−1n

bi1 + bj1 . . . bin + bjn
bi+11 . . . bi+1n

. . . . . . . . .
bn1 . . . bnn













,







b1j + b1i = b1j

b2j + b2i = b2j

. . .

bi−1 j + bi−1 i = bi−1 j

bij + bii = bij + bjj

bi+1 j + bi+1 i = bi+1 j

. . .

bnj + bni = bnj.

Последняя система получилась из равенства BEij =
EijB. Из нее следует, что

b1i = b2i = ... = b(i−1)i = b(i+1)i = ... = bni = 0, bii = bjj.

Таким образом, при i, j = 1, ..., n получаем, что B — ска-
лярная матрица. Итак, если матрица B перестановочна с
каждой матрицей Eij , то B — скалярная матрица.

Если αE — скалярная матрица, α ∈ P#, то αE · A =
AαE для любой матрицы A ∈ GL(n, P ), поэтому αE ∈
Z(GL(n, P )).

Обратно, если матрица B ∈ Z(GL(n, P )), то она пере-
становочна с каждой матрицей из GL(n, P ), в частности,
с каждой матрицей Eij , i, j = 1, ..., n. Поэтому матрица

B будет скалярной. Итак, Z(GL(n, P )) = {αE | α ∈ P#}.
2. Из определения центра получаем, что

Z(GL(n, P )) ∩ SL(n, P ) ⊆ Z(SL(n, P )).

Обратно, если B ∈ Z(SL(n, P )), то матрица B переста-
новочна со всеми матрицами из SL(n, P ), в частности, с
каждой матрицей Eij , i, j = 1, ..., n. Поэтому B — ска-
лярная матрица и B ∈ Z(GL(n, P )). Отсюда следует,
что Z(SL(n, P )) ⊆ Z(GL(n, P )), поэтому Z(SL(n, P )) =
Z(GL(n, P )) ∩ SL(n, P ).
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Следствие 1. 1. | Z(GL(n, q)) |= q − 1.
2. | Z(SL(n, q)) |= (n, q − 1).
� 1. Так как Z(GL(n, q)) состоит из скалярных мат-

риц, то число таких матриц равно числу ненулевых эле-
ментов поля P , поэтому это число равно q − 1.

2. Z(SL(n, q)) состоит из скалярных матриц αE, α ∈
P#, для которых αn = 1. Так как мультипликативная
группа поля P циклическая, то число решений уравнения
αn = 1 равно наибольшему общему делителю n и q−1. ⊠

Фактор-группу GL(n, q)/Z(GL(n, q)) называют проек-
тивной полной (общей) линейной группой и обозначают
через PGL(n, q). Фактор-группу SL(n, q)/Z(SL(n, q)) на-
зывают проективной специальной линейной группой и
обозначают через PSL(n, q).

Следствие 1.
1. | PGL(n, q) |=| SL(n, q) |= qn−1

∏n−2
i=0 (q

n − qi).

2. | PSL(n, q) |= d−1 | SL(n, q) |=

= d−1qn−1
∏n−2
i=0 (q

n − qi), где d = (n, q − 1).
� Оба утверждения вытекают из теоремы 2.51 и

следствия 1.
Следствие 3. 1. | GL(2, q) |= (q2 − 1)(q2 − q).
2. | SL(2, q) |= q(q2 − 1).
3. | PGL(2, q) |= q(q2 − 1).
4. | PSL(2, q) |=

=

{

2m(2m − 1)(2m + 1), при q = 2m,

(1/2)pm(pm − 1)(pm + 1), при q = pm, p > 2.

Теорема 2.53. 1. GL(2, 2m) = Z(GL(2, 2m)) ×
SL(2, 2m). В частности, PGL(2, 2m) ≃ SL(2, 2m) =
PSL(2, 2m).

2. При p > 2 группа PGL(2, pm) содержит подгруппу
индекса 2, изоморфную PSL(2, pm).

� 1. Ясно, что обе подгруппы Z(GL(2, 2m)) и
SL(2, 2m) нормальны в GL(2, 2m). По теореме 2.52
Z(GL(2, 2m)) ∩ SL(2, 2m) = Z(SL(2, 2m)). Но если D ∈
Z(SL(2, 2m)), то D — скалярная матрица с единичным
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определителем, т.е. D = γE, γ2 = 1. Так как γ ∈ P# и
| P# |= 2m − 1 — нечетное число, то по теореме Лaгран-
жа в мультипликативной группе поля P нет элементов
порядка 2. Поэтому γ = e и D — единичная матрица.
Таким образом,

Z(SL(2, 2m)) = Z(GL(2, 2m)) ∩ SL(2, 2m) = E.

В частности, SL(2, 2m) = PSL(2, 2m).
Так как | Z(GL(2, 2m)) · SL(2, 2m) |=| Z(GL(2, 2m) ||

SL(2, 2m) |=| GL(2, 2m) |, то все требования прямого про-
изведения выполняются и

GL(2, 2m) = Z(GL(2, 2m))× SL(2, 2m).

Отсюда, в частности, следует, что

PGL(2, 2m) = GL(2, 2m)/Z(GL(2, 2m)) ≃ SL(2, 2m).

2. Пусть p > 2 и K = Z(GL(2, pm)) · SL(2, pm). Ясно,
что K ✁GL(2, pm). По следствию 1 теоремы 2.52

| Z(GL(2, pm)) ∩ SL(2, pm) |=| Z(SL(2, pm) |= 2,

| K |=
| Z(GL(2, pm)) || SL(2, pm) |

| Z(GL(2, pm)) ∩ SL(2, pm) |
=

=
(pm − 1)pm(p2m − 1)

2
=

| GL(2, pm) |

2
,

т.е. | GL(2, pm) : K |= 2. Кроме того, фактор-группа

PGL(2, pm) = GL(2, pm)/Z(GL(2, pm))

содержит следующую подгруппу индекса 2:

K/Z(GL(2, pm)) = Z(GL(2, pm))SL(2, pm)/Z(GL(2, pm))

≃ SL(2, pm)/Z(GL(2, pm)) ∩ SL(2, pm) =

= SL(2, pm)/Z(SL(2, pm)) = PSL(2, pm).
Доказательство следующей теоремы можно найти в

книге Хупперта [7], теорема II.8.27.
Теорема 2.54. Группа PSL(2, pm) содержит только

следующие подгруппы:
1) элементарные абелевы p-группы порядков

p, p2, ..., pm;
2) циклические группы порядка z в случае, когда z де-

лит (pm ± 1)/d, где d = (2, pm − 1);
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3) диэдральные группы порядка 2z, где z как в 2);
4) A4 в случае, когда p > 2 или p = 2 и m четное;
5) S4 в случае, когда p2m ≡ 1 (mod 16);
6) A5 в случае, когда p = 5 или p2m ≡ 1 (mod 5);
7) полупрямое произведение элементарной абелевой

группы порядка pk с циклической группой порядка t в слу-
чае, когда t делит (pk − 1)/d и t делит pm − 1;

8) группы PSL(2, pk) в случае, когда k делит m;
9) группы PGL(2, pk) в случае, когда p нечетное и 2k

делит m.
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3. АБЕЛЕВЫ И НИЛЬПОТЕНТНЫЕ ГРУППЫ

3.1. Строение конечных абелевых групп

В этом параграфе доказывается следующая
Теорема 3.1. Конечная абелева группа является

прямым произведением примарных циклических под-
групп. Любые два таких разложения имеют одинаковое
число сомножителей каждого порядка.

Вначале утверждение теоремы 3.1 докажем для при-
марных абелевых групп. Для этого потребуются следую-
щие две леммы.

Лемма 3.2. Если абелева p-группа P имеет един-
ственную подгруппу порядка p, то P циклическая.

� Применим индукцию по порядку P . Ясно, что
отображение ϕ : x → xp, x ∈ P, является эндомор-
физмом группы P , ядро Kerϕ = K которого состо-
ит из единичного элемента и всех элементов порядка p.
По условию в P только одна подгруппа порядка p, по-
этому |K| = p. По основной теореме о гомоморфизме
P/K ≃ Imϕ, а так как по лемме 2.1, с. 57, Imϕ — под-
группа в P , то Imϕ — подгруппа индекса p в группе P .
Если Imϕ = E, то P = K — циклическая по теореме 1.38,
с. 34. Если Imϕ 6= E, то по теореме Силова в Imϕ име-
ется подгруппа порядка p, а по индукции Imϕ цикличе-
ская. Это означает, что существует неединичный элемент
g ∈ P такой, что 〈gK〉 = P/K. Теперь P = 〈g〉K, но в 〈g〉
имеется подгруппа порядка p, поэтому K ⊆ 〈g〉 и P = 〈g〉
циклическая.

Лемма 3.3. Если H — циклическая подгруппа наи-
большего порядка абелевой p-группы P , то существует
подгруппа K такая, что P = H ×K.

� Воспользуемся индукцией по |P |. Можно считать,
что P нециклическая. По лемме 3.2 группа P имеет не
менее двух подгрупп порядка p, а по следствию теоре-
мы 1.24, с. 25, в H только одна подгруппа порядка p.
Поэтому существует подгруппа K порядка p, не содержа-
щаяся вH. Ясно, что H∩K = E. В P/K нет циклических
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подгрупп строго большего порядка, чем порядок цикли-
ческой подгруппы HK/K, поэтому HK/K является цик-
лической подгруппой наибольшего порядка. По индукции
P/K = HK/K × L/K для некоторой подгруппы L из P .
Теперь P = (HK)L = HL, H ∩ L = E и P = H × L.

Теорема 3.4. Конечная абелева примарная груп-
па является прямым произведением своих циклических
подгрупп. Если имеется два таких разложения P =
P1 × P2 × . . . × Pr = Q1 × Q2 × . . . × Qs, то r = s и
при подходящей нумерации | Pi |=| Qi | для всех i.

� Воспользуемся индукцией по | P |. Пусть теорема
верна для всех абелевых p-групп порядка меньше, чем
| P |. Выберем в P циклическую подгруппу P1 наиболь-
шего порядка pa1 . Тогда P = P1 × K по лемме 3.3. По
индукции K = P2 × . . .×Pr и первое утверждение теоре-
мы доказано.

Для получения второго утверждения удобно множи-
тели расположить так, чтобы их порядки не возрастали:

P = 〈g1〉 × 〈g2〉 × . . .× 〈gr〉, Pi = 〈gi〉, | gi |= pai , (3.1)

a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ ak ≥ ak+1 = ak+2 = . . . = ar = 1,

P = 〈h1〉 × 〈h2〉 × . . .× 〈hs〉, Qi = 〈hi〉, | hi |= pbi , (3.2)

b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bl ≥ bl+1 = bl+2 = . . . = bs = 1,

Рассмотрим множество P p = {xp | x ∈ P} всех p-х сте-
пеней элементов из P . Так как P — абелева группа, то
xpyp = (xy)p ∈ P p, (xp)−1 = (x−1)p ∈ P p и P p — под-
группа. Кроме того, P pi = 〈gpi 〉 — подгруппа индекса p в
группе Pi, т.е. | P pi |= pai−1.

В соответствии с разложениями (3.1) и (3.2) каждый
элемент группы P представим в виде x = gt11 . . . gtrr =

hm1

1 . . . hms
s , поэтому xp = gpt11 . . . gptkk = hpm1

1 . . . hpml

l и

P p = P p1 × P p2 × . . .× P pk = Qp1 ×Qp2 × . . .×Qpl (3.3)

— два разложения подгруппы P p в прямые произведе-
ния циклических подгрупп. Так как | P pi |=| Pi | /p, то
| P p |<| P | и к группе P p применима индукция. Из (3.3)
заключаем, что k = l и | P pi |=| Qpi | для всех i. Теперь,
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pai−1 = pbi−1 и ai = bi для всех i = 1, 2, . . . , k. Таким
образом, | Pi |=| Qi | для i = 1, 2, . . . , k.

Пусть pd =| P1 × . . .×Pk |=| Q1 × . . .×Qk | . Тогда из
(3.1) и (3.2) заключаем, что | P |= pd | Pk+1 × . . .× Pr |=
pdpr−k = pd | Qk+1 × . . . × Qs |= pdps−k. Поэтому r = s и
теорема полностью доказана.

Теорема 3.5. Каждая конечная абелева группа явля-
ется прямым произведением своих силовских подгрупп.
Для каждого простого числа p силовская p-подгруппа в
абелевой группе единственна.

� Пусть G — абелева группа порядка n =
pa11 p

a2
2 . . . patt , где p1, p2, . . . , pt — различные простые чис-

ла. По теореме Силова в G существуют силовские под-
группы Gp1 , Gp2 , . . . , Gpt , соответствующие простым чис-
лам p1, p2, . . . , pt. Силовские подгруппы нормальны в G,
поскольку G абелева. Кроме того, порядки Gp1 и Gp2 вза-
имно просты, поэтому Gp1∩Gp2 = E иGp1Gp2 = Gp1×Gp2 .
Предположим, что для некоторого k уже доказано, что
Gp1Gp2 . . . Gpk = Gp1 × Gp2 × . . . × Gpk . Тогда подгруппа
H = Gp1 × . . . × Gpk имеет порядок pa11 . . . pakk , а пересе-
чение H ∩ Gpk+1

— подгруппа порядка делящего | H | и
| Gpk+1

|. Отсюда следует, что H∩Gpk+1
= E. Так как H и

Gpk+1
— нормальные подгруппы, то HGpk+1

= H ×Gpk+1
.

Итак, Gp1 . . . Gpk+1
= Gp1×. . .×Gpk+1

. Теперь согласно ин-
дукции, группа G разложима в прямое произведение сво-
их силовских подгрупп. Так как силовские p-подгруппы
сопряжены между собой, то для каждого простого p си-
ловская p-подгруппа в абелевой группе единственна.

Доказательство теоремы 3.1. Утверждение теоре-
мы 3.1 является следствием теоремы 3.4 и теоремы 3.5.
Действительно, по теореме 3.5 каждая конечная абелева
группа разлагается в прямое произведение своих силов-
ских подгрупп. По теореме 3.4 каждая силовская под-
группа является прямым произведением своих цикличе-
ских подгрупп. Поэтому каждая конечная абелева груп-
па разложима в прямое произведение своих циклических
примарных подгрупп.
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В конечной абелевой группе G силовская p-подгруппа
Gp единственна для каждого простого p. По теореме 3.4
любые два разложения подгруппы Gp в прямое произ-
ведение циклических подгрупп имеют одинаковое число
множителей каждого порядка. Поэтому и любые два раз-
ложения группы G в прямое произведение примарных
циклических подгрупп имеют одинаковое число множи-
телей каждого порядка. ⊠

Вернемся к теореме 3.4. По теореме 1.31, с. 28, все
циклические группы одного порядка изоморфны, поэто-
му циклическую группу можно задать её порядком.

Пусть абелева p-группа P порядка pa разлагается в
прямое произведение

P = P1 × P2 × . . .× Pr (3.4)

циклических подгрупп P1, P2, . . . , Pr порядков
pa1 , pa2 , . . . , par . Ясно, что a = a1 + a2 + . . . + ar.
Порядки (pa1 , pa2 , . . . , par) циклических множителей
прямого произведения (3.4) называют инвариантами
абелевой p-группы P .

Если две абелевы группы P и Q имеют одинаковые
инварианты (pa1 , pa2 , . . . , par), то

P = P1 × P2 × . . .× Pr, Q = Q1 ×Q2 × . . .×Qr
и | Pi |=| Qi |= pai для i = 1, 2, . . . , r. Поэтому суще-
ствуют изоморфизмы ϕi : Pi → Qi, при которых элемент
gi ∈ Pi отображается в элемент ϕi(gi) ∈ Qi. По свой-
ствам прямых произведений любой элемент из P одно-
значно представим в виде g1g2 . . . gr, где gi ∈ Pi. Поэтому
отображение ϕ(g1g2 . . . gr) = ϕ1(g1)ϕ2(g2) . . . ϕr(gr) будет
изоморфизмом групп P и Q. Тем самым доказана

Теорема 3.6. Примарная абелева группа однозначно
определяется своими инвариантами.

Для построения произвольных, не обязательно при-
марных, абелевых групп порядка n поступают следую-
щим образом. Выписывают все возможные инварианты
каждой силовской подгруппы, а затем, комбинируя инва-
риантами силовских подгрупп получают все возможные
абелевы группы порядка n.
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Перечислим все абелевы группы порядка 16. Через Cn усло-
вимся обозначать циклическую группу порядка n. Группа порядка
16 = 24 может обладать следующими инвариантами:

(24), (23, 2), (22, 22), (22, 2, 2), (2, 2, 2, 2),

которым соответствуют следующие группы:

C16, C8 ×C2, C4 ×C4, C4 × C2 ×C2, C2 × C2 ×C2 ×C2.

Таким образом, абелевы группы порядка 16 могут быть одного из
пяти указанных видов.

Перечислим все абелевы группы порядка 1000. Так как 1000 =
2353, то для силовских подгрупп возможны следующие ситуации.
Силовская 2–подгруппа имеет порядок 23, и она либо C8, либо
C4 × C2, либо C2 × C2 × C2. Силовская 5-подгруппа имеет поря-
док 53, и она либо C125, либо C25 × C5, либо C5 × C5 × C5. Таким
образом, абелева группа порядка 1000 может быть только одной из
следующих групп:

C8 ×C125, C8 ×C25 ×C5, C8 × C5 × C5 × C5,

C4 ×C2 ×C125, C4 × C2 × C25 × C5, C4 × C2 × C5 × C5 × C5,

C2 ×C2 ×C2 × C125, C2 × C2 × C2 × C25 × C5,

C2 ×C2 ×C2 × C5 × C5 × C5.

3.2. Примарные группы

Напомним, что p-группой называют группу, порядок
которой есть степень простого числа p. Ясно, что под-
группы и фактор-группы любой p-группы также явля-
ются p-группами. Примарной называют группу, которая
является p-группой для некоторого простого p.

Теорема 3.7. Центр неединичной примарной группы
отличен от единицы.

� Пусть P — p-группа порядка pn > 1 и
K1,K2, . . . ,Kt — все различные классы сопряженных эле-
ментов группы P , Ki = {gxi | x ∈ P}. По следствию 2
теоремы 1.49, с. 40, число элементов в классе сопряжен-
ных с gi элементов равно индексу централизатора эле-
мента gi, т.е. | Ki |=| P : CP (gi) |= pai . Каждый эле-
мент центра составляет отдельный класс и наоборот, ес-
ли | Kj |= 1, то gj ∈ Z(P ), где Z(P ) — центр. Итак,
P = K1 ∪K2 ∪ . . . ∪Kt, где Ki ∩Kj = ∅ при i 6= j. Пусть
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K1 = {e}. Тогда pn = 1 + pa2 + . . . + pat . Отсюда сле-
дует, что существует l > 1 такое, что al = 0. Но тогда
1 = pal =| P : CP (gl) | и gl ∈ Z(P ).

Теорема 3.8. В примарной группе каждая собствен-
ная подгруппа отлична от своего нормализатора.

� Пусть P — p-группа и A — собственная подгруппа.
Рассмотрим разложение группы P в двойные смежные
классы по A.

P = Ax1A ∪Ax2A ∪ . . . ∪AxtA = A ∪ (∪ti=2AxiA). (3.5)

Здесь x1 = e. Используя теорему 1.42, с. 37, получаем

| AxiA |=| AxiA |=| Axi || A | / | Axi ∩A | .

Теперь из (3.5) вытекает равенство:

| P |=| A | +
t∑

i=2

| Axi || A | / | Axi ∩A | . (3.6)

Пусть | P |= pn, | A |= pa. Тогда из (3.6) следует, что

pn−a = 1 +

t∑

i=2

| A | / | Axi ∩A | .

Так как pn−a > 1, то в правой части равенства под зна-
ком суммы существуют слагаемые равные единице, т.е.
существует номер j ≥ 2 такой, что | A |=| Axj ∩ A |. Это
означает, что Axj = A и xj ∈ NP (A). Ввиду того, что
j ≥ 2 элемент xj не принадлежит A и A — собственная
подгруппа в NP (A).

Следствие. В примарной группе все максимальные
подгруппы нормальны и имеют простые индексы.

� Пусть P — p-группа и M < · P . По теореме 3.8 M
— собственная подгруппа в своем нормализаторе NP (M).
Из максимальности M следует, что NP (M) = P и M ⊳P .
По теореме о соответствии в фактор-группе P/M нет
нетривиальных подгрупп, поэтому по теореме Силова
группа P/M имеет простой порядок.

Теорема 3.9. В примарной группе пересечение
неединичной нормальной подгруппы с центром группы
отлично от единицы.
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� Пусть P — p-группа и A ⊳ P, A 6= E. Требуется
доказать, что A ∩ Z(P ) 6= E. Если a — произвольный
элемент из A, то ax ∈ Ax = A для любого элемента x ∈ P .
Поэтому A состоит из классов сопряженных элементов
группы P , т.е. A = K1∪K2∪. . .∪Kt, где Ki = ai

P . Можно
положить, что K1 = {e}. Поскольку | Ki |=| P : CP (ai) |,
то считая | A |= pn, | Ki |= pni получаем

pn = 1 +
t∑

i=2

pni .

Теперь ясно, что существует j ≥ 2 такое, что
pnj =| Kj |= 1 и aj ∈ Z(P ).

Следствие 1. Нормальная подгруппа простого по-
рядка примарной группы содержится в центре.

Следствие 2. Минимальная нормальная подгруппа
примарной группы имеет простой порядок и содержит-
ся в центре группы.

� Пусть P — p-группа и N ·✁ P . Так как N 6= E, то
N ∩ Z(P ) 6= E, а поскольку N ∩ Z(P )✁ P , то N ≤ Z(P ).
В N существует элемент a простого порядка по теореме
Силова. Поэтому < a > ✁P и из условия N ·✁ P следует,
что N =< a >.

3.3. Нильпотентные группы

Группа называется нильпотентной, если все ее си-
ловские подгруппы нормальны. В абелевой группе все
подгруппы нормальны, поэтому каждая абелева группа
нильпотентна. Примарная группа совпадает со своей си-
ловской подгруппой, поэтому каждая примарная группа
нильпотентна. В группе S3 силовская 2-подгруппа 〈(12)〉
ненормальна, поэтому S3 ненильпотентна.

Лемма 3.10. Нильпотентная группа является пря-
мым произведением своих силовских подгрупп.

� Пусть группа G нильпотентна, | G |=
pα1

1 pα2

2 . . . pαn
n , где все простые числа pi различны, и

пусть Pi — силовская pi-подгруппа. Так как P1 и
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P2 ⊳ G, то P1P2 ⊳ G, а поскольку P1 ∩ P2 = E, то
P1P2 = P1 × P2. Далее, (P1P2)P3 ⊳ G, P1P2 ∩ P3 = E,
поэтому (P1P2)P3 = P1 × P2 × P3, и т.д. Через n шагов
с привлечением теоремы 1.65, с. 53, получаем, что
G = P1P2 . . . Pn = P1 × P2 × . . . × Pn.

Лемма 3.11. 1) Подгруппа и фактор-группа нильпо-
тентной группы нильпотентны.

2) Прямое произведение нильпотентных групп явля-
ется нильпотентной группой.

� 1. Пусть G — нильпотентная группа, H ≤ G и P1 —
силовская p-подгруппа из H. Так как в группе силовские
p-подгруппы сопряжены, то в нильпотентной группе си-
ловская p-подгруппа единственна для каждого простого
p. Поэтому P1 ≤ P ∩H, где P — силовская p-подгруппа
группы G. Из того, что P ∩ H — p-группа и | H : P1 |
не делится на p получаем, что P1 = P ∩ H. Но P ⊳ G,
поэтому P1 ⊳ H и H нильпотентна.

Пусть N ⊳ G. По теореме 1.65, с. 53, PN/N — силов-
ская в G/N . Так как P ✁G и N ✁G, то PN/N ⊳G/N , т.е.
G/N нильпотентна.

2. Пусть G = G1 × . . .×Gn и группа Gi нильпотентна
для любого i = 1, 2, . . . , n. Пусть p — простое число и Pi
— силовская p-подгруппа в Gi. Так как Pi ⊳ Gi и в пря-
мом произведении элементы из различных множителей
перестановочны, то Pi ⊳ G и P = P1× . . .×Pn ⊳ G. Кроме
того, | P |=

∏n
i=1 | Pi | и P — p-группа. Ясно, что

| G : P |=
n∏

i=1

| Gi : Pi |,

поэтому | G : P | не делится на p и P — силовская в G. ⊠
Напомним, что π(X) — множество всех простых де-

лителей порядка группы X.
Теорема 3.12. 1) Если G — неединичная нильпо-

тентная группа, то центр Z(G) 6= E и π(Z(G)) = π(G).
2) В нильпотентной группе каждая собственная

подгруппа отлична от своего нормализатора.
3) В нильпотентной группе G пересечение неединич-

ной нормальной подгруппыN с центром группы отлично
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от единицы и π(N) = π(N ∩ Z(G)).
� 1. Пусть G — неединичная нильпотентная группа.

По лемме 3.10 G является прямым произведением сво-
их силовских подгрупп. Но центр каждой силовской под-
группы отличен от E по теореме 3.7, с. 103. По лемме 2.27,
с. 75, центр прямого произведения равен прямому произ-
ведению центров сомножителей, поэтому Z(G) 6= E. Ес-
ли p ∈ π(G) и P — силовская p-подгруппа в G, то E 6=
Z(P ) ≤ Z(G) и p ∈ π(Z(G)). Значит, π(Z(G)) = π(G).

2. Пусть теперь G — нильпотентная группа и H < G.
По лемме 3.10 G = P1 ×P2 × . . .×Pn, где Pi — силовская
pi-подгруппа, а по лемме 3.11

H = (H ∩ P1)× (H ∩ P2)× . . .× (H ∩ Pn),

где H ∩ Pi — силовская pi-подгруппа из H. Так как H <
G, то существует номер j такой, что H ∩Pj < Pj . По тео-
реме 3.8, с. 104, подгруппа NPj

(H∩Pj) содержит элемент
xj , не принадлежащий H∩Pj . Теперь xj не принадлежит
H, но xj ∈ NG(H).

3. Пусть опять G — нильпотентная группа и E 6= N ⊳
G. Пусть p ∈ π(N) и P1 — силовская p-подгруппа в N , а P
— силовская подгруппа в G, содержащая P1. Так как G и
N нильпотентны, то P1 ⊳N , а P ⊳G. По лемме Фраттини
G = NNG(P1) = NG(P1), т.е. P1 ⊳ G. Теперь P1 ⊳ P и
по теореме 3.9, с. 104, пересечение P1 ∩ Z(P ) 6= E. Так
как центр группы G совпадает с прямым произведением
центров силовских подгрупп, то

E 6= P1 ∩ Z(P ) ≤ N ∩ Z(G), p ∈ π(N ∩ Z(G)).

Поэтому π(N) ⊆ π(N ∩ Z(G)). Поскольку N ∩ Z(G) ≤
Z(N), то π(N ∩ Z(G)) ⊆ π(Z(N)) = π(N). Итак, π(N) =
π(N ∩ Z(G)).

Следствие 1. В нильпотентной группе каждая
максимальная подгруппа нормальна и имеет простой
индекс.

� Пусть G — нильпотентная группа и M < · G. По
теореме 3.12 M — собственная подгруппа в своем норма-
лизаторе NG(M). Поэтому NG(M) = G и M ⊳G. Теперь в
G/M нет нетривиальных подгрупп и G/M имеет простой
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порядок по теореме Силова.
Следствие 2. Минимальная нормальная подгруппа

нильпотентной группы имеет простой порядок и содер-
жится в центре группы.

� Пусть N — минимальная нормальная подгруппа
нильпотентной группы G. Так как N 6= E, то N ∩Z(G) 6=
E по теореме 3.12. Поскольку N ∩ Z(G) ✁ G и N · ✁ G,
то N ≤ Z(G). Теперь все подгруппы из N нормальны
в G. По теореме Силова в N существует подгруппа N1

простого порядка. Так как N1 ✁G, то N1 = N .
Теорема 3.13. Для группы G следующие требования

эквивалентны:
1) G — нильпотентная группа;
2) G — прямое произведение своих силовских под-

групп;
3) каждая собственная подгруппа отлична от своего

нормализатора;
4) все максимальные подгруппы нормальны;
5) все подгруппы группы G субнормальны.

� Из 1 следует 2, 3 и 4 в силу леммы 3.10 и теоре-
мы 3.12. Из 2 следует 1 по определению прямого про-
изведения. Из 3 следует 4. Пусть выполняется 4, т.е. в G
все максимальные подгруппы нормальны. Предположим,
что G ненильпотентна. Тогда в G существует ненормаль-
ная силовская подгруппа P . Пусть M — максимальная
подгруппа группы G, содержащая NG(P ). По условию
M ⊳ G, а по лемме Фраттини G = MNG(P ) = M , проти-
воречие. Значит допущение неверно и из 4 следует 1. Из
3 следует 5, а из 5 следует 3.

Лемма 3.14. Если N — максимальная абелева
нормальная подгруппа нильпотентной группы G, то
CG(N) = N .

� Пусть C = CG(N) и предположим, что N 6= C.
Тогда N < C и C/N — неединичная нормальная по
лемме 1.53, с. 43, подгруппа нильпотентной группы G/N .
По теореме 3.12 C/N ∩Z(G/N) 6= E. Пусть N < H ≤ G
и H/N — подгруппа простого порядка из C/N ∩Z(G/N).
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Тогда H✁G и по лемме 1.56, с. 45, подгруппа H абелева.
Противоречие.

Лемма 3.15. Пусть Z ≤ Z(G). Тогда и только то-
гда группа G нильпотентна, когда фактор-группа G/Z
нильпотентна.

� Если группа нильпотентна, то по лемме 3.11 G/Z
нильпотентна. Обратно, пусть G/Z нильпотентна и P —
силовская подгруппа в G. Тогда PZ/Z — силовская под-
группа в G/Z по лемме 1.65, с. 53, поэтому PZ/Z ✁G/Z
и PZ ✁ G. По лемме Фраттини G = NG(P )Z, а т.к.
Z ≤ Z(G), то P ✁G. ⊠

Пусть G — неединичная группа. Введем следующие
обозначения: Z0(G) = E, Z1(G) = Z(G), Z2(G)/Z1(G) =
Z(G/Z1(G)), . . . , Zi(G)/Zi−1(G) = Z(G/Zi−1(G)), . . . . Яс-
но, что

E = Z0(G) ≤ Z1(G) ≤ . . . ≤ Zi−1(G) ≤ Zi(G) ≤ . . . .

Теорема 3.16. Тогда и только тогда неединичная
группа G нильпотентна, когда существует натураль-
ное число c такое, что Zc(G) = G.

� У неединичной нильпотентной группы G центр
Z(G) = Z1(G) отличен от единицы. Поэтому E =
Z0(G) < Z1(G). Группа G/Z1(G) нильпотентна по лем-
ме 3.11. Если G/Z1(G) = E, то c = 1. Если G/Z1(G) 6= E,
то Z2(G)/Z1(G) = Z(G/Z1(G)) 6= E и E = Z0(G) <
Z1(G) < Z2(G). Таким образом, получаем цепочку под-
групп

E = Z0(G) < Z1(G) < . . . < Zi−1(G) < Zi(G) < . . . .

Поэтому существует натуральное c, для которого
Zc(G) = G.

Обратно, пусть G 6= E и Zc(G) = G для некоторого
натурального c. Воспользуемся индукцией по c. Если c =
1, то Z(G) = Z1(G) = G и G абелева. Пусть Z(G) =
Z1(G) 6= G. Для G/Z1(G) получаем, что Zc−1(G/Z1(G)) =
G/Z1(G), поэтому G/Z1(G) нильпотентна по индукции.
Теперь G нильпотентна по лемме 3.15. ⊠

Итак, каждая неединичная нильпотентная группа об-
ладает возрастающим центральным рядом E = Z0(G) <
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Z1(G) < . . . < Zi−1(G) < Zi(G) < . . . < Zc(G) = G, где
Z1(G) = Z(G), . . . , Zi(G)/Zi−1(G) = Z(G/Zi−1(G)), i =
1, . . . , c. Число c называется ступенью нильпотентно-
сти группы G и обозначается через c(G). Для единичной
группы полагают c(E) = 0. Очевидно, что c(G) = 1, ко-
гда G 6= E и G абелева, а c(G) = 2, когда G неабелева, но
G/Z(G) абелева.

3.4. Подгруппа Фраттини

В единичной группе E нет собственных подгрупп. В
неединичной группе всегда существует собственная под-
группа, например подгруппа E. Собственная подгруппа
M неединичной группы G называется максимальной под-
группой, если M не содержится ни в какой другой под-
группе, отличной от всей группы G, т.е. если из условия
M ≤ H ≤ G следует, что M = H или H = G. Для мак-
симальной подгруппы M используется запись M < · G.
Легко проверяется

Лемма 3.17. Пусть M < · G и K ⊳G. Тогда:
1) если α ∈ AutG, то α(M) < · G;
2) если x ∈ G то Mx < · G;
3) если K ≤M , то M/K < · G/K;
4) если K не содержится в M , то MK = G;

5) если U — максимальная подгруппа фактор-группы
G = G/K, то существует U < · G такая, что K ≤ U и
U = U/K ;

6) если M ⊳ G, то индекс подгруппы M в группе G
является простым числом.

Подгруппой Фраттини неединичной группы называ-
ется пересечение всех её максимальных подгрупп. Под-
группа Фраттини неединичной группы G обозначается
через Φ(G). Таким образом, Φ(G) = ∩M<· GM. Для еди-
ничной группы E полагают Φ(E) = E.

Если H ≤ G, то пересечение всех подгрупп, сопря-
женных с H, называется ядром подгруппы H в группе G
и обозначается через CoreG(H).
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Лемма 3.18. Пусть H ≤ G. Тогда:
1) CoreG(H) — наибольшая нормальная подгруппа

группы G, содержащаяся в H;
2) Φ(G) = ∩ M<· G CoreG(M);
3) Φ(G) char G, в частности, Φ(G) ⊳ G.
� 1. По определению CoreG(H) = ∩x∈GH

x. Поэтому
CoreG(H) ⊳ G. Если K ⊳ G и K ≤ H, то Kx = K ≤ Hx

для любого x ∈ G и K ≤ CoreG(H). Поэтому, CoreG(H)
— наибольшая нормальная подгруппа группы G, содер-
жащаяся в H.

2. Так как подгруппа, сопряжённая максимальной,
будет также максимальной подгруппой, то Φ(G) =
∩M<· GM = ∩M<· G(∩x∈GM

x) = ∩M<· GCoreG(M).
3. Из леммы 3.17 следует, что Φ(G) char G, в частно-

сти, Φ(G) ⊳ G.
Теорема 3.19. Подгруппа Фраттини является нор-

мальной нильпотентной подгруппой.
� Из леммы 3.18 следует, что Φ(G) ⊳ G. Пусть P —

силовская подгруппа в Φ(G). Предположим, что P ненор-
мальна. Тогда NG(P ) — собственная подгруппа и можно
выбрать максимальную подгруппу M в G, содержащую
NG(P ). Теперь P ≤ NG(P ) ≤ M , а по лемме Фраттини
G = Φ(G)NG(P ) ≤ M , противоречие. Значит допущение
неверно и P ⊳ G. ⊠

Элемент x ∈ G называется необразующим элементом
группы G, если для любого подмножества T группы G из
условия 〈T, x〉 = G следует, что 〈T 〉 = G.

Теорема 3.20. Подгруппа Фраттини группы G со-
стоит из всех необразующих элементов. В частности,
если G/Φ(G) циклическая, то G циклическая.

� Обозначим через X — множество всех необразую-
щих элементов группы G. Пусть x ∈ X и предположим,
что x не содержится в Φ(G). Тогда существует макси-
мальная подгруппа M , не содержащая x. Теперь M 6= G,
а 〈M,x〉 = G, противоречие с тем, что x необразующий.
Поэтому, допущение неверно, и X ⊂ Φ(G).

Пусть y ∈ Φ(G) и пусть существует такое подмноже-
ство T ⊂ G, что 〈T 〉 6= G, а 〈T, y〉 = G. Пусть H — макси-
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мальная подгруппа, содержащая подгруппу 〈T 〉. Так как
y ∈ Φ(G) ≤ H, то G = 〈T, y〉 ≤ H, противоречие. Поэто-
му допущение неверно и y необразующий.

Пусть G/Φ(G) циклическая. Тогда G/Φ(G) = 〈gΦ(G)〉
для некоторого элемента g ∈ G. Поскольку G = 〈g,Φ(G)〉,
то G = 〈g〉 и G циклическая.

Следствие 1. Если H — подгруппа группы G и
HΦ(G) = G, то H = G.

Следствие 2. Пусть K ⊳ G. Тогда и только тогда
в группе G существует собственная подгруппа H та-
кая, что G = KH, когда подгруппа K не содержится в
подгруппе Фраттини Φ(G).

� Если в группе G существует собственная подгруп-
па H такая, что G = KH и K ⊆ Φ(G), то по теореме 3.20
G = 〈K,H〉 = 〈H〉 = H, противоречие. Обратно, если
K 6⊆ Φ(G), то существует максимальная подгруппа M,
не содержащая K. Поэтому KM = G. ⊠

Пусть K — подгруппа группы G. Подгруппа H на-
зывается добавлением к подгруппе K, если KH = G и
KH1 6= G для любой подгруппы H1 из H, отличной от
H. Понятно, что любая подгруппа обладает по крайней
мере одним добавлением.

Лемма 3.21. Тогда и только тогда подгруппа H яв-
ляется добавлением к нормальной подгруппе K в группе
G, когда HK = G и H ∩K ⊆ Φ(H).

� Пусть H — добавление к подгруппе K. Допустим,
что H ∩ K не содержится в подгруппе Фраттини Φ(H).
Тогда существует максимальная подгруппа H1 вH такая,
что H ∩K не содержится в H1. Так как H ∩K ⊳ H, то

H1(H ∩K) = H; G = HK = H1(H ∩K)K = H1K,

противоречие с определением добавления. Поэтому допу-
щение неверно и H ∩K ≤ Φ(H).

Обратно, пусть HK = G, H ∩ K ≤ Φ(H). Пред-
положим, что H не является добавлением к K. Тогда
существует максимальная подгруппа H1 в H такая, что
H1K = G. По тождеству Дедекинда H = H1(H ∩ K) ≤
H1Φ(H) = H1, противоречие. Поэтому допущение невер-
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но и H является добавлением к K.
Теорема 3.22. Пусть K ⊳ G. Тогда:
1) Φ(K) ≤ Φ(G);
2) Φ(G)K/K ≤ Φ(G/K);
3) если K ≤ Φ(G), то Φ(G)/K = Φ(G/K);
4) если A ≤ G и K ≤ Φ(A), то K ≤ Φ(G).
� 1. Так как Φ(K) char K, то Φ(K) ⊳ G. Предполо-

жим, что Φ(K) 6⊆ Φ(G). Тогда существует максималь-
ная подгруппа M такая, что Φ(K)M = G. По тождеству
Дедекинда K = Φ(K)(K ∩M), а по следствию 1 теоре-
мы 3.20 K = K ∩M , т.е. K ≤M . Теперь Φ(K) ≤M , про-
тиворечие. Поэтому допущение неверно и Φ(K) ≤ Φ(G).

2. Утверждение вытекает из леммы 3.17.
3. Так как K ≤ Φ(G), то K содержится в каждой мак-

симальной подгруппе и Φ(G)/K = Φ(G/K) по лемме 3.17.
4. Пусть A ≤ G и K ≤ Φ(A). Предположим, что K

не содержится в Φ(G). Тогда существует максимальная
подгруппа M группы G, не содержащая K. По тождеству
Дедекинда A = A∩G = A∩MK = (A∩M)K. Так какK ≤
Φ(A), то по следствию 1 теоремы 3.20 A = A∩M , т.е. A ≤
M . Теперь K ≤ M , что противоречит предположению.
Поэтому предположение неверно и K ≤ Φ(G).

Теорема 3.23. Φ(G1 ×G2) = Φ(G1)× Φ(G2).
� Пусть G = G1 ×G2. Так как G1 ⊳G и G2 ⊳G, то по

теореме 3.22 Φ(G1) × Φ(G2) ⊆ Φ(G). Пусть G/(Φ(G1) ×
Φ(G2)) = G∗. По теореме 3.22

Φ(G)/(Φ(G1)× Φ(G2)) = Φ(G∗).

Ясно, что G∗ = G∗
1 × G∗

2, где G∗
1 = G1/Φ(G1), G

∗
2 =

G2/Φ(G2). Опять по теореме 3.22 Φ(G∗
1) = Φ(G∗

2) = E.
Так как пересечение максимальных подгрупп группы G∗,
содержащих подгруппу G∗

i , равно G∗
i и G∗

1 ∩ G
∗
2 = E, то

Φ(G∗) = E. Поэтому Φ(G) = Φ(G1)× Φ(G2).
Теорема 3.24. Пусть D ⊳K ⊳G, D ≤ Φ(G) и D ⊳G.

Если K/D нильпотентна, то K нильпотентна.
� Пусть P — силовская p-подгруппа группы K. По

теореме 1.65, с. 53, PD/D — силовская p-подгруппа в
K/D, а т.к.K/D нильпотентна, то PD/D⊳K/D. Посколь-
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ку PD/D char K/D, то PD/D ⊳G/D, PD ⊳G. По лемме
Фраттини G = NG(P )D, а из следствия 1 теоремы 3.20
вытекает, что G = NG(P ), P ⊳ G и K нильпотентна.

При D = Φ(G) и K = G получаем
Следствие. Если G/Φ(G) нильпотентна, то G

нильпотентна.
Лемма 3.25. Пусть G — p-группа. Тогда:
1) G/Φ(G) — элементарная абелева p-группа;
2) если K⊳G и G/K — элементарная абелева группа,

то Φ(G) ⊆ K;
3) Φ(G) является наименьшей нормальной подгруп-

пой группы G, фактор-группа по которой элементарная
абелева p-группа;

4) если | G/Φ(G) |= pn, то существуют элементы
x1, . . . , xn ∈ G такие, что G = 〈x1, . . . , xn〉.

� 1. В p-группах максимальные подгруппы нормаль-
ны и имеют индекс p, см. следствие теоремы 3.8, с. 104.
Пусть {Mi | i = 1, . . . ,m} — множество всех макси-
мальных подгрупп группы G. Так как фактор-группа
G/Φ(G) = G/ ∩mi=1 Mi по лемме 2.33, с. 79, изоморфна
подгруппе прямого произведения

∏m
i=1 G/Mi группG/Mi

порядка p, то G/Φ(G) элементарная абелева.
2. Пусть {Hi/K | i = 1, . . . , k} — множество всех мак-

симальных подгрупп группы G/K. По условию G/K эле-
ментарная абелева, поэтому

∩ki=1(Hi/K) = E, Φ(G) = ∩X<·G X ⊆ ∩ki=1Hi = K.

3. Утверждение вытекает из 1 и 2.
4. Так как G/Φ(G) — элементарная абелева группа

порядка pn, то G/Φ(G) = 〈x1Φ(G)〉 × . . . × 〈xnΦ(G)〉 для
некоторых x1, . . . , xn ∈ G. Теперь G = 〈x1, . . . , xn,Φ(G)〉
и G = 〈x1, . . . , xn〉 по теореме 3.20.
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4. РАЗРЕШИМЫЕ И
СВЕРХРАЗРЕШИМЫЕ ГРУППЫ

4.1. Коммутант

В абелевой группе любые два элемента перестановоч-
ны. Если группа неабелева, то в ней существуют непе-
рестановочные элементы, т.е. такие элементы a и b, что
ab 6= ba. Поэтому естественно рассмотреть элемент x, для
которого ab = bax. Отсюда x = a−1b−1ab.

Коммутатором элементов a и b называют элемент
a−1b−1ab, который обозначают через [a, b]. Ясно, что ab =
ba[a, b]. Подгруппа, порожденная коммутаторами всех
элементов группы G, называется коммутантом группы
G и обозначается через G′. Таким образом,

G′ = 〈[a, b] | a, b ∈ G〉.

Лемма 4.1. Пусть G — группа, a, b, c ∈ G. Тогда:
1) [a, b]−1 = [b, a];

2) [ab, c] = [a, c]b[b, c];
3) [a, bc] = [a, c][a, b]c;
4) если [a, b] перестановочен с элементами a и b, то

[ai, bj ] = [a, b]ij для любых i, j ∈ N.

� Доказательства утверждений 1–3 осуществляет-
ся простой проверкой. Докажем утверждение 4. Пусть
d = [a, b]. По условию da = ad, db = bd. Поскольку
d = a−1b−1ab, то ad = b−1ab и

b−1aib = (b−1ab)i = (ad)i = aidi,

b−2aib2 = b−1(b−1aib)b = b−1(aidi)b = b−1aibdi = aid2i.

Используя индукцию по j получаем: b−jaibj =
b−1(b−(j−1)aibj−1)b = b−1(aid(j−1)i)b = b−1aibd(j−1)i =
aidji. Поэтому [ai, bj ] = dij = [a, b]ij .

Лемма 4.2. 1. Если H ≤ G, то H ′ ≤ G′.
2. G′ char G, в частности, G′ ⊳ G.
3. Если H ✁G, то H ′

✁G.
4. Если G = A×B, то G′ = A′ ×B′.
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� 1. Утверждение очевидно.
2. Пусть a, b — произвольные элементы группы G и ψ

— произвольный автоморфизм группы G. Тогда

ψ([a, b]) = ψ(a)−1ψ(b)−1ψ(a)ψ(b) = [ψ(a), ψ(b)].

Итак, образ коммутатора вновь является коммутатором.
Поэтому G′ char G.

3. Если H✁G, то H ′charH✁G и H ′
✁G по лемме 2.11,

с. 64.
4. Из утверждения 1 следует, что A′ × B′ ≤ G′.

Если [a1b1, a2b2] — произвольный коммутатор, a1, a2 ∈
A, b1, b2 ∈ B, то [a1b1, a2b2] = [a1, a2][b1, b2] и G′ ≤ A′×B′.

Теорема 4.3. 1) Фактор-группа G/G′ абелева;
2) если N ⊳G и G/N абелева, то G′ ≤ N ;
3) если H ≤ G, G′ ≤ H, то H ⊳ G и G/H абелева.
� 1. Для любых aG′, bG′ ∈ G/G′ имеем:

aG′bG′ = abG′ = ba[a, b]G′ = baG′ = bG′aG′.

Поэтому G/G′ абелева.
2. Пусть a, b ∈ G. По условию G/N абелева, поэто-

му aNbN = bNaN, abN = baN. По свойствам смежных
классов (ba)−1ab ∈ N , поэтому [a, b] ∈ N и G′ ≤ N .

3. Пусть H ≤ G и G′ ≤ H. По теореме о соответствии
H/G′ ≤ G/G′. Но G/G′ абелева, поэтому H/G′ ⊳ G/G′,
H ⊳ G. У абелевой группы все фактор-группы абелевы.
Теперь, G/H ≃ G/G′

/
H/G′ абелева.

Теорема 4.4. Группа нильпотентна тогда и толь-
ко тогда, когда её коммутант содержится в подгруппе
Фраттини.

� Пусть G — нильпотентная группа. По следствию
1 теоремы 3.12, с. 106, все максимальные подгруппы в
G нормальны и имеют простые индексы. Поэтому, если
M < · G, то G/M абелева и G′ ≤ M по теореме 4.3.
Следовательно, G′ ≤ ∩M<· GM = Φ(G).

Обратно, пусть G′ ≤ Φ(G). Тогда G/Φ(G) абелева и по
следствию теоремы 3.24, с. 113, группа G нильпотентна.

Теорема 4.5. Если G — группа, то G′∩Z(G) ≤ Φ(G).
� Положим D = G′ ∩ Z(G). Допустим, что D не со-

держится в Φ(G). Тогда существует максимальная под-
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группа M такая, что DM = G. Если g = dm ∈ G, d ∈
D,m ∈M, то Mg =Mm =M. Поэтому M ⊳G и G′ ⊆M .
Теперь G =M , противоречие. ⊠

Подгруппа G′′ = (G′)′ называется вторым коммутан-
том группы G, а G(i) = (G(i−1))′ — i–м коммутантом.

Лемма 4.6. Пусть N ⊳G. Тогда (G/N)(i) = G(i)N/N
для любого i ∈ N.

� Обозначим (G/N)′ = K/N . Воспользуемся теоре-
мой 4.3. По утверждению 1 этой теоремы фактор-группа
G/N

/
K/N ≃ G/K абелева, а по по утверждению 2 —

G′ ≤ K и G′N ⊆ K.
Обратно, (G/N)

/
(G′N/N) ≃ G/G′N абелева по утвер-

ждению 3 теоремы 4.3. По утверждению 2 этой теоремы
K/N ≤ G′N/N и K ⊆ G′N . Следовательно, K = G′N и
(G/N)′ = G′N/N . Для i = 1 лемма доказана.

Предположим, что лемма верна для t, т.е.
(G/N)(t) = G(t)N/N, и докажем ее для t + 1. Ясно, что
(G/N)(t+1) = ((G/N)(t))′ = (G(t)N/N)′ = (G(t)N)′N/N ≥
G(t+1)N/N. С другой стороны, G(t)N/N

/
G(t+1)N/N ≃

G(t)N
/
G(t+1)N ≃ G(t)

/
G(t) ∩ G(t+1)N является абелевой

группой поскольку (G(t))′ = G(t+1) ≤ G(t) ∩ G(t+1).

Следовательно, (G/N)(t+1) = (G(t)N/N)′ ≤ G(t+1)N/N.
⊠

Для подгрупп A и B группы G положим
[
A,B

]
= 〈[a, b] | a ∈ A, b ∈ B〉.

Подгруппу
[
A,B

]
называют взаимным коммутантом

подгрупп A и B. Ясно, что G′ =
[
G,G

]
.

Лемма 4.7. Пусть G — группа, A,B ≤ G. Тогда:
1)

[
A,B

]
=

[
B,A

]
;

2)
[
A,B

]
✁ 〈A ∪B〉;

3) если A1 ≤ A, B1 ≤ B, то
[
A1, B1

]
≤

[
A,B

]
;

4)
[
A,B

]
≤ A тогда и только тогда, когда B ≤

NG(A);
5) если A и B ✁G, то

[
A,B

]
≤ A ∩B.

� 1. Так как [b, a] = [a, b]−1 ∈
[
A,B

]
, то

[
B,A

]
≤
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[
A,B

]
. Аналогично, [a, b] = [b, a]−1 ∈

[
B,A

]
и
[
A,B

]
≤

[
B,A

]
.

2. Пусть a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B. Тогда из утверждений
2 и 3 леммы 4.1 получаем:

[a1, b1]
a2 = [a1a2, b1][a2, b1]

−1 ∈
[
A,B

]
,

[a1, b1]
b2 = [a1, b2]

−1[a1, b1b2] ∈
[
A,B

]
.

Поэтому,
[
A,B

]
✁ 〈A ∪B〉.

3. Очевидно.
4. [a, b] = a−1b−1ab ∈ A равносильно тому, что b−1ab ∈

A, т.е. B ≤ NG(A).
5. Пусть A,B ✁G. Тогда [a, b] = a−1(b−1ab) ∈ A,

[a, b] = (a−1b−1a)b ∈ B и
[
A,B

]
≤ A ∩B.

Лемма 4.8. Пусть группа G = AB. Тогда:
1)

[
A,B

]
✁G и

[
A
[
A,B

]
/
[
A,B

]
, B

[
A,B

]
/
[
A,B

]]
= E;

2) если A1 ✁A, то A1

[
A,B

]
✁G;

3) G′ = A′B′
[
A,B

]
.

� 1. По лемме 4.7
[
A,B

]
✁ 〈A ∪ B〉 =

G. Далее, a
[
A,B

]
b
[
A,B

]
= ab

[
A,B

]
=

ba[a, b]
[
A,B

]
= ba

[
A,B

]
= b

[
A,B

]
a
[
A,B

]
, поэтому

[
A
[
A,B

]
/
[
A,B

]
, B

[
A,B

]
/
[
A,B

]]
= E.

2. Пусть A1 ✁ A. Тогда A1

[
A,B

]
/
[
A,B

]
нормальна в

A
[
A,B

]
/
[
A,B

]
, а из 1 следует, что A1

[
A,B

]
/
[
A,B

]
нор-

мальна в G/
[
A,B

]
. Итак, A1

[
A,B

]
✁G.

3. Ясно, что A′B′
[
A,B

]
≤ G′. Так как A′

[
A,B

]
✁

G, B′
[
A,B

]
✁ G и G/A′B′

[
A,B

]
абелева, то G′ ≤

A′B′
[
A,B

]
.

Теорема 4.9. Если G = AB, подгруппы A и B абеле-
вы, то коммутант группы G абелев.

� По лемме 4.8 G′ =
[
A,B

]
. Пусть a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈

B, ab21 = a3b3, b
a2
1 = b4a4, a3, a4 ∈ A, b3, b4 ∈ B. Учитывая

абелевость подгрупп A и B получаем:

[a1, b1]
a2b2 = [a1, b

a2
1 ]b2 = [a1, b4a4]

b2 = [a1, b4]
b2 =

= [ab21 , b4] = [a3b3, b4] = [a3, b4], [a1, b1]
b2a2 = [ab21 , b1]

a2 =
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= [a3b3, b1]
a2 = [a3, b1]

a2 = [a3, b
a2
1 ] = [a3, b4a4] = [a3, b4].

[a1, b1]
a2b2 = [a1, b1]

b2a2 , [b−1
2 , a−1

2 ][a1, b1] = [a1, b1][b
−1
2 , a−1

2 ].

Отсюда следует, что коммутант группы G абелев. ⊠
Для группы G положим K0(G) = G. Определим для

каждого i ∈ N подгруппу Ki(G) =
[
Ki−1(G), G

]
. Ясно,

что K1(G) =
[
K0(G), G

]
= G′.

Лемма 4.10. 1) Ki(G) — характеристическая под-
группа группы G для любого i ∈ N ∪ {0};

2) Ki(G) ≤ Ki−1(G) для всех i ∈ N;
3) Ki(G)/Ki+1(G) ≤ Z(G/Ki+1(G)) для i ∈ N ∪ {0}.
� 1. Применим индукцию по i. K1(G) = G′ — ха-

рактеристическая подгруппа группы G. Пусть уже дока-
зано, что Ki = Ki(G) char G и пусть f ∈ AutG, a ∈
Ki, g ∈ G. Тогда f([a, g]) = [f(a), f(g)] ∈

[
Ki, G

]
= Ki+1

и Ki+1 char G.
2. Утверждение следует из леммы 4.7.
3. Если a ∈ Ki, g ∈ G, то

aKi+1gKi+1 = ga[a, g]Ki+1 = gaKi+1 = gKi+1aKi+1

и Ki/Ki+1 ≤ Z(G/Ki+1), i ∈ N ∪ {0}. ⊠
Итак, для группы G построена цепочка подгрупп:

G = K0(G) ≥ K1(G) ≥ . . . ≥ Ki(G) ≥ . . . с центральными
факторами Ki−1(G)/Ki(G) ≤ Z(G/Ki(G)), i ∈ N.

Теорема 4.11. 1. Если существует натуральное
число m такое, что Km(G) = E, то группа G нильпо-
тентна.

2. Ступень нильпотентности нильпотентной груп-
пы G есть наименьшее натуральное число n, для кото-
рого Kn(G) = E.

� 1. Применим индукцию по m. Если m = 1, то
K1(G) = G′ = E и группа G абелева. Пусть m > 1 и
Km(G) = E, Km−1(G) 6= E. Тогда подгруппа Km−1(G) ≤
Z(G), а фактор-группа G/Km−1(G) нильпотентна по ин-
дукции. По лемме 3.15, с. 109, группа G нильпотентна.

2. Пусть G — нильпотентная группа ступени нильпо-
тентности n. Тогда n — наименьшее натуральное число,
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для которого Zn(G) = G. Положим Ki = Ki(G), Zi =
Zi(G). Проверим индукцией по n, что

Ki ≤ Zn−i для всех i ∈ N ∪ {0}. (4.1)
При i = 0 K0 = G ≤ Zn = G. Пусть Ki−1 ≤ Zn−i+1. Так
как Zn−i+1/Zn−i = Z(G/Zn−i), то

Ki = 〈[a, g] | a ∈ Ki−1, g ∈ G〉 ≤

≤ 〈[a, g] | a ∈ Zn−i+1, g ∈ G〉 ≤ Zn−i

и (4.1) доказано. В частности, при i = n из (4.1) получаем:
Kn ≤ Z0 = E.

Пусть t — наименьшее натуральное число, для кото-
рого Kt = E. Ясно, что t ≤ n. Проверим, используя ин-
дукцию по t, что

Kt−i ≤ Zi для всех i ∈ N ∪ {0}. (4.2)
При i = 0 Kt = E ≤ Z0 = E. Пусть уже доказано, что
Kt−i+1 ≤ Zi−1. Поскольку

G/Kt−i+1/Zi−1/Kt−i+1 ≃ G/Zi−1,

то существует эпиморфизм G/Kt−i+1 на G/Zi−1 с яд-
ром Kerf = Zi−1/Kt−i+1. Так как Kt−i/Kt−i+1 ≤
Z(G/Kt−i+1) по лемме 4.10, то

f(Kt−1/Kt−i+1) ≤ Z(G/Zi−1) = Zi/Zi−1

и (4.2) доказано. В частности, при i = t из (4.2) получаем:
G = Zt и t ≥ n. Теперь, t = n.

В лемме 2.24, с. 73, для подгрупп H и K ⊳ G, K ≤ H введена
подгруппа

CG(H/K) = 〈g ∈ G | g−1h−1gh ∈ K, h ∈ H〉,

которая нормальна в G и G/CG(H/K) изоморфна группе

AutG(H/K). Ясно, что CG(H/K) = {g ∈ G | [g,H ] ⊆ K}.

4.2. Разрешимые группы

Для группы G можно построить цепочку коммутан-
тов G ≥ G′ ≥ G′′ ≥ . . . ≥ G(i) ≥ G(i+1) ≥ . . . . Если
существует номер n такой, что G(n) = E, то группа G на-
зывается разрешимой. Наименьшее натуральное n, для
которого G(n) = E, называется ступенью разрешимости
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группы G или производной длиной и обозначается через
d(G). Группа, которая не является разрешимой, назы-
вается неразрешимой. Для единичной группы получаем
d(E) = 0. Неединичная абелева группа G имеет цепоч-
ку коммутантов G > G′ = E. Поэтому абелевы группы
разрешимы ступени разрешимости ≤ 1.

Лемма 4.12. Нильпотентные группы разрешимы.
� Пусть G — нильпотентная группа и M1 < · G. По

следствию 1 теоремы 3.12, с. 106, подгруппа M1 нормаль-
на и | G :M1 | — простое число. По теореме 4.3 G′ ≤M1.
Если M2 < · M1, то опять M2 ⊳ M1, | M1 : M2 | — про-
стое число и G′′ ≤M ′

1 ≤M2. Пусть | G |= pα1

1 pα2

2 . . . pαt
t —

каноническое разложение и n = α1 + α2 + . . .+ αt. Тогда
G(n) = E и G — разрешимая группа ступени не выше n.

Лемма 4.13. 1. Подгруппы и фактор-группы разре-
шимой группы разрешимы.

2. Если N⊳ G, N и G/N разрешимы, то G разрешима.
3. Прямое произведение разрешимых групп является

разрешимой группой.
� 1. Пусть G — разрешимая группа и d(G) = n. Если

H ≤ G, то H ′ = 〈[h1, h2] | h1, h2 ∈ H〉 ≤ G′. Аналогично,

H(i) ≤ G(i) при любом i = 1, 2, . . . Поэтому H(n) ≤ G(n) =
E и H разрешима, причем ступень разрешимости H не
выше ступени разрешимости G.

Пусть N ⊳ G. По лемме 4.6, (G/N)(n) = G(n)N/N = E
и G/N — разрешимая группа ступени не выше n.

2. Пусть N — разрешимая нормальная подгруппа
группы G, d(N) = n, а G/N разрешима ступени раз-

решимости m. Тогда (G/N)(m) = G(m)N/N = N/N и

G(m) ⊆ N . Теперь G(m+n) ≤ N (n) = E и G — разрешимая
группа ступени не выше n+m.

3. Пусть G = G1 × G2, где G1 и G2 — разрешимые
группы ступени разрешимости n1 и n2 соответственно.
По теореме об изоморфизме G/G1 ≃ G2, поэтому по 2
получаем, что G — разрешимая группа. Из леммы 4.2

для любого натурального i следует: G(i) = G
(i)
1 × G

(i)
2 ,

поэтому d(G) = max{d(G1), d(G2)} .
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Теорема 4.14. 1. В разрешимой неединичной группе
минимальная нормальная подгруппа является элемен-
тарной абелевой p-подгруппой для некоторого простого
p.

2. В разрешимой неединичной группе максимальные
подгруппы имеют примарные индексы.

3. Главные факторы разрешимой неединичной груп-
пы являются элементарными абелевыми примарными
группами.

4. Композиционные факторы разрешимой неединич-
ной группы имеют простые порядки.

� 1. Пусть G — разрешимая неединичная группа и
N · ✁ G. Так как N ′ — характеристическая подгруппа
в N, N ′ 6= N , то N ′ ⊳ G и N ′ = E, т.е. подгруппа N
абелева. Теперь N — элементарная абелева p-подгруппа
для некоторого простого p по следствию теоремы 2.39,
с. 84.

2. Воспользуемся индукцией по порядку группы.
Пусть M < · G. Если N · ✁ G, то N — элементарная
абелева p-группа для некоторого простого числа p. Если
N не содержится в M, то NM = G и | G : M |=| N :
N ∩M |= pi. Пусть N ≤M. Тогда в фактор-группе G/N
по индукции максимальная подгруппа M/N имеет при-
марный индекс, поэтому индекс | G :M |=| G/N :M/N |
примарен.

3. Пусть H/K — главный фактор разрешимой нееди-
ничной группы G. Тогда H/K — минимальная нормаль-
ная подгруппа фактор-группы G/K, поэтому H/K — эле-
ментарная абелева примарная группа по 1.

4. Пусть H/K — композиционный фактор. Тогда K
— наибольшая нормальная подгруппа в H и H/K — про-
стая группа по теореме 1.61, с. 48. Так как H/K разреши-
ма, то H/K отлична от своего коммутанта, поэтому H/K
абелева и по теореме 1.54, с. 43, имеет простой порядок.

Группа с примарными индексами максимальных подгрупп

может быть неразрешимой. Примером служит простая группа

PSL(2, 7), в которой индексы максимальных подгрупп принадле-

жат множеству {7, 8}, см. теорему 2.54, с. 97.
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Теорема 4.15. Для группы G следующие утвержде-
ния эквивалентны:

1) G — разрешимая группа;
2) каждая неединичная подгруппа группы G отлична

от своего коммутанта;
3) группа G обладает нормальным рядом с абелевыми

факторами;
4) группа G обладает субнормальным рядом с абеле-

выми факторами.
� Пусть дано 1, т.е. G — разрешимая группа. Пусть

ступень разрешимости группы G равна n. Тогда

G > G′ > G′′ > . . . > G(n−1) > G(n) = E.

Факторы этого ряда по теореме 4.3 абелевы. Поэтому
этот ряд является нормальным рядом с абелевыми фак-
торами. Так как каждый нормальный ряд субнормален,
то из 1 следует 3 и 4, а из 3 следует 4.

По лемме 4.13 в разрешимой группе каждая подгруп-
па разрешима. Поэтому из 1 следует 2.

Пусть дано 4, т.е. G обладает субнормальным рядом

G = H0 ≥ H1 ≥ H2 ≥ . . . ≥ Ht−1 ≥ Ht = E

с абелевыми факторами Hi/Hi+1, i = 0, . . . , t−1. По тео-
реме 4.3 получаем, что

G′ ≤ H1, G
′′ = (G′)′ ≤ (H1)

′ ≤ H2, . . . ,

G(t) = (G(t−1))′ ≤ (Ht−1)
′ ≤ Ht = E

и G разрешима. Таким образом из 4 следует 1.
Пусть дано 2, т.е. в G каждая неединичная подгруппа

отлична от своего коммутанта. Тогда G > G′. Если G(i) 6=
E, то G(i) > G(i+1). Поэтому существует натуральное k
такое, что G(k) = E. Следовательно, группа G разрешима
и из 2 следует 1. ⊠

p-Замкнутой называют группу с нормальной силов-
ской p-подгруппой.

Лемма 4.16. Если G — не p-замкнутая группа и
D = P1 ∩ P2 — пересечение двух различных силовских
p-подгрупп P1 и P2 наибольшего порядка, то NG(D) —
не p-замкнутая группа.
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� Пусть Bi = NPi
(D). Так как в примарных группах

собственные подгруппы отличны от своих нормализато-
ров, то D — собственная в Bi подгруппа. Предположим,
что NG(D) — p-замкнутая группа, и пусть T — нормаль-
ная силовская p-подгруппа подгруппы NG(D). Через P
обозначим силовскую в G подгруппу, содержащую T . Так
как D < Bi ≤ T∩Pi ≤ P∩Pi иD — пересечение силовских
p-подгрупп наибольшего порядка, то P = P1 и P = P2,
противоречие.

Теорема 4.17. Пусть G — группа порядка pnq, где p
и q — различные простые числа. Тогда:

1) если p > q, то силовская p-подгруппа нормальна;
2) если q > pn, то силовская q-подгруппа нормальна;
3) если q < pn, но p < q, то в группе G есть нееди-

ничная нормальная p-подгруппа.
� Пусть P и Q — силовские p-подгруппа и q-

подгруппа группы G. Ясно, что | G : NG(P ) |= 1 или q,
а по теореме Силова | G : NG(P ) |= 1 + kp; k ∈ N ∪ {0}.
Аналогично, | G : NG(Q) |= pt = 1 + kq; t, k ∈ N ∪ {0}.

1. Если p > q, то | G : NG(P ) |= 1 и P ✁G.
2. Если q > pn, то | G : NG(Q) |= 1 и Q✁G.
3. Теперь пусть q > p и q < pn. Если P ✁G, то утвер-

ждение 3 справедливо. Пусть P не является нормальной
подгруппой группы G и пусть P1 и P2 — различные си-
ловские p-подгруппы группы G, для которых пересече-
ние D = P1 ∩ P2 имеет наибольший порядок. Так как
| P1P2 |=| P1 || P2 | / | D |= pnpn/ | D |≤ pnq, то D 6= E.
Если D ✁ G, то теорема доказана. Пусть D не является
нормальной подгруппой группы G. По предыдущей лем-
ме подгруппа T = NG(D) не является p-группой, поэтому
некоторая силовская q-подгруппа Q группы G содержит-
ся в T. Так как G = P1Q, то каждый элемент g ∈ G
представим в виде g = ba, где a ∈ P1, b ∈ Q. Поэтому
Dg = Dba = Da ≤ 〈D,P1〉 = P1 и E 6= DG ≤ P1.

Следствие. Группа порядка pnq разрешима для лю-
бого n ∈ N ∪ {0}.

� По теореме 4.17 группа G порядка pnq содержит
неединичную примарную нормальную подгруппу N . Те-
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перь N разрешима по лемме 4.12, а фактор-группа G/N
разрешима либо по индукции, либо по лемме 4.12. Из лем-
мы 4.13 следует, что G разрешима.

Теорема 4.18 (Бернсайда). Группа порядка pnqm

разрешима для любых n,m ∈ N ∪ {0}.
Доказательство теоремы 4.18 имеется в монографиях

[23], [26], [27].
Теорема 4.19 (Томпсона-Фейта). Группы нечет-

ного порядка разрешимы.
Доказательство теоремы 4.19 опубликовано в работе

Feit W., Thompson J. Solvability of groups of odd order //
Pacif. J. Math. 1963. 13, №3. P. 775-1029.

4.3. Подгруппа Фиттинга

Произведение всех нормальных нильпотентных под-
групп группы G называют подгруппой Фиттинга груп-
пы G и обозначают через F (G). Множество простых де-
лителей порядка группы G обозначается через π(G), а
наибольшую нормальную p-подгруппу группы G — через
Op(G).

Лемма 4.20. 1. F (G) — наибольшая нормальная
нильпотентная подгруппа группы G.

2. F (G) =
∏

p∈π(G)Op(G).

3. F (G) char G.

� 1. Пусть H и K — нильпотентные нормальные
подгруппы группы G и пусть Hp и Kp — силовские p-
подгруппы из H и K. Так как Hp char H, а H ⊳ G, то
Hp ⊳ G по лемме 2.11, с. 64. Аналогично, Kp ⊳ G, поэто-
му HpKp ⊳ G. Ясно, HpKp — p-группа. Покажем, что она
силовская в HK. Для этого вычислим ее индекс:

| HK : HpKp |=
| H || K || Hp ∩KP |

| H ∩K || Hp || Kp |
=

=
| H : Hp || K : Kp |

| H ∩K : Hp ∩Kp |
.
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Так как числитель не делится на p, то HpKp — силов-
ская p-подгруппа группы HK. Итак, произведение двух
нормальных нильпотентных подгрупп есть нормальная
нильпотентная подгруппа. Поэтому F (G) — наибольшая
нормальная нильпотентная подгруппа группы G.

2. Ясно, что Op(G) ≤ F (G) для всех p, поэтому
∏

p∈π(G)Op(G) ⊆ F (G). Обратно, если P — силовская p-

подгруппа группы F (G), то P char F (G) и P нормальна
в G, поэтому P ≤ Op(G) и F (G) ⊆

∏

p∈π(G)Op(G).

3. Если α ∈ AutG, то α(F (G)) ⊳ G и α(F (G))
нильпотентна, поэтому F (G)α(F (G)) = F (G) по 1 и
F (G) char G.

Лемма 4.21. 1) Φ(G) ≤ F (G); если G разрешима и
G 6= E, то Φ(G) 6= F (G);

2) F (G/Φ(G)) = F (G)/Φ(G);
3) если N · ⊳ G, то F (G) ≤ CG(N); если, кроме того,

N абелева, то N ≤ Z(F (G)).

� 1. Поскольку подгруппа Фраттини Φ(G) — ниль-
потентная нормальная подгруппа группы G, то Φ(G) ≤
F (G). Пусть G — разрешимая неединичная группа. То-
гда G/Φ(G) разрешима и неединична. Пусть A/Φ(G) ·
⊳ G/Φ(G). Так как A/Φ(G) — p-группа для некоторого
простого p, то по следствию теоремы 3.24, с. 113, под-
группа A нильпотентна и A ≤ F (G). Следовательно,
F (G) 6= Φ(G).

2. Если F (G/Φ(G)) = K/Φ(G), то K — нильпотентная
нормальная в G подгруппа по теореме 3.24, с. 113, по-
этому K ≤ F (G) и F (G/Φ(G)) ≤ F (G)/Φ(G). Обратное
включение следует из определения подгруппы Фиттинга.

3. Для минимальной нормальной подгруппы N либо
N ∩ F (G) = E, либо N ≤ F (G). Если N ∩ F (G) = E, то
NF (G) = N × F (G) и F (G) ≤ CG(N). Если N ≤ F (G),
то N — элементарная абелева p-группа для некоторого
простого p. Так как Z = Z(F (G)) char F (G), то Z ⊳ G.
С другой стороны, N ∩ Z 6= E по теореме 3.12, с. 106,
поэтому N ≤ Z.

Теорема 4.22. Op
(
CG(F (G))F (G)/F (G)

)
= E для
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любого p ∈ π(G). В частности, если G разрешима, то
CG(F (G)) ≤ F (G).

� Пусть F = F (G), C = CG(F ). Так как C ⊳ G
по лемме 1.53, с. 43, то CF/F ⊳ G/F . Предположим,
что Op(CF/F ) 6= E для некоторого p ∈ π(G) и пусть
A/F ·⊳ G/F, A/F ≤ Op(CF/F ). Ясно, что A = (C∩A)F и
A∩C⊳G. Пусть P — силовская p-подгруппа группы A∩C.
Так как A/F = (A∩C)F/F ≃ A∩C/C ∩F = A∩C/Z(F )
— p-группа, то A ∩ C = PZ(F ), а поскольку P ≤ C, то
NG(P ) ≥ F и P ⊳ A ∩ C. Теперь, A ∩ C — нильпотентная
нормальная подгруппа группы G и A ∩ C ≤ F . Таким
образом, A = (C ∩A)F = F и первое утверждение дока-
зано. Если G разрешима, то CF/F разрешима, поэтому
CF/F = E и C ≤ F . ⊠

Говорят, что подгруппа H группы G дополняема в
G, если существует такая подгруппа K, что G = HK и
H ∩K = E. В этом случае подгруппу K называют до-
полнением к подгруппе H в группе G.

Теорема 4.23. Если H — нильпотентная нормаль-
ная подгруппа группы G и H ∩ Φ(G) = E, то H дополня-
ема в группе G.

� По условию H ≤ F (G), а по теореме 4.4, с. 116,
коммутант H ′ ≤ Φ(H). По теореме 3.22, с. 113, подгруп-
па Фраттини Φ(H) ≤ Φ(G), а по условию H ∩ Φ(G) = E.
Поэтому H ′ = E и H абелева. Пусть T — добавление к H
в G. По лемме 3.21, с. 112, H∩T ≤ Φ(T ). Поскольку пере-
сечение H ∩T нормально в T и в H, то H ∩ T нормально
в G и по теореме 3.22, с. 113, H ∩ T ≤ Φ(G) ∩ H = E.
Следовательно, H ∩ T = E и T — дополнение к H в G.

Теорема 4.24. Фактор-группа F (G)/Φ(G) есть пря-
мое произведение абелевых минимальных нормальных
подгрупп группы G/Φ(G).

� Предположим вначале, что Φ(G) = E и обо-
значим через F подгруппу Фиттинга F (G). По теоре-
ме 4.4, с. 116, коммутант F ′ ≤ Φ(F ). Но F ⊳ G, значит
Φ(F ) ≤ Φ(G) = E по теореме 3.22, с. 113. Поэтому F ′ = E
и F абелева. Пусть T — прямое произведение абеле-
вых минимальных нормальных подгрупп группы G наи-
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большего порядка. Тогда T ≤ F и по теореме 4.23 су-
ществует подгруппа S такая, что G = [T ]S. По тожде-
ству Дедекинда F = [T ](F ∩ S). Но F абелева, поэтому
F = T × (F ∩ S), а так как F ∩ S ⊳ S, то F ∩ S ⊳ G. По
выбору T пересечение F ∩ S = E и F = T.

Пусть теперь Φ(G) 6= E и G = G/Φ(G). По лемме 4.21
F (G) = F (G)/Φ(G). Так как Φ(G) = E, то для G утвер-
ждение уже доказано.

Следствие. В разрешимой группе с единичной под-
группой Фраттини подгруппа Фиттинга есть прямое
произведение минимальных нормальных подгрупп.

Теорема 4.25. Подгруппа Фиттинга совпадает с пе-
ресечением централизаторов главных факторов группы.

� Пусть

D = ∩{CG(H/K) | H/K— главный фактор G}.

По следствию леммы 2.24, с. 73, подгруппа D нормальна
в G. Если E = A0 < A1 < . . . < Aa−1 < Aa = G —
главный ряд группы G, то E = D ∩ A0 ≤ D ∩ A1 ≤ . . . ≤
D ∩ Aa−1 ≤ D ∩ Aa = D — нормальный ряд группы D.
Так как подгруппа D содержится в каждой подгруппе
CG(Ai/Ai−1), то [D ∩ Ai,D] ≤ D ∩ [Ai,D] ≤ D ∩ Ai−1

для i = 1, . . . , a. По теореме 4.11, с. 119, подгруппа D
нильпотентна, поэтому D ≤ F (G).

Проверим обратное включение. Пусть H/K — глав-
ный фактор группы G. Так какH/K ·✁G/K, F (G)K/K✁

G/K, то по лемме 2.36, с. 82, либо (H/K)∩(F (G)K/K) =
E, либо H/K ≤ F (G)K/K. В первом случае H ∩ F (G) ≤
K, поэтому [H,F (G)] ≤ H ∩ F (G) ≤ K и F (G) ≤
CG(H/K). Во втором случае из нильпотентности под-
группы F (G)K/K по лемме 4.21 получаем, что (H/K) ≤
Z(F (G)K/K). Снова F (G) ≤ CG(H/K). Таким образом,
F (G) ≤ D и F (G) = D.

Лемма 4.26. F (G1 ×G2) = F (G1)× F (G2).

� Пусть G = G1 × G2. Ясно, что F (G1) × F (G2) ≤
F (G) и F (G)∩Gi = F (Gi), i = 1, 2. Так как G1F (G)/G1✁

G/G1 ≃ G2, то G1F (G)/G1 ≃ F (G)/F (G1) и F (G)/F (G1)
изоморфна нормальной нильпотентной подгруппе груп-
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пы G2. Поэтому | F (G)/F (G1) |≤| F (G2) | и F (G1×G2) =
F (G1)× F (G2). ⊠

Пусть G — группа и пусть
F0(G) = E,
F1(G) = F (G),
F2(G)/F1(G) = F (G/F1(G)), . . . ,
Fi(G)/Fi−1(G) = F (G/Fi−1(G)), . . ..
Ясно, что E = F0(G) ≤ F1(G) ≤ F2(G) ≤ . . . .
В разрешимой неединичной группе подгруппа Фит-

тинга отлична от единичной подгруппы по лемме 4.21.
Поэтому для разрешимой группы существует натураль-
ное n такое, что Fn(G) = G. Нильпотентной длиной раз-
решимой группы G называют наименьшее n, для которо-
го Fn(G) = G. Нильпотентную длину разрешимой груп-
пы G обозначают через n(G). Таким образом, если группа
G разрешима и n = n(G), то

E = F0(G) < F1(G) < . . . < Fn−1(G) < Fn(G) = G,

где Fi(G)/Fi−1(G) = F (G/Fi−1(G)). Поэтому построен-
ный ряд нормальный и его факторы Fi(G)/Fi−1(G) ниль-
потентны.

Ясно, что n(G) = 1 тогда и только тогда, когда группа
G нильпотентна.

n(S3) = 2; n(A4) = 2; n(S4) = 3.

Непосредственно из определения нильпотентной дли-
ны вытекает

Лемма 4.27. Пусть G — разрешимая группа. Тогда:
1) n(G/F (G)) = n(G)− 1;
2) n(G/Fi(G)) = n(G)− i.
Лемма 4.28. 1. Если G — разрешимая группа, то

длина любого нормального ряда группы G с нильпотент-
ными факторами не меньше, чем n(G).

2. Нильпотентная длина разрешимой группы сов-
падает с длиной самого короткого нормального ряда с
нильпотентными факторами.

� 1. Применим индукцию по порядку группы G.
Пусть

E = H0 < H1 < . . . < Ht−1 < Ht = G
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— нормальный ряд группы G с нильпотентными факто-
рами. Так как H1 — нормальная нильпотентная подгруп-
па группы G, то H1 ≤ F (G) = F1(G) и n(G/F ) = n(G)−1.
Здесь F = F (G). Фактор-группа G = G/F имеет порядок
меньше, чем порядок группы G и обладает рядом

E = H0 = H1 ≤ H2 ≤ . . . ≤ Ht−1 ≤ Ht = G,

где H i = HiF/F . Ясно, что это нормальный ряд, его дли-
на f ≤ t− 1 и его факторы

H i/H i−1 = (HiF/F )
/
(Hi−1F/F ) ≃ HiF/Hi−1F ≃

≃ Hi/Hi−1(Hi ∩ F ) ≃ (Hi/Hi−1)
/
(Hi−1(Hi ∩ F )/Hi−1)

нильпотентны. По индукции t−1 ≥ f ≥ n(G/F ) = n(G)−
1 и t ≥ n(G).

2. Утверждение следует из следует из 1.
Лемма 4.29. Пусть G — разрешимая группа. Тогда:
1) если H ≤ G, то n(H) ≤ n(G);
2) если K ✁G, то n(G/K) ≤ n(G);
3) если N1 и N2 ✁ G, то n(N1N2) =

max{n(N1), n(N2)}; в частности, если G1 и G2 —
разрешимые группы, то n(G1×G2) = max{n(G1), n(G2)};

4) n(G) = n(G/Φ(G)).
� Пусть n = n(G) и Fi = Fi(G). Тогда E = F0 <

F1 < . . . < Fn−1 < Fn = G.
1. Пусть Hi = H ∩ Fi. Тогда ряд

E = H0 ≤ H1 ≤ . . . ≤ Hn−1 ≤ Hn = H

будет нормальным рядом с нильпотентными факторами
Hi/Hi−1 = H∩Fi

/
H∩Fi−1 ≃ (H∩Fi)Fi−1

/
Fi−1 ≤ Fi/Fi−1.

По лемме 4.28 n(H) ≤ n = n(G).
2. Пусть K ✁G и F i = FiK/K. Тогда ряд

E = F 0 ≤ F i ≤ . . . Fn−1 ≤ Fn = G/K

будет нормальным рядом группыG/K с нильпотентными
факторами

F i/F i−1 = (FiK/K)
/
(Fi−1K/K) ≃ FiK/Fi−1K ≃

≃ Fi
/
Fi−1(Fi ∩K) ≃ (Fi/Fi−1)

/
(Fi−1(Fi ∩K)/Fi−1).

По лемме 4.28 n(G/K) ≤ n = n(G).
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3. Ясно, что F (N1)F (N2) ≤ F (N1N2). Обозначим D =
F (N1N2). Тогда n(N1N2

/
D) = n(N1N2)−1 по лемме 4.27,

а по индукции

n(N1N2

/
D) = max{n(N1D

/
D), n(N2D

/
D)} ≤

≤ max{n(N1)− 1, n(N2)− 1} = max{n(N1), n(N2)} − 1.

Поэтому n(N1N2) ≤ max{n(N1), n(N2)}. Так как
max{n(N1), n(N2)} ≤ n(N1N2) по 1, то имеем

n(N1N2) = max{n(N1), n(N2)}.

4. Положим Φ = Φ(G). По лемме 4.21 для неединич-
ной разрешимой группы G имеем Φ 6= F и F (G/Φ) =
F1(G/Φ) = F/Φ = F1/Φ. Поэтому n(G) = n(G/Φ). ⊠

Следующая теорема принадлежит К. Дёрку и опубли-
кована в его работе: Doerk K., Über die nilpotente Länge
maximaler Untergruppen bei endlichen auflösbaren Gruppen
// Rend. Sem. Mat. Univ. Padova. 1994. Vol. 91. P.19–21.

Теорема 4.30. Если U — максимальная подгруппа
разрешимой группы G, то n(U) = n(G) − i, где i ∈
{0, 1, 2}.

� Воспользуемся индукцией по порядку группы G.
Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы
G. Если N 6⊆ U , то U ≃ G/N и n(U) = n(G/N) = n(G)−i,
причем i = 0, еслиN 6= F (G), и i = 1, еслиN = F (G). По-
этому можно предположить, что все минимальные нор-
мальные подгруппы группы G содержатся в U . По ин-
дукции

n(U/N) = n(G/N) − i, i ∈ {0, 1, 2}. (4.3)

Если группа G содержит две различные минимальные
нормальные подгруппы, то n(G/N) = n(G), n(U) =
n(U/N), и из (4.3) получаем, что теорема справедлива.
Следовательно, можно считать, что группа G содержит
в точности одну минимальную нормальную подгруппу.

Предположим, что N ≤ Φ(G). Тогда N 6= F (G) по
лемме 4.21, поэтому n(G) = n(G/N). Если N 6= F (U), то
n(U) = n(U/N) и остается применить равенство (4.3). Ес-
ли N = F (U), то n(U) = n(U/N) + 1 и из (4.3) получаем,
что n(U) = n(G)− i+1, i ∈ {0, 1, 2}, т.е. n(U) = n(G) или
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n(U) = n(G)− 1.
Итак, можно считать, что Φ(G) = E и N = F (G) по

следствию теоремы 4.24. Поэтому n(G) = n(G/N)+1. Ес-
ли n(U) > n(U/N), то из (4.3) получаем n(U) > n(G)−1−
i, i ∈ {0, 1, 2}, и теорема доказана. Пусть n(U) = n(U/N),
т.е. N 6= F (U). Считаем, что N — p-группа. Ясно, что
F (U) — p-группа, а F2(G)/N — p′-группа. Допустим, что
F2(G) ≤ U . Тогда F (U)/N и F2(G)/N — неединичные
нормальные подгруппы в U/N , поэтому E 6= F (U)/N ≤
CG/N (F2(G)/N). Но CG/N (F2(G)/N) ≤ F2(G)/N по теоре-
ме 4.22. Поскольку F (U)/N — p-группа, а F2(G)/N — p′-
группа, то имеем противоречие. Следовательно, F2(G) 6⊆
U . Теперь G = UF2(G) и n(G) − 2 = n(G/F2(G)) =
n(U/U ∩ F2(G)) ≤ n(U/N) = n(U), поэтому теорема до-
казана полностью.

Все три значения i ∈ {0, 1, 2} в теореме 4.30 имеют место. Зна-

чение i = 0 выполняется на любой нильпотентной неединичной

группе. Значение i = 1 выполняется на группе S3 с максималь-

ной подгруппой 〈(12)〉. Значение i = 2 выполняется на группе S4, у

которой силовская 2-подгруппа максимальна.

Если фактор-группа G/F (G) нильпотентна, то груп-
пу G называют метанильпотентной.

Теорема 4.31. 1. В разрешимой группе подгруп-
па Фраттини совпадает с пересечением максимальных
подгрупп, не содержащих подгруппу Фиттинга.

2. В разрешимой ненильпотентной группе пересе-
чение максимальных подгрупп, содержащих подгруппу
Фиттинга, метанильпотентно.

� Обозначим через ΦF (G) пересечение всех макси-
мальных подгрупп группы G, не содержащих F (G), а
через ΦF (G) пересечение максимальных подгрупп груп-
пы G, содержащих F (G). Ясно, что подгруппы ΦF (G) и
ΦF (G) характеристические в группе G и Φ(G) = ΦF (G)∩
ΦF (G).

1. В фактор-группе G/Φ(G) подгруппа Фиттин-
га F (G/Φ(G)) = F (G)/Φ(G) по лемме 4.21, поэто-
му ΦF (G/Φ(G)) = ΦF (G)/Φ(G). Предположим, что
ΦF (G)/Φ(G) 6= E и пусть K/Φ(G) — минимальная нор-
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мальная подгруппа группы G/Φ(G), содержащаяся в
ΦF (G)/Φ(G). Так как подгруппа K нормальна в группе
G и фактор-группа K/Φ(G) нильпотентна, то по теоре-
ме 3.24, с. 113, подгруппа K нильпотентна и K ≤ F (G).
Но теперь K ≤ ΦF (G) ∩ ΦF (G) = Φ(G), противоречие.
Поэтому допущение неверно и ΦF (G)/Φ(G) = E, т.е.
ΦF (G) = Φ(G).

2. Пусть G — разрешимая ненильпотентная группа.
Ясно, что F (G) ≤ ΦF (G) и ΦF (G)/F (G) = Φ(G/F (G)).
Поэтому ΦF (G) метанильпотентна.

В неразрешимой группе SL(2, 5) центр, подгруппа Фраттини

и подгруппа Фиттинга совпадают и имеют порядок 2. Поэтому в

группе SL(2, 5) нет максимальных подгрупп, не содержащих под-

группу Фиттинга. Следовательно, утверждение 1 теоремы 4.31 в

неразрешимых группах нарушается.

4.4. Теорема Шура–Цассенхауза

В этом параграфе доказывается теорема Шура–
Цассенхауза, которая как и теорема Силова относится к
фундаментальным результатам теории конечных групп.

Теорема 4.32 (Шура-Цассенхауза). Пусть N —
нормальная подгруппа группы G. Предположим, что
|N | = n и |G : N | = m взаимно просты. Тогда в группе G
существует подгруппа порядка m и любые две подгруппы
порядка m в группе G сопряжены между собой.

� Заметим, что если m — примарное число, т.е. m =
pi для некоторого простого p, то утверждение вытекает
из теоремы Силова.

Будем следовать схеме доказательства этой теоремы
в [28]. Вначале докажем теорему для абелевой подгруппы
N .

1. Существование и сопряженность подгрупп поряд-
ка m в группе G, когда N — абелева подгруппа.

Пусть Q = G/N . Тогда каждый элемент x ∈ Q яв-
ляется в группе G смежным классом по подгруппе N ,
поэтому x = txN , где {tx | x ∈ Q} — левая трансвер-
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саль подгруппы N в группе G. Так как txty ∈ txtyN =
txNtyN = xy = txyN, то существует элемент c(x, y) ∈ N
такой, что

txty = txyc(x, y). (4.4)

Теперь, используя (4.4), для любых x, y, z ∈ Q
имеем: (txty)tz = txyc(x, y)tz = txytzc(x, y)

tz =
t(xy)zc(xy, z)c(x, y)

tz ; tx(tytz) = txtyzc(y, z) =
tx(yz)c(x, yz)c(y, z). Поскольку (txty)tz = tx(tytz) и
t(xy)z = tx(yz), то

c(xy, z)c(x, y)tz = c(x, yz)c(y, z). (4.5)

Равенство (4.5) справедливо для любых x, y, z ∈ Q.
Введем элемент d(y) =

∏

x∈Q c(x, y). Ясно, что d(y) ∈
N . Поскольку | Q |= m и N абелева, то из (4.5) получаем
d(z)d(y)tz = d(yz)c(y, z)m или

d(yz) = d(y)tzd(z)c(y, z)−m. (4.6)

Так как (n,m) = 1, то отображение g 7→ gm, g ∈ G
является автоморфизмом группы G, см. пример в па-
раграфе 2.2. Поэтому существует элемент e(y) ∈ N та-
кой, что e(y)m = d(y)−1. Теперь равенство (4.6) можно
записать в виде: e(yz)−m = (e(y)−m)tze(z)−mc(y, z)−m =
(e(y)tze(z)c(y, z))−m . Поэтому e(yz) = e(y)tze(z)c(y, z).

Введем элемент sx = txe(x) ∈ N и, используя
(4.4), вычислим произведение: sysz = tye(y)tze(z) =
tytze(y)

tze(z) = tyzc(y, z)e(y)
tze(z) = tyze(yz) = syz. Сле-

довательно, отображение α : x 7→ sx является гомомор-
физмом группы Q в группу G. Если sx = 1 — единичный
элемент группы G, то txe(x) = 1 и tx ∈ N . В этом случае
x = txN = N — единичный элемент группы Q. Следова-
тельно, α — инъекция и Q ≃ Imα — подгруппа порядка
m в группе G.

Итак, в случае, когда N — абелева подгруппа, суще-
ствование подгруппы порядка m в группе G установлено.

Пусть теперь T и L — две подгруппы порядка m в
группе G. Тогда G = [N ]T = [N ]L и Q = G/N ≃ T ≃ L.
При этих изоморфизмах Q → T и Q → L элемент x ∈ Q
переходит в элементы tx ∈ T и lx ∈ L. Поэтому T = {tx |
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x ∈ Q; txty = txy}; L = {lx | x ∈ Q; lxly = lxy}. Так как
x = txN = lxN , то существует элемент a(x) ∈ N такой,
что lx = txa(x). Поскольку lxy = txya(xy) и lxy = lxly =
txa(x)tya(y) = txya(x)

tya(y), то

a(xy) = a(x)tya(y). (4.7)

Введем элемент b =
∏

x∈Q a(x). Из (4.7) получаем b =

btya(y)m. Так как (n,m) = 1, то существует элемент c ∈
N такой, что b = cm. Поэтому cm = cmtya(y)m или c =
ctya(y) и a(y) = cc−ty . Теперь ly = tya(y) = tyc

−tyc =
tyt

−1
y c−1tyc = c−1tyc. Отсюда L = {ly | y ∈ Q} = {c−1tyc |

y ∈ Q} = c−1Tc.
Таким образом, если N — абелева подгруппа, то под-

группы порядка m существуют и сопряжены между со-
бой.

2. Существование подгрупп порядка m в группе G.
Воспользуемся индукцией по порядку группы G.

Пусть p — простое число, делящее порядок подгруппы N ,
и P — силовская p-подгруппа из N . Положим L = NG(P )
и Z = Z(P ). Тогда L ≤ NG(Z) = M , т.к. Z — характери-
стическая подгруппа в P . По лемме Фраттини G = NL
и G = NM . Поэтому для подгруппы N1 = N ∩M полу-
чаем, что | M : N1 |=| G : N |= m. Поскольку Z 6= E,
то можно применить индукцию к фактор-группе M/Z.
Пусть X/Z — подгруппа порядка m в группе M/Z, тогда
M = XN1, X ∩ N1 = Z. Так как | X : Z |= m взаим-
но просто с | Z | и Z — абелева подгруппа, то X имеет
подгруппу порядка m по 1.

Итак, в любом случае в группе G существует подгруп-
па порядка m.

3. Сопряженность в группе G подгрупп порядка m,
когда фактор-группа G/N разрешима.

Обозначим через π множество простых делителей
числа m и положим R = Oπ(G). Пусть H и K — две
подгруппы из G порядка m. Тогда RH и RK являют-
ся π-подгруппами группы G, поэтому R ≤ H ∩ K. Если
R 6= E, то по индукции H/R и K/R сопряжены в G/R,
поэтому подгруппы H и K сопряжены в группе G.

135



Разрешимые и сверхразрешимые...

Пусть R = E и L/N · ✁ G/N . По условию фактор-
группа G/N разрешима, поэтому L/N является элемен-
тарной абелевой p-подгруппой для некоторого простого
p ∈ π. Пересечение L ∩H будет силовской p-подгруппой
в L поскольку (L ∩ H) ≃ (L ∩ H)N/N ≤ L/N и | L :
L ∩ H |=| HL : H |=| G : H |= n есть p′-число. Анало-
гично, L∩K будет силовская p-подгруппой в L, поэтому
L ∩H = (L ∩K)g = L ∩Kg для некоторого g ∈ L. Пусть
S = L ∩H. Тогда S ✁ 〈H,Kg〉 = J .

Если J = G, то S — нормальная π-подгруппа группы
G, что противоречит равенству Oπ(G) = E. Поэтому J —
собственная подгруппа группы G. По индукции подгруп-
пы H и Kg сопряжены в J . Следовательно, подгруппы H
и K сопряжены в G.

4. Сопряженность в группе G подгрупп порядка m,
когда подгруппа N разрешима.

Так как N/N ′ абелева и N ′
✁G, то подгруппы HN ′/N ′

и KN ′/N ′ сопряжены в группе G/N ′ по 1. Поэтому Hg ≤
KN ′ < G для некоторого g ∈ G. Но теперь подгруппы
Hg и K сопряжены в KN ′ по индукции. Следовательно,
подгруппы H и K сопряжены в G.

5. Сопряженность в группе G подгрупп порядка m.
Так как числа n и m взаимно просты, то одно из них

нечетное и согласно теореме 4.19, с. 125, либо N , либо
G/N разрешима. Следовательно, любые две подгруппы
порядка m сопряжены в группе G.

Следствие. Пусть выполняются условия теоре-
мы 4.32. Если натуральное число m1 делит m, то каж-
дая подгруппа порядка m1 содержится в некоторой под-
группе порядка m.

� Пусть H и H1 — подгруппы порядков m и m1 со-
ответственно. Тогда G = HN и H1N = (H1N) ∩ (HN) =
((H1N)∩H)N, откуда следует, что | (H1N)∩H |=| H1N :
N |=| H1 |= m1. Теперь H1 и (H1N)∩H — две подгруппы
порядка m1 в группе H1N порядка m1n. По теореме 4.32
H1 =

(
(H1N) ∩H

)g
≤ Hg для некоторого g ∈ G. ⊠

В качестве приложения теоремы 4.32 приведем од-
но свойство подгруппы Фраттини произвольной конечной
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группы.
Теорема 4.33. π(G) = π(G/Φ(G)).

� Ясно, что π(G/Φ(G)) ⊆ π(G). Предположим, что
существует простое p ∈ π(G) такое, что p 6∈ π(G/Φ(G)).
Через P обозначим силовскую p-подгруппу группыG. То-
гда P ≤ Φ(G) и P ✁G. По теореме 4.32 существует под-
группа H такая, что G = [P ]H. Имеем противоречие со
следствием 2 теоремы 3.20, с. 111. Поэтому допущение
неверно и π(G) = π(G/Φ(G)).

Следствие. Если K ✁G и H — добавление к K, то
π(H) = π(G/K).

� По лемме 3.21, с. 112, группа G = HK и H ∩K ≤
Φ(H). Так как G/K ≃ H/H ∩ K, то π(G/K) = π(H) по
теореме 4.33.

4.5. Холловы подгруппы разрешимых групп

Пусть P — множество всех простых чисел, а π — неко-
торое множество простых чисел, т.е. π ⊆ P. Дополнение
к π во множестве P обозначим через π′, т.е. π′ = P \ π.

Наряду с множеством π будем использовать функцию
π(m) — множество всех простых чисел, делящих нату-
ральное число m. Если G — группа, то вместо π(| G |)
условимся писать π(G). Например, π(S5) = {2, 3, 5}.

Зафиксируем множество простых чисел π. Если
π(m) ⊆ π, то число m называется π-числом.

Подгруппа H группы G называется π-подгруппой, ес-
ли | H | есть π-число. Подгруппа H называется π-
холловой подгруппой, если | H | есть π-число, а индекс
| G : H | есть π′-число. Таким образом, π-холлова под-
группа — это такая π-подгруппа, индекс которой не де-
лится на простые числа из π.

Подгруппа H группыG называется холловой подгруп-
пой, если H — π-холлова подгруппа для некоторого мно-
жества π ⊆ P. Другими словами, H — холлова подгруппа
тогда и только тогда, когда (| H |, | G : H |) = 1.

Через Hallπ(G) обозначим совокупность π-холловых
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подгрупп группы G. Если π = {p}, то Hallπ(G) = Sylp(G)
— совокупность силовских p-подгрупп группы G и по
теореме Силова множество Sylp(G) непусто для любой
неединичной группы G и любого p ∈ π(G).

p′-Холлову подгруппу, если она существует в группе
G, называют p-дополнением.

Лемма 4.34. Пусть H ∈ Hallπ(G), M и N ⊳G. Тогда
справедливы следующие утверждения:

1) α(H) ∈ Hallπ(G), для любого α ∈ AutG; в частно-
сти, Hg ∈ Hallπ(G), для любого g ∈ G;

2) HN/N ∈ Hallπ(G/N);
3) H ∩N ∈ Hallπ(N);
4) H ∩MN = (H ∩M)(H ∩N) ∈ Hallπ(MN).
� Утверждения 1) и 2) очевидны.
3) Так как H — π-подгруппа, то H ∩N — π-подгруппа

по теореме Лагранжа. Кроме того, HN/N ≃ H/H ∩N ,
откуда | HN : H |=| N : H ∩N |=| G : H | / | G : HN | —
π′-число, т.е. H ∩N — π-холлова подгруппа в N .

4) H ∩MN , H ∩M , H ∩N — π-холловы подгруп-
пы в MN , M и N , кроме того, (H ∩ M)(H ∩ N) ≤
H ∩MN . Так как π(H ∩M) ∪ π(H ∩ N) = π(H ∩MN),
то (H ∩M)(H ∩N) = H ∩MN .

Теорема 4.35. Пусть G — разрешимая группа и π
— множество простых чисел. Тогда справедливы следу-
ющие утверждения:

1) π-холловы подгруппы в группе G существуют;
2) любые две π-холловы подгруппы группы G сопря-

жены между собой;
3) каждая π-подгруппа группы G содержится в неко-

торой π-холловой подгруппе.
� Применим индукцию по порядку группы G. Ес-

ли G = E, то теорема верна. Предположим, что G 6= E и
N — минимальная нормальная подгруппа группы G. По
теореме 4.14, с. 122, подгруппа N — элементарная абелева
p-группа для некоторого простого p.

1) По индукции в группе G/N существует π-холлова
подгруппа H/N . Если p ∈ π, то H — π-холлова подгруппа
группы G. Пусть p 6∈ π. По теореме Шура–Цассенхауза в
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H существует подгруппа U такая, что H = [N ]U . Легко
проверить, что U — π-холлова подгруппа группы G.

2) Пусть H1 и H2 ∈ Hallπ(G). По лемме 4.34 подгруп-
пы H1N/N и H2N/N — π-холловы в G/N . По индук-
ции они сопряжены в G/N , т.е. существует gN ∈ G/N
такой, что (H2N/N)gN = H1N/N, откуда Hg

2N = H1N .
Если p ∈ π, то Hg

2N = H1N = H1 = Hg
2 . Если p 6∈ π, то

[N ]Hg
2 = [N ]H1 и подгруппы H1 и Hg

2 сопряжены в [N ]H1

по теореме Шура–Цассенхауза.

3) Пусть U — π-подгруппа группы G и H π-холлова
в G. Можно считать, что UN/N ≤ HN/N. Если p ∈ π,
то UN ≤ H и U ≤ H. Пусть p 6∈ π. Тогда [N ]U ≤ [N ]H и
остается применить следствие теоремы 4.32, с. 133.

Теорема 4.36. Если группа G содержит три разре-
шимые подгруппы H1,H2 и H3 попарно взаимно простых
индексов, то G разрешима

� Пусть P — минимальная нормальная подгруппа
группы H1. Тогда P — элементарная абелева p-подгруппа
для некоторого простого p. Так как (| G : H2 |, | G :
H3 |) = 1, то можно считать, что p не делит | G : H2 | и
силовская p-подгруппа S из H2 является силовской под-
группой группы G. По теореме Силова P ⊆ Sg для неко-
торого g ∈ G. Теперь G = H1H

g
2 и P ⊆ H1 ∩H

g
2 . Если x —

произвольный элемент группы G, то x = ab, где a ∈ H1,
b ∈ Hg

2 и P x = P b ⊆ Hg
2 . Следовательно, PG = 〈P x | x ∈

G〉 ⊆ Hg
2 . Так как PG — разрешимая нормальная в G под-

группа, то к фактор-группе G/PG применима индукция,
по которой G/PG разрешима. Теперь G разрешима.

Следствие. Если в группе G существует p-
дополнение для всех p ∈ π(G), то группа G разрешима.

� Если | π(G) |> 2, то группа G разрешима по тео-
реме 4.36. Если | π(G) |= 2, то группа G разрешима по
теореме 4.18, с. 125. Если | π(G) |= 1, то группа G разре-
шима по лемме 4.12, с. 121.
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4.6. Примитивные группы

Группа называется примитивной если она содержит
максимальную подгруппу с единичным ядром. В прими-
тивной группе максимальная подгруппа с единичным яд-
ром называется примитиватором.

Лемма 4.37. 1. Простая неабелева группа прими-
тивна и любая ее максимальная подгруппа является
примитиватором.

2. Нильпотентная группа примитивна тогда и
только тогда, когда она имеет простой порядок.

� 1. Очевидно.
2. В нильпотентной группе все максимальные под-

группы нормальны. Если G — примитивная нильпотент-
ная группа, то только единичная подгруппа E может
быть примитиватором. Но если E — максимальная под-
группа группы G, то по теореме Силова G имеет простой
порядок. Обратно, каждая группа простого порядка все-
гда примитивна.

Лемма 4.38. 1. Если M < · G, то G/CoreGM при-
митивна и M/CoreGM — её примитиватор.

2. Если K ⊳ G и G/K примитивна, то в группе G
существует максимальная подгруппа M такая, что
K = CoreGM .

� 1. Подгруппа M =M/CoreGM максимальна в
G = G/CoreGM , а из того, что CoreGM — наибольшая
нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в M ,
следует, что CoreGM = E и G примитивна с примити-

ватором M .
2. Пусть K ⊳ G и G = G/K примитивна. Пусть M —

примитиватор группы G. По лемме 3.17, с. 110, суще-
ствует максимальная подгруппа M группы G такая, что
M =M/K. Поскольку CoreGM = E, то CoreGM = K.

Лемма 4.39. Если M — максимальная подгруппа
группы G и N — неединичная нормальная подгруппа
группы G такая, что M ∩N = E, то N — минималь-
ная нормальная подгруппа.
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� Произведение MN является подгруппой группы
G, отличной от M . Поэтому MN = G и |N | = |G :M |. Ес-
ли N1 — минимальная нормальная подгруппа группы G,
содержащаяся в N , то опять MN1 = G и |N1| = |G :M |.
Теперь |N1| = |N | и N1 = N .

Теорема 4.40. В примитивной группе подгруппа
Фиттинга либо единична, либо минимальная нормаль-
ная подгруппа. В частности, в разрешимой примитив-
ной неединичной группе подгруппа Фраттини единична,
а подгруппа Фиттинга — минимальная нормальная под-
группа.

� Пусть G — примитивная группа, M — её примити-
ватор, F = F (G) 6= E иK = F∩M . Так как CoreGM = E,
то F не содержится в M , поэтому K — собственная в F
подгруппа. По теореме 3.12, с. 106, NF (K) 6= K, а так как
K ⊳M иG =MK, тоK ⊳G. Но теперьK ≤ CoreGM = E
и F — минимальная нормальная подгруппа по лемме 4.39.

Если G — разрешимая примитивная неединичная
группа, то Φ(G) — собственная подгруппа в F (G), по-
этому Φ(G) = E.

Следствие. В примитивной группе неединичная
нильпотентная нормальная подгруппа совпадает с под-
группой Фиттинга и является минимальной нормаль-
ной подгруппой.

Теорема 4.41. Пусть G — примитивная группа и
M — её примитиватор. Тогда справедливо одно из сле-
дующих утверждений:

1) группа G содержит единственную минималь-
ную нормальную подгруппу N , причем N = CG(N) и
G = [N ]M ;

2) группа G содержит единственную минималь-
ную нормальную подгруппу N , причем CG(N) = E и
G = NM ;

3) группа G содержит точно две минималь-
ные нормальные подгруппы N1 и N2, причем
G = [N1]M = [N2]M, Ni = CG(N3−i), i = 1, 2 и
N1 ≃ N2 ≃ N1N2 ∩M . Кроме того, если V — собствен-
ная подгруппа группы G такая, что V N1 = V N2 = G,
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то V — максимальная подгруппа группы G, CoreGV = E
и V ∩N1 = V ∩N2 = E.

� Пусть K — произвольная неединичная нормаль-
ная подгруппа примитивной группы G с примитивато-
ром M . Так как CoreGM = E, то K не содержится в
M и G =MK. Поскольку C = CG(K) ⊳ G, то C ∩M ⊳M .
Кроме того, K ≤ CG(C ∩ M) ≤ NG(C ∩ M), поэтому
C ∩M ⊳G. Теперь C ∩M ⊆ CoreGM = E и если C 6= E,
то G = [C]M и C — минимальная нормальная в G под-
группа по лемме 4.39. Таким образом, если K — произ-
вольная неединичная нормальная подгруппа в G, то

G =MK, C = CG(K) = E (4.8),

или
G = [C]M, C · ⊳G. (4.9)

Предположим вначале, что F = F (G) 6= E. По теоре-
ме 4.40 подгруппа F — минимальная нормальная в G
подгруппа. Теперь F абелева по следствию теоремы 2.39,
с. 84, и F = CG(F ) по (4.9). Если H — другая минималь-
ная нормальная подгруппа группы G, то H ∩ F = E и
HF = H × F , т.е. H ≤ CG(F ) = F , противоречие. Поэто-
му, F — единственная минимальная нормальная подгруп-
па и имеем случай 1 из заключения теоремы.

Пусть F (G) = E и в G единственная минимальная
нормальная подгруппа N . По следствию теоремы 2.39,
с. 84, подгруппа N есть прямое произведение изоморф-
ных простых неабелевых групп, в частности, Z(N) = E.
Теперь CG(N) ∩N = Z(N) = E и по свойству (4.9) под-
группа CG(N) = E. По свойству (4.8) группа G =MN и
имеем случай 2 из заключения теоремы.

Пусть теперь F (G) = E и в группе G имеются
две различные минимальные нормальные подгруппы
N1 и N2. Тогда N1 ∩N2 = E, N1N2 = N1 ×N2. По-
этому N1 ≤ CG(N2) и по свойству (4.9) N1 = CG(N2).
Аналогично, N2 = CG(N1). Из (4.9) также следует, что
G = [N1]M = [N2]M. Если допустить, что существу-
ет третья минимальная нормальная подгруппа N3, то
N3 ≤ CG(N1) = N2, N3 ≤ CG(N2) = N1, что противоре-
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чит друг другу. Значит в группе G точно две минималь-
ные нормальные подгруппы.

Пусть теперь V — собственная подгруппа
группы G такая, что V N1 = V N2 = G. Предпо-
ложим, что H — максимальная в G подгруппа,
содержащая V . Если K = CoreGH 6= E, то либо
N1 ≤ K, либо N2 ≤ K, что противоречит равен-
ствам HN1 = HN2 = G. Значит, CoreGH = E и
к H применимы свойства (4.8) и (4.9). Поэтому
N1 ∩H = N2 ∩H = E, значит V ∩N1 = V ∩N2 = E,
а из равенств |N1| = |G : V | = |G : H| следует, что V = H
— максимальная в G подгруппа.

Далее, N1N2 = N1N2∩NiM = Ni(N1N2∩M), поэтому
N3−i ≃ N1N2/Ni = Ni(N1N2∩M)/Ni ≃ N1N2∩M/N1N2∩
M ∩Ni = N1N2 ∩M. Итак, N1 ≃ N2 ≃ N1N2 ∩M.

Следствие. В примитивной группе не более двух
минимальных нормальных подгрупп.

Обозначим через P класс всех примитивных групп.
Разобьем его на три подкласса:

P1 — класс примитивных групп с абелевой минималь-
ной нормальной подгруппой;

P2 — класс примитивных групп с единственной нераз-
решимой минимальной нормальной подгруппой;

P3 — класс примитивных групп с двумя неразреши-
мыми минимальными нормальными подгруппами.

Класс Pi состоит из всех групп, соответствующих за-
ключению (i) теоремы 4.41. Эта теорема утверждает, что
P = P1 ∪ P2 ∪ P3. Все три класса не пусты. Например,
S3 ∈ P1; A5, S5 ∈ P2; [A5 ×A5]Z2 ∈ P3.

Для разрешимых примитивных групп имеет место
только случай 1 теоремы 4.41, т.е. каждая разрешимая
примитивная группа принадлежит P1.

Теорема 4.42. Пусть G — разрешимая неединичная
примитивная группа и M — её примитиватор. Тогда:

1) группа G имеет единственную минимальную нор-
мальную подгруппу N , причем N = CG(N) и G = [N ]M ;

2) если p делит |N |, то Op(M) = E;
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3) все дополнения к подгруппе N в группе G сопря-
жены между собой.

� 1. Утверждение следует из теоремы 4.41. В част-
ности, N — p-группа для некоторого простого p.

2. Пусть K/N = Op(G/N). Тогда K — нормальная p-
подгруппа группы G, поэтому K ⊆ Op(G) ≤ F (G). Но по
теореме 4.40 подгруппа F (G) = N , поэтому K/N = E и
Op(G/N) ≃ Op(M) = E.

3. Пусть M и H — два дополнения к подгруппе N
в группе G. В G/N выберем минимальную нормальную
подгруппу L/N . По 2 подгруппа L/N — q-группа, q 6= p,
поэтому L = [N ]Lq, где Lq — силовская q-подгруппа груп-
пы L. Из того, что G = [N ]M = LM следует, что L ∩M —
силовская q-подгруппа в L. Аналогично, G = [N ]H = LH
и L ∩H — силовская q-подгруппа в L. По теореме Си-
лова L ∩M = (L ∩H)l, l ∈ L. Но L ∩M ⊳M , поэтому
NG(L ∩M) =M . Аналогично, NG(L ∩H) = H. Так как
нормализаторы сопряженных подгрупп сопряжены, то
M = H l.

Теорема 4.43. В разрешимой группе максимальные
подгруппы сопряжены тогда и только тогда, когда их
ядра равны.

� Пусть G — разрешимая группа, H и M — макси-
мальные подгруппы. Предположим, что H =My, y ∈ G.
Тогда CoreGH = ∩x∈GH

x = ∩x∈GM
xy = CoreGM.

Обратно, пусть CoreGH = CoreGM. Тогда
G/CoreGH — примитивная группа с примитивато-
рами H/CoreGH, M/CoreGM. По теореме 4.42 эти
подгруппы сопряжены в G/CoreGH, поэтому H и M
сопряжены в группе G.

Теорема 4.44. 1. Группа G ∈ P1 тогда и только то-
гда, когда в G существует единственная минимальная
нормальная подгруппа N , причем N абелева и N не со-
держится в Φ(G).

2. Разрешимая группа примитивна тогда и только
тогда, когда она содержит самоцентрализуемую мини-
мальную нормальную подгруппу.

� 1. Если G ∈ P1, то из теоремы 4.41 следует,
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что в группе G существует единственная минималь-
ная нормальная подгруппа N , причем N = CG(N) и
G = [N ]M , где M — примитиватор группы G. Из того,
что N = CG(N), следует, что N абелева. Из того, что
G = [N ]M , следует, что N не содержится в Φ(G).

Обратно, пусть N — единственная минимальная нор-
мальная подгруппа, причем N абелева и N не содержит-
ся в Φ(G). Тогда существует максимальная подгруппа M
такая, что N не содержится в M . Теперь MN = G, а так
как M ∩ N ✁M, M ∩ N ✁ N, то M ∩N ⊳G. Из мини-
мальности N следует, что M ∩N = E, а из того, что N
— единственная минимальная нормальная подгруппа за-
ключаем, что CoreGM = E и примитивна.

2. Если G — разрешимая примитивная группа, то
G ∈ P1 и по теореме 4.41 G содержит самоцентрализу-
емую минимальную нормальную подгруппу.

Обратно, пусть разрешимая группа G содержит ми-
нимальную нормальную подгруппу N и N = CG(N). По
лемме 4.21, с. 126, F (G) ≤ CG(N) = N, теперь Φ(G) = E
и F (G) = N . Поскольку Φ(G) = E, то существует макси-
мальная в G подгруппа M такая, что N не содержит-
ся в M . Теперь G =MN , а так как M ∩ N ✁M, M ∩
N ✁N, то M ∩N ⊳G и из минимальности N следует, что
M ∩N = E. Поскольку N = CG(N), то CoreGM = E и G
примитивна.

4.7. Сверхразрешимые группы

Группа называется сверхразрешимой, если она обла-
дает нормальным рядом с циклическими факторами.

Лемма 4.45. 1. Каждая подгруппа и каждая
фактор-группа сверхразрешимой группы сверхразреши-
мы.

2. Прямое произведение сверхразрешимых групп яв-
ляется сверхразрешимой группой.

3. Сверхразрешимая группа разрешима.

� 1. Пусть группа G сверхразрешима. Тогда группа
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G обладает нормальным рядом с циклическими факто-
рами:

G = G0 ≥ G1 ≥ . . . ≥ Gr−1 ≥ Gr = E, (4.10)

Gi ✁ G и фактор-группы Gi/Gi+1 циклические для всех
i. Пусть U ≤ G и Ui = U ∩Gi. Тогда U имеет ряд

U = U0 ≥ U1 ≥ . . . ≥ Ur−1 ≥ Gr = E, (4.11)

причем Ui = U ∩Gi ⊳ U , для всех i. Далее

Ui−1/Ui = U ∩Gi−1/U ∩Gi ≃ (U ∩Gi−1)Gi/Gi ≤ Gi−1/Gi
и фактор-группа Ui−1/Ui циклическая. Итак, ряд (4.11)
нормальный и его факторы циклические. Поэтому под-
группа U сверхразрешима.

Пусть N ⊳G. Рассмотрим ряд

G/N ≥ G1N/N ≥ . . . ≥ Gr−1N/N ≥ GrN/N = E. (4.12)

Ясно, что GiN/N ⊳ G/N для всех i, поэтому ряд (4.12)
нормальный. Далее, Gi−1N/N/GiN/N ≃ Gi−1N/GiN ≃
Gi−1(GiN)/GiN ≃ Gi−1/Gi−1 ∩ GiN = Gi−1/Gi(Gi−1 ∩
N) ≃ Gi−1/Gi/Gi(Gi−1 ∩N)/Gi, поэтому факторы ряда
(4.12) циклические и фактор-группа G/N сверхразреши-
ма.

2. Пусть G и H — сверхразрешимые группы. Тогда
группы G и H обладают нормальными рядам с цикличе-
скими факторами:

G = G0 ≥ G1 ≥ . . . ≥ Gr−1 ≥ Gr = E,

H = H0 ≥ H1 ≥ . . . ≥ Hs−1 ≥ Hs = E,

с циклическими факторами Gi−1/Gi, Hi−1/Hi. Рассмот-
рим прямое произведение G×H и построим ряд G×H =
G0 × H ≥ G1 × H ≥ . . . ≥ Gr−1 × H ≥ Gr × H = H0 ≥
H1 . . . ≥ Hs−1 ≥ Hs. Этот ряд нормальный и его факторы
циклические.

3. Пусть группа G сверхразрешима. Тогда группа G
обладает нормальным рядом (4.10) с циклическими фак-
торами. Так как Gr−1 циклическая, то Gr−1 разрешима.
Так как Gr−2/Gr−1 и Gr−1 циклические, то они разреши-
мы, поэтомуGr−2 разрешима по лемме 4.13, с. 121. Теперь
Gr−3/Gr−2 и Gr−2 разрешимы, значит и Gr−3 разрешима
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по лемме 4.13, с. 121, и т.д. Через конечное число шагов
получаем, что группа G разрешима.

Лемма 4.46. 1. Если группа G содержит нормаль-
ную циклическую подгруппу K и фактор-группа G/K
сверхразрешима, то G сверхразрешима.

2. Если фактор-группа G/Z(G) сверхразрешима, то
группа G сверхразрешима.

3. Нильпотентная группа сверхразрешима.

� 1. Так как G/K сверхразрешима, то имеется нор-
мальный ряд G/K = G0/K ≥ G1/K ≥ . . . ≥ Gr/K = E
с циклическими факторами Gi−1/K/Gi/K. Рассмотрим
ряд

G = G0 ≥ G1 ≥ . . . ≥ Gr−1 ≥ Gr ≥ K ≥ E. (4.13)

Так как Gi/K ⊳ G/K , то Gi ⊳ G и ряд (4.13) нормальный.
Кроме того, факторы Gi−1/Gi ≃ Gi−1/K/Gi/K цикличе-
ские для i = 1, . . . , r. Далее, K — циклическая группа.
Значит ряд (4.13) нормальный с циклическими фактора-
ми и группа G сверхразрешима.

2. Пусть Z = Z(G). Так как G/Z сверхразрешима, то
имеется нормальный ряд G/Z = G0/Z ≥ G1/Z ≥ . . . ≥
Gr/Z = E с циклическими факторами Gi−1/Z/Gi/Z.
Поскольку в абелевой группе максимальные подгруппы
имеют простые индексы, то группа Z обладает рядом
Z = Z0 ≥ Z1 ≥ . . . ≥ Zm = E с факторами Zj/Zj+1

простых порядков. Рассмотрим ряд

G = G0 ≥ G1 ≥ . . . ≥ Gr−1 ≥ Gr ≥ Z =

= Z0 ≥ Z1 ≥ . . . ≥ Zm = E. (4.14)

Так как Gi/Z ⊳ G/Z , то Gi ⊳ G. Поскольку все подгруппы
из центра группы нормальны в группе, то ряд (4.14) нор-
мальный. Кроме того, факторы Gi−1/Gi ≃ Gi−1/Z/Gi/Z
циклические для i = 1, . . . , r, а факторы Zj/Zj+1, j =
0, . . . ,m − 1 имеют простые порядки. Значит ряд (4.14)
нормальный с циклическими факторами и группа G
сверхразрешима.

3. Воспользуемся индукцией по порядку группы.
Пусть G— нильпотентная группа иK · ⊳ G. Тогда K име-
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ет простой порядок. По индукции фактор-группа G/K
сверхразрешима. Теперь G сверхразрешима по 1.

Лемма 4.47. Группа сверхразрешима тогда и только
тогда, когда она обладает главным рядом с факторами
простых порядков.

� Пусть G сверхразрешима. Тогда она имеет нор-
мальный ряд (4.10) с циклическими факторами Gi−1/Gi.
Так как Gi−1/Gi ⊳ G/Gi и Gi−1/Gi циклическая, то по
лемме 2.9, с. 63, все подгруппы в Gi−1/Gi характери-

стические. Пусть G
(1)
i−1/Gi — подгруппа простого индек-

са в Gi−1/Gi. Тогда G
(1)
i−1/Gi char Gi−1/Gi ⊳ G/Gi, сле-

довательно G
(1)
i−1/Gi ⊳ G/Gi по лемме 2.11, с. 64, и ряд

G = G0 ≥ G1 ≥ . . . ≥ Gi−1 ≥ G
(1)
i−1 ≥ Gi ≥ . . . ≥ Gr = E

нормальный с циклическим фактором Gi−1/G
(1)
i−1 просто-

го порядка. Повторяя эти действия, через конечное число
шагов придем к главному ряду с факторами простых по-
рядков.

Обратно, если группа G имеет главный ряд с фак-
торами простых порядков, то этот ряд будет нормаль-
ным, а его факторы циклическими. Значит группа G бу-
дет сверхразрешимой.

Теорема 4.48. 1. Максимальные подгруппы сверхраз-
решимой группы имеют простые индексы.

2. В сверхразрешимой группе каждая минимальная
нормальная подгруппа имеет простой порядок.

� 1. Пусть G — сверхразрешимая группа и
M < · G. По лемме 4.47 группа G имеет главный
ряд G = G0 ≥ G1 ≥ . . . ≥ Gr−1 ≥ Gr = E с факто-
рами простых порядков. Зафиксируем число i такое,
что Gi ≤M , но Gi−1 6≤M . Поскольку M < · G и
Gi−1 ⊳ G, то G =MGi−1 и | G :M |=| Gi−1 :M ∩Gi−1 |.
Но Gi ≤M ∩Gi−1 и | Gi−1 : Gi |= p, поэтому либо
Gi =M ∩Gi−1, либо M ∩Gi−1 = Gi−1. Поскольку,
Gi−1 6≤M , то Gi =M ∩Gi−1 и | G :M |= p.

2. Воспользуемся индукцией по порядку группы.
Пусть N · ⊳ G. По лемме 4.47 в группе G существует ми-
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нимальная нормальная подгруппа K простого порядка.
Если N ∩ K 6= E, то N = K и утверждение справедли-
во. Пусть N ∩ K = E. По лемме 2.36, с. 82, подгруппа
NK/K — минимальная нормальная подгруппа фактор-
группы G/K. По индукции | N |=| NK/K | — простое
число.

Лемма 4.49. Если G — сверхразрешимая группа и p
— наибольший простой делитель порядка G, то силов-
ская p-подгруппа группы G нормальна.

� Воспользуемся индукцией по порядку группы G.
Пусть N · ⊳ G. Тогда | N |= q — простое число по теоре-
ме 4.48. Фактор-группа G/N сверхразрешима. По индук-
ции, GpN/N ⊳ G/N , т.е. GpN ⊳G. Если p = q, тоN ≤ Gp и
GpN = Gp ⊳ G. Пусть p 6= q, тогда p > q. Так как фактор-
группа G/CG(N) по теореме 2.8, с. 62, изоморфна под-
группе группы AutN , которая по теореме 2.16, с. 66, явля-
ется циклической группой порядка (q−1), то Gp ≤ CG(N)
и GpN = Gp ×N . Но теперь, Gp char GpN ⊳ G, следова-
тельно Gp ⊳ G. ⊠

Говорят, что группа G дисперсивна, если она обла-
дает нормальным рядом, факторы которого изоморфны
силовским подгруппам. Более точно, пусть ϕ — неко-
торое упорядочение множества простых чисел. Запись
pϕq означает, что p предшествует q в упорядочении ϕ,
p 6= q. Группа G порядка pα1

1 pα2

2 . . . pαn
n называется ϕ-

дисперсивной, если p1ϕp2ϕ . . . ϕpn и для любого i груп-
па G имеет нормальную подгруппу порядка pα1

1 pα2

2 . . . pαi

i ,
т.е. группа G имеет нормальный ряд

E < G1 < G2 < . . . < Gn−1 < G, (4.15)

где |G1| = pα1

1 , |G2| = pα1

1 pα2

2 , . . . , |Gi| =
pα1

1 pα2

2 . . . pαi

i , . . . , |Gn−1| = pα1

1 pα2

2 . . . p
αn−1

n−1 . В этом случае,
у ряда (4.15) факторы изоморфны силовским подгруп-
пам: G1/E ≃ Gp1 , G2/G1 ≃ Gp2 , . . . , Gn/Gn−1 ≃ Gpn .

Если при этом упорядочение ϕ таково, что pϕq вле-
чет p > q, то ϕ-дисперсивная группа называется диспер-
сивной по Оре. Дисперсивной группой называют группу,
являющуюся ϕ-дисперсивной для некоторого ϕ. Диспер-
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сивная по Оре группа G p-замкнута для наибольшего
p ∈ π(G) и q-нильпотентна для наименьшего q ∈ π(G).

Нильпотентная группа ϕ-дисперсивна при любом ϕ. S3 диспер-

сивна по Оре.A4 ϕ-дисперсивна, где pϕq тогда и только тогда, когда

p < q, но A4 не дисперсивна по Оре. Прямое произведение S3 × A4

является недисперсивной группой.

Лемма 4.50. 1. Подгруппа и фактор-группа ϕ-
дисперсивной группы ϕ-дисперсивны.

2. Прямое произведение ϕ-дисперсивных групп явля-
ется ϕ-дисперсивной группой.

3. ϕ-Дисперсивные группы разрешимы.
4. Если G/Φ(G) ϕ-дисперсивна, то группа G ϕ-

дисперсивна.
� Утверждения 1–3 проверяются непосредственно на

основе соответствующих определений.
4. Воспользуемся индукцией по порядку группы G.

Пусть | G |= pα1

1 pα2

2 . . . pαn
n , p1ϕp2ϕ . . . ϕpn. Через Pi обо-

значим силовскую pi-подгруппу группы G. По условию
P1Φ(G) ✁ G, а по лемме Фраттини G = NG(P1)Φ(G).
Теперь P1 ✁ G по следствию 1 теоремы 3.20, с. 111.
Так как Φ(G)P1/P1 ⊆ Φ(G/P1), то фактор-группа
G/P1 ϕ-дисперсивна по индукции, поэтому группа G ϕ-
дисперсивна.

Теорема 4.51. Сверхразрешимая группа дисперсивна
по Оре.

� Пусть G — сверхразрешимая группа,
| G |= pα1

1 pα2

2 . . . pαn
n , p1 > p2 > . . . > pn. По лемме 4.49

силовская p1-подгруппа P1 ⊳ G. Фактор-группа G/P1

имеет порядок pα2

2 . . . pαn
n и по индукции фактор-группа

G/P1 дисперсивна по Оре. Значит, для любого i в груп-
пе G/P1 имеется нормальная подгруппа Hi/P1 порядка
pα2

2 . . . pαi

i , i = 2, . . . , n. Пусть H1 = P1. Теперь в группе G
имеется нормальная подгруппа Hi порядка pα1

1 pα2

2 . . . pαi

i
для любого i = 1, 2, . . . , n, т.е. G дисперсивна по Оре.

Теорема 4.52. Коммутант сверхразрешимой груп-
пы нильпотентен.

� Воспользуемся индукцией по порядку груп-
пы G. Пусть K · ⊳ G. По индукции фактор-группа
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(G/K)′ нильпотентна. Но по лемме 4.6, с. 117,
(G/K)′ = G′K/K ≃ G′/G′ ∩K. Если K не содержится
в G′, то G′ ∩ K = E, т.к. | K |= p — простое число и
G′K/K ≃ G′ нильпотентна. Пусть K ≤ G′. Поскольку
G/CG(K) — циклическая группа порядка, делящего
p− 1, то G′ ≤ CG(K) и K содержится в центре G′.
Теперь G′ нильпотентна по лемме 3.15, с. 109.

Экспонентой группы называют наименьшее общее
кратное порядков всех элементов этой группы.

Говорят, что группа G линейных преобразований про-
странства V действует неприводимо на V , если в про-
странстве V нет G-допустимых нетривиальных подпро-
странств, т.е. подпространств, отличных от нулевого и
всего V .

Лемма 4.53. Пусть V — векторное пространство
размерности n ≥ 1 над полем Zp. Пусть G — абелева
группа линейных преобразований пространства V экспо-
ненты, делящей (p− 1). Если G действует неприводимо
на V , то n = 1 и G циклическая.

� Пусть g ∈ G. Так как группа G имеет экспонен-
ту (p − 1), то g является корнем многочлена xp−1 − 1.
Этот многочлен над полем Zp разлагается в произве-
дение линейных многочленов, поэтому g имеет харак-
теристический корень λ 6= 0 в Zp и подпространство
W = {v | vg = λv} ненулевое. Пусть x ∈ G и v ∈ W .
Тогда vxg = vgx = λvx и vx ∈ W . Значит W — ненуле-
вое G-допустимое подпространство пространства V . Из
неприводимости группы G следует, что V =W . Поэтому
каждый элемент группы G индуцирует скалярное умно-
жение на V , а из неприводимости G следует, что n = 1.
Но теперь группа G изоморфна подгруппе мультиплика-
тивной группы поля Zp и поэтому циклическая. ⊠

Пусть H и K ⊳ G и K ≤ H. В лемме 2.24, с. 73,
введена группа CG(H/K) = 〈g ∈ G | g−1h−1gh ∈
K, h ∈ H〉, которая является нормальной подгруппой
группы G и фактор-группа G/CG(H/K) изоморфна груп-
пе AutG(H/K). Ясно, что CG(H/K) = 〈g ∈ G | [g,H] ⊆
K〉.
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Теорема 4.54. Пусть H/K — p-главный фактор
группы G. Тогда и только тогда | H/K |= p, когда
AutG(H/K) — абелева группа экспоненты, делящей p−1.

� Если H/K — p-главный фактор группы G порядка
p, то AutG(H/K) — абелева группа экспоненты, делящей
(p − 1) по следствию леммы 2.24, с. 73.

Обратно, пусть AutG(H/K) — абелева группа экспо-
ненты, делящей (p − 1). По теореме 2.50, с. 93, элемен-
тарную абелеву p-группу H/K порядка pn можно рас-
сматривать как векторное пространство размерности n
над полем Zp, а группу автоморфизмов AutG(H/K) как
группу линейных преобразований. Из того, что H/K —
минимальная нормальная подгруппа в G/K следует, что
AutG(H/K) действует неприводимо на H/K. Теперь по
лемме 4.53 получаем, что n = 1, т.е. | H/K |= p.

Следствие. Группа G сверхразрешима тогда и
только тогда, когда для каждого простого p и каждого
p-главного фактора H/K группы G группа AutG(H/K)
абелева экспоненты, делящей (p − 1).

� Если группа сверхразрешима, то все ее главные
факторы имеют простые порядки. Это следует из лем-
мы 4.47 и теоремы Жордана–Гельдера, см. теорему 2.23,
с. 71. Теперь AutG(H/K) — абелева группа экспоненты,
делящей p− 1 по теореме 4.54.

Обратно, если для каждого p-главного фактора H/K
группа AutG(H/K) абелева экспоненты, делящей (p− 1),
то по теореме 4.54 каждый главный фактор имеет про-
стой порядок и G сверхразрешима по лемме 4.47.

Теорема 4.55 (Хупперта). Если в группе G все
максимальные подгруппы имеют простые индексы, то
группа G сверхразрешима.

� Воспользуемся индукцией по порядку группы G.
Ясно, что условия теоремы наследуются всеми фактор-
группами группы G. Если в группе G имеются две раз-
личные минимальные нормальные подгруппы N1 иN2, то
G/Ni сверхразрешима по индукции. Так как N1∩N2 = E,
то группа G изоморфна подгруппе прямого произведения
(G/N1)× (G/N2) по лемме Ремака. Теперь по лемме 4.45
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группа G сверхразрешима. Поэтому в дальнейшем счита-
ем, что в группе единственная минимальная нормальная
подгруппа.

Пусть p — наибольший простой делитель поряд-
ка группы G и Gp — её силовская p-подгруппа.
Предположим, что Gp не нормальна в G. Тогда
NG(Gp) 6= G и существует максимальная подгруппа M
группы G, содержащая NG(Gp). По теореме Силова
| G : NG(Gp) |= 1 + kp; |M : NG(Gp) |= 1 + k1p. Так как
по условию теоремы | G :M |= q — простое число, то
из равенства | G : NG(Gp) |=| G :M ||M : NG(Gp) | сле-
дует, что q =| G :M |= 1 + p(k − k1q), что противоречит
максимальности числа p. Поэтому допущение неверно, и
Gp ⊳ G. По индукции фактор-группа G/Gp сверхразреши-
ма, поэтому группа G разрешима.

Пусть N · ⊳ G, N ≤ Gp. Из того, что N — един-
ственная минимальная нормальная подгруппа следует,
что подгруппа Фиттинга F (G) является p-группой. Если
N 6⊆ Φ(G), то существует максимальная подгруппа M в
группе G такая, что N 6⊆M . Поэтому G = NM иN∩M =
E по лемме 2.36, с. 82. По условию | G : M |=| N |= p и
группа G сверхразрешима по лемме 4.46.

Следовательно, N ≤ Φ(G). По лемме 4.21, с. 126, для
фактор-группы G = G/N получаем, что F (G) = F (G)/N
— p-группа, а по теореме 4.52 (G)′ ≤ F (G). Отсюда сле-
дует, что CG(A/B) = G для каждого главного p′-фактора

A/B группы G. По теореме 4.25, с. 128, подгруппа F (G)
совпадает с пересечением централизаторов главных фак-
торов группы G порядка p. По лемме Ремака и теоре-
ме 2.16, с. 66, получаем, что G/F (G) — абелева группа
экспоненты, делящей (p−1). Поэтому G/F (G) — абелева
группа экспоненты, делящей (p− 1).

Так как N · ✁G и N ∩ Z(F (G)) 6= E, то N ≤
Z(F (G)) и F (G) ≤ CG(N). Теперь G/CG(N) ≃
(G/F (G))/(CG(N)/F (G)) и G/CG(N) — абелева группа
экспоненты, делящей (p − 1). По теореме 4.54 N имеет
порядок p и G сверхразрешима по лемме 4.46.
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Следствие. Если фактор-группа G/Φ(G) сверхраз-
решима, то и группа G сверхразрешима.

� Пусть фактор-группа G/Φ(G) сверхразрешима. По
теореме 4.48 все максимальные подгруппы в G/Φ(G) име-
ют простые индексы. Но теперь все максимальные под-
группы в G имеют простые индексы и G сверхразрешима
по теореме 4.55.

Теорема 4.56. Пусть G — разрешимая группа. То-
гда и только тогда G сверхразрешима, когда для каждой
максимальной подгруппы M группы G либо F (G) ≤M ,
либо F (G) ∩M — максимальная подгруппа группы F (G).

� Пусть G сверхразрешима и M < · G. Тогда
| G :M | — простое число. Если F (G) не содержится в M ,
то F (G)M = G и | G :M |=| F (G) : F (G) ∩M | — простое
число. Поэтому F (G) ∩M < · F (G).

Обратно, пусть G разрешима и для каждой макси-
мальной подгруппы M группы G либо F (G) ≤M , ли-
бо F (G) ∩M < · F (G). Так как F (G/Φ(G)) = F (G)/Φ(G)
по лемме 4.21, с. 126, то условия теоремы пере-
носятся на фактор-группу G/Φ(G). Если Φ(G) 6= E,
то по индукции G/Φ(G) сверхразрешима, поэтому
по следствию теоремы 4.55 группа G сверхразреши-
ма. Итак, Φ(G) = E, F (G) = N1 × . . .×Nt — пря-
мое произведение минимальных нормальных подгрупп
Ni группы G, i = 1, . . . , t. Для каждого i суще-
ствует максимальная подгруппа Mi группы G, такая,
что Ni ∩Mi = E и G = [Ni]Mi. По тождеству Деде-
кинда F (G) = [Ni](F (G) ∩Mi), а по условию теоремы
F (G) ∩Mi < · F (G). Из нильпотентности F (G) следует,
что | Ni |=| F (G) : F (G) ∩Mi |= pi — простое число. Те-
перь фактор-группа G/CG(Ni) абелева порядка, деляще-
го pi − 1, поэтому G′ ⊆ ∩ti=1CG(Ni) ⊆ CG(F (G)) ≤ F (G).

Пусть теперь M < · G. Если M ≥ F (G), то G/M абе-
лева и | G :M | — простое число. Если F (G) не содержит-
ся в M , то MF (G) = G и | G :M |=| F (G) : F (G) ∩M | —
простое число. По теореме 4.55 группа G сверхразреши-
ма.

Следствие 1. Пусть G — разрешимая группа. То-
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гда и только тогда группа G сверхразрешима, когда для
любой максимальной подгруппы M группы G и любой
нормальной подгруппы N группы G либо M ≥ N , либо
M ∩N < · N .

� Если G сверхразрешима, то все максимальные под-
группы имеют простые индексы и еслиM не содержит N ,
то MN = G и | G :M |=| N : N ∩M | — простое число и
N ∩M < · N .

Обратно, если для любой максимальной подгруппы
M и любой нормальной подгруппы N либо N ≤M , либо
N ∩M < · N , то это верно и для подгруппы Фиттинга
F (G). По теореме 4.56 группа G сверхразрешима.

Следствие 2. Тогда и только тогда разрешимая
группа сверхразрешима, когда индекс любой максималь-
ной подгруппы, не содержащей подгруппу Фиттинга,
является простым числом.

� Если группа сверхразрешима, то индекс каждой
максимальной подгруппы есть простое число по теоре-
ме 4.48.

Обратно, пусть G — разрешимая группа, у которой
индекс любой максимальной подгруппы, не содержащей
подгруппу Фиттинга, является простым числом. Если M
— максимальная подгруппа группы G и F (G) 6⊆ M , то
| G : M |= p — простое число. Теперь G = MF (G) и
p =| G : M |=| F (G) : F (G) ∩M | . Поэтому F (G) ∩M —
максимальная подгруппа в F (G) и по теореме 4.56 группа
G сверхразрешима.

Пусть X = Z5 ⊕ Z5 = {(a, b) | a, b ∈ Z5} — аддитив-
ная элементарная абелева группа порядка 52. Группу X можно
рассматривать как двумерное векторное пространство над полем
Z5, она разлагается в прямую сумму двух своих подгрупп по-
рядка 5: X = 〈(1, 0)〉 ⊕ 〈(0, 1)〉. Пусть Q — группа кватернио-
нов, см. с. 90. Q = 〈A,B | A4 = B4 = E,A2 = B2, B−1AB =
A−1〉 ⊆ SL(2,Z5), где A и B — матрицы над полем Z5:

A =

(
2 0
0 3

)

; B =

(
0 4
1 0

)

.

В силу теоремы 2.50, с. 93, Q является группой автоморфизмов для
X. По теореме 2.47, с. 87, существует группа G = [X]Q, она име-
ет порядок 200, а её подгруппы H = [X]〈A〉; K = [X]〈B〉 имеют
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индекс 2 в G. Поэтому H и K ✁G. Так как

(1, 0)

(
2 0
0 3

)

= (2, 0) = 2(1, 0) ∈ 〈(1, 0)〉,

то 〈(1, 0)〉 ✁ H . Таким образом, H содержит нормальную подгруп-
пу H1 = 〈(1, 0)〉, фактор-группа по которой H/H1 является полу-
прямым произведением нормальной подгруппы X/H1 порядка 5 и
циклической подгруппы порядка 4. Поэтому H сверхразрешима.
Аналогично,

(1, 2)

(
0 4
1 0

)

= (2, 4) = 2(1, 2) ∈ 〈(1, 2)〉,

т.е. K содержит нормальную подгруппу 〈(1, 2)〉, фактор-группа
по которой является полупрямым произведением нормальной под-
группы порядка 5 и циклической порядка 4. Поэтому K сверхраз-
решима. Следовательно, G является произведением нормальных
сверхразрешимых подгрупп H и K. Предположим, что G сверх-
разрешима. Тогда по лемме 4.49 и теореме 4.48 в G имеется нор-
мальная подгруппа 〈(x, y)〉 порядка 5. Поэтому

(x, y)

(
2 0
0 3

)

= (2x, 3y) ∈ 〈(x, y)〉,

(x, y)

(
0 4
1 0

)

= (y, 4x) ∈ 〈(x, y)〉,

что возможно только при x = y = 0. Поэтому допущение неверно и

G несверхразрешима.

Таким образом, существуют несверхразрешимые
группы, являющиеся произведением нормальных сверх-
разрешимых подгрупп.
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5.1. Формации и классы Шунка

Будем рассматривать множества групп, т.е. мно-
жества, элементами которого являются группы. Класс
групп — это множество групп, которое вместе с каждой
своей группой содержит все ей изоморфные группы. За
некоторыми классами закреплены стандартные обозна-
чения:

A — класс всех абелевых групп;
N — класс всех нильпотентных групп;
U — класс всех сверхразрешимых групп;
S — класс всех разрешимых групп;
E — класс всех (конечных) групп.
Если π — некоторое множество простых чисел и X

— класс групп, то через Xπ обозначается класс всех π-
групп из X. Ясно, что Xπ = X ∩ Eπ. Группы из класса X
называют также X-группами.

Класс X называется наследственным классом или
классом, замкнутым относительно подгрупп, если вы-
полняется следующее требование:

1) если G ∈ X и H ≤ G, то H ∈ X.
Класс X называется замкнутым относительно

фактор-групп или гомоморфом, если выполняется требо-
вание:

2) если G ∈ X и N ✁G, то G/N ∈ X.
Класс X называется замкнутым относительно пря-

мых произведений, если выполняется требование:
3) если G1 ∈ X и G2 ∈ X, то G1 ×G2 ∈ X.
Класс X называется насыщенным, если выполняется

требование:
4) если G/N ∈ X, N ≤ Φ(G), то G ∈ X.
Класс X называется замкнутым относительно под-

прямых произведений если выполняется требование:
5) если G/N1 ∈ X и G/N2 ∈ X, то G/N1 ∩N2 ∈ X.
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Формацией называется класс, замкнутый относитель-
но фактор-групп и подпрямых произведений. Таким об-
разом, для формации выполняются требования 2) и 5).

Формация называется насыщенной, если она являет-
ся насыщенным классом, т.е. если для неё выполняется
требование 4). Ясно, что класс групп, замкнутый отно-
сительно подпрямых произведений, будет замкнут и от-
носительно прямых произведений. В частности, каждая
формация замкнута относительно прямых произведений.

Теорема 5.1. Класс групп, замкнутый относитель-
но подгрупп, фактор-групп и прямых произведений, яв-
ляется формацией.

� Пусть для класса F выполняются требования 1),2),
3). Необходимо проверить, что выполняется требование
5). Пусть G/N1 ∈ F и G/N2 ∈ F. По лемме Ремака (лем-
ма 2.33, с. 79,) фактор-группа G/N1∩N2 изоморфна под-
группе прямого произведения G/N1 ×G/N2. Так как вы-
полняется требование 3), то G/N1×G/N2 ∈ F. Поскольку
выполняется требование 1), то каждая подгруппа из пря-
мого произведения также принадлежит F. В частности,
G/N1 ∩N2 ∈ F.

A — класс всех абелевых групп. Подгруппы и фактор-группы
абелевых групп являются абелевыми группами. Прямые произве-
дения абелевых групп, также являются абелевыми группами. По-
этому условия теоремы 5.1 для класса A выполняются. Следова-
тельно, A — формация. Но эта формация не является насыщен-
ной. Действительно, все группы порядка 4 абелевы, поэтому все
они принадлежат A. В неабелевой группе Q кватернионов порядка
8 подгруппа Фраттини Φ(Q) имеет порядок 2, поэтому Q/Φ(Q) ∈ A,
но Q не содержится в A.

Для N выполняются условия теоремы 5.1. Если G/N ∈ N, N ≤
Φ(G), то G ∈ N по следствию теоремы 3.24, с. 113. Поэтому N —
насыщенная формация.

Для U выполняются условия теоремы 5.1, а по следствию тео-
ремы 4.55, с. 152, U — насыщенная формация.

Для S выполняются условия теоремы 5.1, а из леммы 4.13,
с. 121, следует, что выполняется требование 4). Поэтому S — насы-
щенная формация.

Класс Eπ всех π-групп является формацией поскольку он за-
мкнут относительно подгрупп, фактор-групп и прямых произведе-
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ний. Если G/Φ(G) ∈ Eπ, то π(G) = π(G/Φ(G)) по теореме 4.33,
с. 137, поэтому G ∈ Eπ и Eπ — насыщенная формация.

Поскольку пересечение насыщенных формаций является насы-
щенной формацией, то насыщенными формациями являются сле-
дующие классы групп:

Sπ = S ∩ Eπ — класс всех разрешимых π-групп;

Uπ = U ∩ Eπ — класс всех сверхразрешимых π-групп;

Nπ = N ∩ Eπ — класс всех нильпотентных π-групп.

Класс X называется примитивно замкнутым клас-
сом, если выполняется требование:

6) если все примитивные фактор-группы группы G
принадлежат X, то G ∈ X.

В силу того, что примитивная фактор-группа может
быть получена, как фактор-группа группы G по ядру
некоторой максимальной подгруппы, то требование 6) эк-
вивалентно следующему требованию:

6′) если G/CoreGM ∈ X для всех M < · G, то G ∈ X.
Классом Шунка называется класс групп, который од-

новременно замкнут относительно фактор-групп и яв-
ляется примитивно замкнутым классом. Таким образом,
для класса Шунка выполняются требования 2) и 6).

Теорема 5.2. Всякий класс Шунка является насы-
щенным классом.

� Предположим, что X — класс Шунка и пусть N —
нормальная подгруппа группы G, N ≤ Φ(G) и G/N ∈
X. Требуется проверить, что G ∈ X. По лемме 3.18,
с. 111, подгруппа Фраттини Φ(G) совпадает с пересе-
чением ядер всех максимальных подгрупп, т.е. Φ(G) =
⋂

M<· GCoreGM. Так как N ≤ Φ(G), то N ≤ CoreGM
для всех M < · G. Следовательно, G/N/CoreGM/N ≃
G/CoreGM ∈ X ввиду того, что G/N ∈ X и X — го-
моморф. Теперь G ∈ X, поскольку класс X примитивно
замкнут.

Следствие. Если класс Шунка X является форма-
цией, то X — насыщенная формация.

Теорема 5.3. Насыщенная формация является клас-
сом Шунка.

� Пусть F — насыщенная формация. Тогда для F вы-
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полняются требования 2), 4) и 5). Надо показать, что для
F выполняется требование 6′). Пусть G/CoreGM ∈ F для
всех M < · G. По лемме 3.18, с. 111, подгруппа Фратти-
ни Φ(G) совпадает с пересечением ядер всех максималь-
ных подгрупп, т.е. Φ(G) =

⋂

M<· G CoreGM. Так как F —
формация, то G/Φ(G) = G/

⋂

M<· GCoreGM ∈ F, а т.к.
F насыщена, то G ∈ F.

Классы N; Nπ, U; Uπ; S; Sπ , E; Eπ являются насыщенными
формациями, следовательно они являются классами Шунка.

Поскольку класс A всех абелевых групп является ненасыщен-

ной Формацией, то он не является классом Шунка.

Теорема 5.4. Класс всех разрешимых групп, у кото-
рых коммутанты имеют нечетные индексы, является
классом Шунка и не является формацией.

� Вначале проверим, что класс X = {G ∈ S | 2 не
делит | G : G′ |} является классом Шунка. Пусть G ∈ X
и N ✁G. Так как (G/N)′ = G′N/N , то | G/N : G′N/N |=|
G : G′N |=| G || G′ ∩ N | / | G′ || N |=| G : G′ | / | N :
G′ ∩ N | и 2 не делит | G/N : (G/N)′ |, т.е. G/N ∈ X.
Пусть G ∈ S и G/CoreGM ∈ X для всех M < · G. Пред-
положим, что 2 делит | G/G′ |. Тогда в группе G су-
ществует нормальная подгруппа K индекса 2. Ясно, что
K = CoreGK < · G и G/K 6∈ X, противоречие. Таким
образом, X — класс Шунка.

Пусть G = 〈a〉 × SL(2, 3), a2 = e. Группа SL(2, 3)
имеет порядок 24, а ее центр имеет порядок 2, см. тео-
рему 2.51, с. 93, и теорему 2.52, с. 94. Поэтому в группе
SL(2, 3) имеется нормальная подгруппа 〈b〉 = Z(SL(2, 3))
порядка 2 и SL(2, 3)/〈b〉 ≃ A4 по теореме 2.54, с. 97. Под-
группа 〈ab〉 ✁ G и G/〈ab〉 ≃ SL(2, 3) ∈ X. Кроме того,
G/〈a〉 ≃ SL(2, 3) ∈ X, но G ≃ G/〈a〉 ∩ 〈ab〉 6∈ X. Поэтому
X не является формацией.

Теорема 5.5. Если класс Шунка X содержит нееди-
ничную p-группу, то X содержит все p-группы.

� Предположим, что неединичная p-группа P ∈ X.
В p-группах максимальные подгруппы нормальны и име-
ют простые индексы, т.е. если P1 < · P , то P1 ✁ P и
| P : P1 |= p. Так как X — гомоморф, то P/P1 ∈ X.
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Следовательно в X имеется группа порядка p. Допустим
теперь, что G — произвольная p-группа. Рассмотрим про-
извольную максимальную подгруппу M группы G. Тогда
для M справедливо: M ✁ G и | G/M |= p. В этом слу-
чае M = CoreGM, G/CoreGM ∈ X. Так как X — класс
Шунка, то требование 6′) из его определения позволяет
заключить, что G ∈ X. ⊠

Характеристикой класса X называется множество
простых чисел p, для которых в X имеется неединичная p-
группа. Характеристику класса X обозначают через χ(X).

Теорема 5.6. Если X — класс Шунка, то X ∩ N =
Nχ(X).

� Предположим, что G ∈ X ∩ N и p ∈ π(G). То-
гда в нильпотентной группе G существует максимальная
подгруппа M индекса p. Поскольку пересечение клас-
сов Шунка X и N вновь является классом Шунка, то
G/M ∈ X ∩ N и p ∈ χ(X). Поэтому π(G) ⊆ χ(X) и
G ∈ Nχ(X), т.е. X ∩N ⊆ Nχ(X).

Обратно, пусть G ∈ Nχ(X). Рассмотрим произвольную
максимальную подгруппу M группы G. Так как G ниль-
потентна, то M нормальна в G и | G/M |= p. Но p ∈ χ(X),
поэтому G/M ∈ X, а т.к. X — класс Шунка, то G ∈ X и
Nχ(X) ⊆ X ∩N.

Следствие. Если X — насыщенная формация, то
X ∩N = Nχ(X).

Пусть F — формация и G — группа. Пересечение
всех нормальных подгрупп группы G, фактор-группы
по которым принадлежат F, обозначим через GF и на-
зовем F-корадикалом группы G. Таким образом, GF =
⋂

N✁G, G/N∈F N.

Лемма 5.7. Пусть F — формация и G — группа. То-
гда:

1) если N ✁G и G/N ∈ F, то GF ≤ N ;
2) G/GF ∈ F;
3) GF — наименьшая нормальная подгруппа группы

G, для которой G/GF ∈ F;
4) G ∈ F тогда и только тогда, когда GF = E.
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� 1. Если N ✁ G и G/N ∈ F, то по определению F-
корадикала GF ≤ N.

2. Из определения формации следует, что G/GF =
G/(

⋂

N✁G, G/N∈FN) ∈ F.

3. Из 1 и 2 следует, что GF — единственная нормаль-
ная подгруппа группы G, для которой G/GF ∈ F.

4. Если G ∈ F, то GF = E. Если GF = E, то G ≃
G/E ∈ F.

GA = G′ — коммутант группы G.

Пусть X — класс всех элементарных абелевых p-групп. По тео-

реме 5.1 класс X — формация. По лемме 3.25, с. 114, для каждой

p-группы P подгруппа PX совпадает с подгруппой Фраттини груп-

пы P .

Лемма 5.8. Пусть F — формация, G — группа, H ≤
G и K ✁G. Тогда:

1) (G/K)F = GFK/K;
2) если ψ — эпиморфизм G, то ψ(G)F = ψ(GF);
3) если G = HK, то HFK = GFK;
4) если G = HK и K ≤ GF, то HFK = GF.

� 1. Пусть (G/K)F = N/K. Тогда (G/K)/(N/K) ≃
G/N ∈ F и GF ≤ N по лемме 5.7, поэтому GFK/K ≤
N/K. С другой стороны, (G/K)/(GFK/K) ≃ G/GFK ≃
(G/GF)/(GFK/GF) ∈ F т.к. G/GF ∈ F и F — гомоморф. По
лемме 5.7N/K ≤ GFK/K, т.е. GFK/K = N/K = (G/K)F.

2. Пусть ψ — эпиморфизм и K = Kerψ. Тогда ψ(G) =
G/K и ψ(G)F = (G/K)F = GFK/K = ψ(GF).

3. ПустьH ≤ G и δ — естественный эпиморфизм груп-
пы G на G/K, т.е. δ : g 7→ gK, для всех g ∈ G. Так как
Kerδ = K, δ(G) = G/K и G = HK, то δ(H) = HK/K =
G/K = δ(G). Поскольку δ(HF) = HFK/K, то δ(GF) =
GFK/K = (G/K)F = δ(G)F = δ(H)F = δ(HF) = HFK/K,
поэтому GFK/K = HFK/K и GFK = HFK.

4. Если K ≤ GF, то HFK = GFK = GF. ⊠
Пусть X — класс групп и F — формация. Корадикаль-

ным произведением X и F называется класс

X ◦ F = { G ∈ E | GF ∈ X },
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состоящий из всех групп, у которых F-корадикал принад-
лежит X.

Лемма 5.9. Пусть X — класс групп, F — формация.
Тогда:

1) если X — нормально наследственный класс, то X ⊆
X ◦ F;

2) если X содержит единичную группу (например, X
— непустой гомоморф), то F ⊆ X ◦ F;

3) если X и F — формации, то группа G ∈ X◦F тогда
и только тогда, когда (GF)X = E.

� 1. Если G ∈ X и X — нормально наследственный
класс, то GF ∈ X и G ∈ X ◦ F, т.е. X ⊆ X ◦ F.

2. Если G ∈ F, то GF = E ∈ X и G ∈ X◦F, т.е. F ⊆ X◦F.
3. Пусть X и F — формации. Допустим, что G ∈ X◦F.

Тогда GF ∈ X и (GF)X = E по лемме 5.7. Обратно, если
(GF)X = E, то GF ∈ X и G ∈ X ◦ F.

Теорема 5.10. 1. Если X — гомоморф, а F — форма-
ция, то X ◦ F — гомоморф.

2. Если X и F — формации, то X ◦ F — формация.
3. Если X и F — наследственные формации, то X ◦ F

— наследственная формация.
4. Если X и F — нормально наследственные форма-

ции, то X ◦ F — нормально наследственная формация.

� 1. Пусть G ∈ X ◦ F и N ✁ G. Тогда (G/N)F =
GFN/N ≃ GF/(GF ∩ N) ∈ X, т.к. GF ∈ X и X — гомо-
морф. Поэтому G/N ∈ X ◦ F и X ◦ F — гомоморф.

2. Пусть X и F — формации. По 1) произведение X◦F
— гомоморф. Пусть Ni ✁G, G/Ni ∈ X ◦ F, i = 1, 2. Тогда
(G/Ni)

F = GFNi/Ni ≃ GF/(GF ∩ Ni) ∈ X. Так как X —
формация, то (G/N1 ∩ N2)

F = GF(N1 ∩ N2)/N1 ∩ N2 ≃
GF/(GF ∩N1 ∩N2) ∈ X и G/(N1 ∩N2) ∈ X ◦F. Итак, X ◦F
— формация.

3. Пусть F и X — наследственные формации, G ∈
X ◦ F и H ≤ G. Тогда HGF/GF ≤ G/GF ∈ F, поэто-
му HGF/GF ∈ F. Так как HGF/GF ≃ H/(H ∩ GF), то
HF ≤ GF. Но GF ∈ X, поэтому HF ∈ X и H ∈ X ◦ F.
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4. Пусть X и F — нормально наследственные фор-
мации. Пусть G ∈ X ◦ F и N ✁ G. Тогда GF ∈ X. Рас-
смотрим подгруппу K = NGF. Ясно, что K ✁ G. По-
скольку, K/GF

✁ G/GF ∈ F, то K/GF ∈ F и K/GF =
NGF/GF ≃ N/(N ∩ GF) ∈ F, т.е. NF ≤ N ∩ GF. Так как
N∩GF

✁GF ∈ X и X — нормально наследственная форма-
ция, то N ∩GF ∈ X. Но NF нормальна в N ∩GF, поэтому
NF ∈ X и N ∈ X ◦ F.

Теорема 5.11. Пусть X, Y и Z — формации. Тогда:
1) G(X◦Y) = (GY)X для любой группы G;
2) (X ◦Y) ◦ Z = X ◦ (Y ◦ Z).
� 1. По теореме 5.10 произведение X◦Y — формация.

Пусть N = G(X◦Y) — X◦Y-корадикал группы G. Так как
G/N ∈ X ◦Y, то (G/N)Y = GYN/N ≃ GY/(GY ∩N) ∈ X,
поэтому (GY)X ≤ N = G(X◦Y).

Рассмотрим фактор-группу G/(GY)X. Так как
(G/(GY)X)Y = GY(GY)X/(GY)X ≃ GY/((GY)X ∩ GY) =

GY/(GY)X ∈ X, то G/(GY)X ∈ X ◦ Y и G(X◦Y) ≤ (GY)X.
Таким образом, (GY)X = G(X◦Y).

2. Из 1 следует, что G(X◦Y)◦Z = (GZ)(X◦Y) =

((GZ)Y)X = (G(Y◦Z))X = GX◦(Y◦Z) для любой группы G.
Теперь, если G ∈ (X ◦Y) ◦ Z, то G(X◦Y)◦Z = E = GX◦(Y◦Z)

и G ∈ X ◦ (Y ◦ Z), поэтому (X ◦Y) ◦ Z ⊆ X ◦ (Y ◦ Z). Об-

ратно, если G ∈ X ◦ (Y ◦ Z), то GX◦(Y◦Z) = E = G(X◦Y)◦Z

и G ∈ (X ◦ Y) ◦ Z. Поэтому X ◦ (Y ◦ Z) ⊆ (X ◦ Y) ◦ Z и
X ◦ (Y ◦ Z) = (X ◦Y) ◦ Z.

5.2. Проекторы

Пусть G — группа и X — класс групп. Если H — под-
группа группы G и H ∈ X, то H называют X-подгруппой.
X-максимальной подгруппой группы G называется такая
X-подгруппа H из G, которая не содержится ни в какой
большей X-подгруппе. Таким образом, H X-максимальна
в G, если H ∈ X и из условий H ≤ K ≤ G, K ∈ X
следует, что H = K.
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Подгруппа H группы G называется X-проектором
группы G, если HN/N — X-максимальная подгруппа
группы G/N для любой нормальной подгруппы N груп-
пы G.

Пусть Np — класс всех p-групп. Рассмотрим произвольную

группуG и пустьGp — силовская p-подгруппа вG. Так как Gp ∈ Np

и индекс Gp в группе G не делится на p, то Gp — Np-максимальная

подгруппа группы G. Для любой нормальной подгруппы N груп-

пы G по теореме 1.65, с. 53, фактор-группа GpN/N — силовская

p-подгруппа в G/N , поэтому GpN/N Np-максимальна в G/N и Gp

— Np-проектор группы G. Таким образом, Np-проектор группы G

совпадает с силовской p-подгруппой группы G.

Лемма 5.12. Пусть X — класс групп. Если H — X-
проектор группы G и N ✁ G, то HN/N — X-проектор
фактор-группы G/N .

� Пусть K/N ⊳ G/N . Тогда (HN/N · K/N)/K/N =
HK/N/K/N ≃ HK/K. Так как H — X-проектор в G,
то HK/K X-максимальна в G/K. Поэтому (HN/N ·
K/N)/K/N X-максимальна в G/N/K/N ≃ G/K иHN/N
— X-проектор в G/N .

Лемма 5.13. Пусть X — класс групп. Подгруппа H
группы G является X-проектором группы G тогда и
только тогда, когда H X-максимальна в G и для любой
минимальной нормальной подгруппы N группы G под-
группа HN/N — X-проектор группы G/N .

� Если H — X-проектор группы G, то H X-
максимальна в G и по лемме 5.12 подгруппа HN/N —
X-проектор группы G/N для любой минимальной нор-
мальной подгруппы N группы G.

Обратно, пусть H X-максимальна в G и HN/N —
X-проектор группы G/N для каждой минимальной нор-
мальной подгруппы N группы G. Пусть K — про-
извольная нормальная неединичная подгруппа группы
G и пусть K1 — минимальная нормальная подгруп-
па группы G, содержащаяся в K. По условию леммы
HK1/K1 — X-проектор группы G/K1, поэтому (HK1/K1 ·
K/K1)/K/K1 ≃ HK/K X-максимальна в G/K1/K/K1 ≃
G/K. Следовательно, H — X-проектор группы G.
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Лемма 5.14. Пусть X — гомоморф, H ≤ G, N ✁ G
и N ≤ H. Если H/N — X-проектор фактор-группы
G/N , то каждый X-проектор подгруппы H является X-
проектором группы G.

� ПустьK — X-проектор подгруппыH. ТогдаKN/N
X-максимальна в H/N , а т.к. H/N — X-проектор группы
G/N , то KN = H.

Пусть K ≤ L ∈ X, L ≤ G. Тогда KN/N = H/N ≤
LN/N ≃ L/L∩N. Поскольку X — гомоморф, то L/L∩N ∈
X и KN = H = LN , т.е. L ≤ H. Из X-максимальности K
в H следует, что K = L и K X-максимальна в G.

Предположим, что подгруппа K не является X-
проектором группы G. Это означает, что существует нор-
мальная подгруппа A в группе G такая, что AK/A не X-
максимальна в G/A, т.е. существует подгруппа S/A ∈ X
и AK/A < S/A. Поскольку H/N — X-проектор груп-
пы G/N и AN/N ✁ G/N , то (H/N · AN/N)/(AN/N) =
(HA/N)/(AN/N) X-максимальна в (G/N)/(AN/N) и
HA/AN X-максимальна в G/AN . Кроме того, (S/A ·
AN/A)/(AN/A) ≃ SN/AN ≃ (S/A)/(S/A ∩ AN/A) ∈
X, а т.к. HA/AN = KNA/AN ≤ SN/AN, то из X-
максимальности HA/AN в G/AN получаем, что HA =
KNA = SN . Теперь S = AK(S ∩ N) ≤ AH, а т.к. K —
X-проектор подгруппы H, то K/K ∩A ≃ K(A∩H)/A∩H
X-максимальна в H/A∩H. Но K/K∩A ≃ KA/A ≤ S/A ≤
AH/A ≃ H/A ∩H, где K/K ∩A ∈ X и S/A ∈ X. Поэтому
KA = S, что противоречит допущению.

Теорема 5.15. Пусть X — класс групп, а Y —
класс Шунка. Если в каждой Y-группе существует X-
проектор, то X ∩Y — класс Шунка.

� Пусть G ∈ X ∩ Y и N ✁ G. Тогда G/N ∈ Y, т.к.
Y — гомоморф. Поскольку G ∈ X, то G является своим
X-проектором, значит G/N ∈ X и X ∩Y — гомоморф.

Пусть G/CoreGM ∈ X ∩ Y для всех M < · G.
Так как Y — класс Шунка, то G ∈ Y. Пусть H —
X-проектор группы G, он существует по условию тео-
ремы. Предположим, что H 6= G. Тогда существует в
группе G максимальная подгруппа A такая, что H ≤
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A. Так как HCoreGA ≤ A, то HCoreGA 6= G. Но
HCoreGA/CoreGA X-максимальна в G/CoreGA по опре-
делению X-проектора, поэтому G/CoreGA не принадле-
жит X. Противоречие. ЗначитH = G,G ∈ X и требование
(6)′ для класса X∩Y выполняется. Следовательно, X∩Y
— класс Шунка.

Разрешимым классом называется класс, состоящий из
разрешимых групп.

Следствие. 1. Пусть X — класс групп. Если в каж-
дой группе существует X-проектор, то X — класс Шун-
ка.

2. Разрешимый класс X, для которого каждая разре-
шимая группа обладает X-проектором, является клас-
сом Шунка.

� 1. Утверждение следует из теоремы в случае, когда
Y = E — класс всех групп.

2. Утверждение следует из теоремы в случае, когда
Y = S — класс всех разрешимых групп.

Теорема 5.16. Если X — класс Шунка, то в каждой
группе существует X-проектор.

� Предположим, что существуют группы в которых
нет X-проекторов. Среди таких групп выберем группу
наименьшего порядка и обозначим ее через G. Итак, в
группе G нет X-проектора, но в каждой группе меньшего
порядка существует X-проектор.

Если группа G простая, то каждая X-максимальная
подгруппа является X-проектором группы G. Значит
группа G непростая. Пусть N✁G, N 6= E. Тогда |G/N | <
|G| и в G/N есть X-проектор. Обозначим его через H/N .
Если H — собственная подгруппа, то |H| < |G| и в H
по индукции имеется X-проектор, который по лемме 5.14
будет X-проектором группы G. Получили противоречие.
Следовательно, H = G и G/N ∈ X для всех неединич-
ных нормальных подгрупп N группы G. Если G не при-
митивна, то все примитивные фактор-группы группы G
отличны от G и принадлежат X. Но X — класс Шунка,
поэтому G ∈ X и сама группа G является X-проектором,
противоречие. Следовательно, G примитивна. По теоре-

167



Проекторы и инъекторы

ме 4.41, с. 141, в группе G не более двух минимальных
нормальных подгрупп.

Случай 1. В группе G единственная минимальная
нормальная подгруппа.

Пусть N · ✁ G. Если N ≤ Φ(G), то G/N ∈ X и по
теореме 5.2 группа G ∈ X, противоречие. Следователь-
но, N не содержится в Φ(G). Поэтому существует мак-
симальная подгруппа M группы G такая, что G = MN .
Пусть K — X-проектор подгруппы M , он существует по
индукции, и A — X-максимальная подгруппа группы G,
содержащая K. Так как G/N =MN/N ≃M/M ∩N ∈ X,
то K(M ∩N) =M и G = K(M ∩N)N = KN = AN.

Пусть теперь L — произвольная неединичная нор-
мальная подгруппа группы G. В нашем случае N — един-
ственная минимальная нормальная подгруппа, поэтому
N ≤ L и AL/L = G/L ∈ X, т.е. AL/L X-максимальна в
G/L и A — X-проектор группы G.

Случай 2. В группе G две минимальные нормальные
подгруппы N1 и N2.

По теореме 4.41, с. 141, G = [N1]M = [N2]M, где
M < · G. Так как G/N1 ≃ M ∈ X и M < · G, то M
X-максимальна в G. Пусть L — произвольная неединич-
ная нормальная подгруппа группы G. Тогда минималь-
ная нормальная подгруппа в группе G из L совпадает
с N1 или N2. Пусть L ≥ N1. Тогда ML ≥ MN1 = G
и ML/L = G/L X-максимальна в G/L, т.е. M — X-
проектор группы G. ⊠

Соединяя следствие теоремы 5.15 и теорему 5.16 по-
лучаем

Следствие 1. Класс X является классом Шунка то-
гда и только тогда, когда в каждой группе существует
X-проектор.

Следствие 2. Если F — насыщенная формация, то
каждая группа обладает F-проектором.

� По теореме 5.3 каждая насыщенная формация яв-
ляется классом Шунка. Теперь утверждение следует из
теоремы 5.16.
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Формация A не является классом Шунка и в диэдральной груп-

пе порядка 8 нет A-проекторов.

Пусть X — класс групп. Подгруппа H называется X-
покрывающей подгруппой группы G, если H является X-
проектором каждой подгруппы группы G, в которой H
содержится.

В знакопеременной группе A5 степени 5 силовская 2-подгруппа

P является N-проектором, но не является N-покрывающей под-

группой. Действительно, в A5 имеется подгруппа, изоморфная A4.

Пусть H — подгруппа группы A5, содержащая P , и изоморфная

A4. Тогда P нормальна в H и H/P ∈ N, т.е. подгруппа P не явля-

ется N-проектором подгруппы H. Значит подгруппа P не является

N-покрывающей подгруппой группы A5. Обратим внимание на то,

что подгруппа P является N2-покрывающей подгруппой.

Лемма 5.17. Пусть X — гомоморф. Подгруппа H яв-
ляется X-покрывающей подгруппой группы G тогда и
только тогда, когда H ∈ X и из условий:

H ≤ U ≤ G, U0 ✁ U, U/U0 ∈ X (5.1)

следует, что HU0 = U.

� Пусть H — X-покрывающая подгруппа группы
G и пусть выполняются условия (5.1). Так как H —
X-проектор подгруппы U , то HU0/U0 X-максимальна в
U/U0. Но U/U0 ∈ X, поэтому HU0/U0 = U/U0 и HU0 =
U.

Обратно, пусть H ∈ X и для всех подгрупп U и U0,
удовлетворяющих условиям (5.1) следует, что HU0 =
U . Предположим, что подгруппа H не является X-
покрывающей подгруппой группы G. Тогда подгруппа
H не является X-проектором некоторой подгруппы X,
H ≤ X ≤ G. Это означает, что для некоторой нормаль-
ной подгруппы X0 группы X подгруппа HX0/X0 не X-
максимальна в X/X0. Пусть U/X0 — X-максимальная
подгруппа в X/X0, содержащая HX0/X0. Тогда HX0 <
U , а т.к. H ∈ X и X — гомоморф, то HX0/X0 ≃ H/H ∩
X0 ∈ X. Для подгруппы U выполняются условие (5.1),
поэтому HX0 = U, противоречие. Следовательно допу-
щение неверно, подгруппа H — X-проектор подгруппы
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X, а т.к. X — произвольная подгруппа группы G, содер-
жащая H, то H — X-покрывающая подгруппа группы G.
⊠

Лемма 5.17 позволяет дать следующее определение X-
покрывающей подгруппы, эквивалентное исходному.

Пусть X — класс групп. Подгруппа H называется X-
покрывающей подгруппой группы G, если выполняются
следующие требования:

1) H ∈ X;
2) из условий H ≤ U ≤ G, U0 ⊳U, U/U0 ∈ X следует,

что, U = HU0.
Лемма 5.18. Для любого гомоморфа X и любой груп-

пы G справедливы следующие утверждения:
1) если H — X-проектор группы G и H максимальна

в G, то H — X-покрывающая подгруппа группы G;
2) если H — X-покрывающая подгруппа в группе G и

H ≤ X ≤ G, то H — X-покрывающая подгруппа в X;
3) если H — X-покрывающая подгруппа группы G и

N ⊳ G, то HN/N — X-покрывающая подгруппа фактор-
группы G/N ;

4) если N ✁ G и H/N — X-покрывающая подгруппа
фактор-группы G/N , то каждая X-покрывающая под-
группа из H является X-покрывающей подгруппой груп-
пы G.

� Утверждения 1 и 2 непосредственно вытекают из
определения X-покрывающей подгруппы.

3. По лемме 5.12 подгруппа HN/N — X-проектор
фактор-группы G/N . Пусть X/N — произвольная под-
группа группы G/N , содержащая HN/N . Тогда H ≤ X,
а т.к. H — X-проектор подгруппы X, то опять по лем-
ме 5.12 подгруппа HN/N — X-проектор X/N . Поэтому
HN/N — X-покрывающая подгруппа группы G/N .

4. Пусть B — X-покрывающая подгруппа в H. То-
гда BN/N X-максимальна в H/N . Но H/N ∈ X, значит
BN = H. По лемме 5.14 подгруппа B — X-проектор груп-
пы G. Пусть B ≤ U ≤ G, U0 ⊳ U, U/U0 ∈ X. Докажем,
что U0B = U , тогда по лемме 5.17 подгруппа B будет
X-покрывающей подгруппой группы G.
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Так как H = BN ≤ UN и H/N — X-покрывающая
подгруппа группы G/N , то H/N — X-покрывающая под-
группа в UN/N . Но U0N/N ⊳ UN/N и UN/N

/
U0N/N ≃

UN/U0N ≃ U/U0(U ∩ N) ∈ X, поэтому HU0N = HU0 =
UN, откуда получаем, что BNU0 = UN . По тождеству
Дедекинда U = BU0(U ∩ N), а поскольку B(U ∩ N) =
U∩H, то U = U0(U∩H). Теперь U/U0 ≃ U∩H

/
U0∩H ∈ X,

а т.к. B — X-покрывающая подгруппа из U∩H, то U∩H =
B(U0 ∩H) и U = U0(U ∩H) = U0B(U0 ∩H) = U0B. ⊠

Напомним, что подгруппа H группы G называется до-
полнением к подгруппе K, если HK = G и H ∩K = E.

Для класса X введем следующие подмножества под-
групп группы G: ProjX(G) — совокупность всех X-
проекторов группы G; CovX(G) — совокупность всех X-
покрывающих подгрупп группы G.

Ясно, что CovX(G) ⊆ ProjX(G). Если A — нормаль-
ная подгруппа группы G, то через CompG(A) обозначим
совокупность всех дополнений к подгруппе A в группе G.

Теорема 5.19. Пусть X — класс Шунка, A — мини-
мальная нормальная подгруппа группы G, причем G /∈ X,
а G/A ∈ X. Если A абелева, то CompG(A) = ProjX(G) =
CovX(G).

� Применим индукцию по порядку группы G. По
теореме 5.16 в группе G существуют X-проекторы, поэто-
му ProjX(G) 6= ∅. Пусть H — произвольный X-проектор
группы G. По лемме 5.12 подгруппа HA/A является X-
проектором группы G/A. Так как G/A ∈ X, то HA = G.
Из того, что G /∈ X получаем, что H 6= G. Поскольку
H ∩A⊳H и A абелева, то H ∩A⊳G, и из минимальности
подгруппы A следует, чтоH∩A = E иH — максимальная
подгруппа группы G. Таким образом, доказано, что

ProjX(G) = CovX(G) ⊆ CompG(A). (5.2)

Пусть теперь B — произвольное дополнение к под-
группе A в группе G. Тогда G = [A]H = [A]B. Пред-
положим, что существует минимальная нормальная под-
группа N группы G такая, что N ≤ H ∩ B. Рассмотрим
фактор-группу G/N . Так как AN = A ×N , то AN/N —
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минимальная нормальная подгруппа группы G/N . Под-
группа H/N является X-проектором группы G/N , поэто-
му G/N /∈ X, но G/N

/
AN/N ∈ X. Таким образом, все

условия теоремы выполняются для фактор-группы G/N .
По индукции B/N — X-покрывающая подгруппа группы
G/N , а по лемме 5.18 подгруппа B — X-покрывающая
подгруппа группы G.

Пусть теперь пересечение H ∩ B не содержит нееди-
ничных нормальных подгрупп группы G. Допустим, что
CoreGB 6= E, и пусть K — минимальная нормальная
подгруппа группы G, содержащаяся в B. Тогда AK =
A×K ⊆ CG(A), поэтому AK ∩H — нормальная подгруп-
па группы G. В нашем случае AK∩H не содержится в B,
поэтому (AK∩H)B = G, G/AK∩H ≃ B/B∩AK∩H ∈ X.
Так как H/AK ∩H — X-проектор группы G/AK ∩H, то
получили противоречие. Поэтому CoreGB = E.

Теперь, если L — произвольная нормальная подгруп-
па группы G, то L не содержится в B и BL/L = G/L X-
максимальна в G/L, т.е. B является X-проектором груп-
пы G. Итак, CompG(A) ⊆ ProjX(G) и из (5.2) следует,
что ProjX(G) = CovX(G) = CompG(A).

Лемма 5.20. Пусть X — класс Шунка и N — ниль-
потентная нормальная подгруппа группы G. Если H —
X-подгруппа, для которой HN = G, то H содержит-
ся в некоторой X-покрывающей подгруппе группы G. В
частности, если H — X-максимальная подгруппа груп-
пы G, для которой HN = G, то H — X-покрывающая
подгруппа группы G.

� Воспользуемся индукцией по порядку группы G.
Пусть A — минимальная нормальная подгруппа группы
G, содержащаяся в N . Тогда для фактор-группы G/A
условия леммы выполнены. По индукции X-подгруппа
HA/A содержится в некоторой X-покрывающей подгруп-
пе F ∗/A группы G/A.

Условию леммы удовлетворяет группа F ∗ с нильпо-
тентной нормальной подгруппой F ∗ ∩N и X-подгруппой
H. Если F ∗ 6= G, то по индукции подгруппа H содержит-
ся в некоторой X-покрывающей подгруппе F группы F ∗,
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которая по лемме 5.18 будет X-покрывающей подгруппой
группы G.

Поэтому следует считать, что G/A ∈ X. По теоре-
ме 5.19 подгруппа A имеет дополнение F в группе G и
F является X-покрывающей подгруппой группы G. Яс-
но, что F — максимальная подгруппа группы G. Так как
N ∩ F ⊳ F и N нильпотентна, то N ∩ F ⊳ G.

Если N ∩ F 6= E, то можно считать подгруппу A,
содержащейся в N ∩ F . Тогда F = G и H ≤ F .

Если N ∩ F = E, то A = N и из условия HN = G
следует, что H — дополнение к N в G и по теореме 5.19
H будет X-покрывающей подгруппой группы G.

Теорема 5.21. Для любого класса Шунка X в каж-
дой разрешимой группе G любой X-проектор является
X-покрывающей подгруппой и любые две X-покрывающие
подгруппы группы G сопряжены между собой.

� Воспользуемся индукцией по порядку группы G.
Заметим, что по теореме 5.16 в каждой группе существует
X-проектор.

Пусть G — разрешимая группа и A — минимальная
нормальная подгруппа группы G. Тогда A абелева. Пусть
H — X-проектор группы G. По лемме 5.12 подгруппа
HA/A является X-проектором группы G/A. По индукции
можно считать, что HA/A — X-покрывающая подгруппа
группы G/A.

Рассмотрим подгруппу HA и применим к группе HA
лемму 5.20. По этой лемме подгруппа H является X-
покрывающей подгруппой группы HA. По лемме 5.18
подгруппа H является X-покрывающей подгруппой груп-
пы G. Итак, каждый X-проектор группы G является X-
покрывающей подгруппой группы G.

Пусть теперь H1 иH2 — две X-покрывающие подгруп-
пы группы G. Тогда H1A/A и H2A/A — X-покрывающие
подгруппы фактор-группы G/A и по индукции они со-
пряжены между собой, т.е. существует элемент g ∈ G
такой, что H1A/A = (H2A/A)

gA. Отсюда получаем, что
H1A = Hg

2A.
По лемме 5.18 подгруппы H1 и Hg

2 — X-покрывающие
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подгруппы группы H1A. Если H1A — собственная под-
группа группы G, то по индукции подгруппы H1 и Hg

2
сопряжены в H1A, т.е. существует элемент ha ∈ H1a, где

h ∈ H, a ∈ A такой, что H1 = Hgha
2 . Значит H1 и H2

сопряжены в G.
Поэтому будем считать, что H1A = Hg

2A = G. Под-
группа A выбиралась произвольно. Если CoreGH1 6= E,
то A можно считать содержащейся в H1 и H1 = G. В этом
случае теорема верна.

Пусть CoreGH1 = E. Тогда CoreGH2 = E. Но в раз-
решимой группе максимальные подгруппы с единичными
ядрами сопряжены между собой по теореме 4.43, с. 144.
Поэтому H1 = Hx

2 для некоторого x ∈ G.
По теореме 5.3 каждая насыщенная формация явля-

ется классом Шунка. Поэтому справедливо
Следствие. Для любой насыщенной формации F в

каждой разрешимой группе G любой F-проектор яв-
ляется F–покрывающей подгруппой и любые две F-
покрывающие подгруппы группы G сопряжены между

Поскольку в разрешимых группах понятия F-
проектора и F-покрывающей подгруппы совпадают, то в
дальнейшем для разрешимых групп будем использовать
термин F-проектор.

Теорема 5.22. Если X — разрешимый класс Шунка,
а F — разрешимая насыщенная формация, то X ◦ F —
разрешимый класс Шунка.

� По теореме 5.10 произведение X ◦ F — гомоморф.
Ясно, что X ◦F — разрешимый класс. Пусть G/N ∈ X ◦F
для всех примитивных фактор-групп G/N группы G и
пусть S — X-проектор подгруппы GF. Так как группа G
разрешима, то X-проекторы в GF существуют и сопряже-
ны между собой. По лемме Фраттини G = NG(S)G

F.
Предположим, что существует максимальная под-

группа M в группе G такая, что S ≤ M и GF 6⊆ M.
Пусть CoreGM — ядро подгруппыM в группеG.Фактор-
группа G/CoreGM примитивна, поэтому G/CoreGM ∈
X◦F и (G/CoreGM)F = GFCoreGM/CoreGM ≃ GF/(GF∩
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CoreGM) ∈ X. Но теперь GF = S(GF ∩ CoreGM) ≤
SCoreGM ≤M, что противоречит выбору M.

Следовательно, для любой максимальной подгруппы
H группы G такой, что S ≤ H, выполняется включение
GF ≤ H. Так как G = NG(S)G

F, то S ✁ G, GF/S ≤
Φ(G/S). Поскольку формация F насыщенна и G/GF ≃
(G/S)/(GF/S) ∈ F, то G/S ∈ F и GF = S ∈ X, поэтому
G ∈ X ◦ F.

Следствие. Если X и F — разрешимые наcыщенные
формации, то X ◦ F — разрешимая насыщенная форма-
ция.

� По теореме 5.10 произведение X ◦ F — формация.
Так как каждая насыщенная формация является классом
Шунка, то по теореме 5.22 произведение X ◦ F — класс
Шунка. Но класс Шунка — насыщенный класс, поэтому
X ◦ F — насыщенная формация. ⊠

В нильпотентных и сверхразрешимых группах X-
проекторы допускают описание для любого класса Шун-
ка X.

Теорема 5.23. Пусть X — класс Шунка и G —
нильпотентная группа. Подгруппа H группы G тогда и
только тогда X-максимальна, когда H — χ(X)-холлова
подгруппа.

� Согласно теореме 5.6, с. 161, пересечение X ∩N =
Nχ(X). Пусть H — X-максимальная подгруппа группы G.
Ясно, что H будет χ(X)-подгруппой. Если K — χ(X)-
холлова подгруппа группы G, то H ≤ K. Так как K ∈
Nχ(X) = X ∩N, то K — X-подгруппа и H = K. Обратно,
если H — χ(X)-холлова подгруппа, то H ∈ Nχ(X) = X∩N.
Если K X-максимальна в G и K ≥ H, то K ∈ X ∩N =
Nχ(X) и K — χ(X)-подгруппа. Поэтому H = K. ⊠

Поскольку в каждой группе X-проектор является X-
максимальной подгруппой, то имеем

Следствие. 1. Пусть X — класс Шунка и G — ниль-
потентная группа. Подгруппа H тогда и только то-
гда является X-проектором группы G, когда H — χ(X)-
холлова подгруппа.
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2. Пусть F — насыщенная формация и G — нильпо-
тентная группа. Подгруппа H тогда и только тогда яв-
ляется X-проектором группы G, когда H — χ(X)-холлова
подгруппа.

Теорема 5.24. Пусть X — класс Шунка и G — ме-
танильпотентная группа. Подгруппа H тогда и только
тогда является X-проектором группы G, когда H X-
максимальна в G и HF (G)/F (G) — χ(X)-холлова под-
группа фактор-группы G/F (G).

� Пусть H — X-проектор группы G. Тогда H X-
максимальна в группе G и HF (G)/F (G) — X-проектор
фактор-группы G/F (G) по лемме 5.18. Так как G/F (G)
по условию нильпотентна, то HF (G)/F (G) — χ(X)-
холлова подгруппа фактор-группы G/F (G) по следствию
теоремы 5.23.

Обратно, пусть H X-максимальна в группе G и
HF (G)/F (G) — X-холлова подгруппа фактор-группы
G/F (G). Пусть K — X-проектор группы G. Тогда
KF (G)/F (G) — X-проектор фактор-группы G/F (G). По
следствию теоремы 5.23 подгруппа KF (G)/F (G) явля-
ется χ(X)-холловой подгруппой нильпотентной группы
G/F (G). Поэтому HF (G) = KF (G). Поскольку подгруп-
па H X-максимальна в HF (G), то по лемме 5.20 под-
группа H является X-проектором группы HF (G). Так
как подгруппа K также является X-проектором группы
HF (G), то H и K сопряжены. Следовательно, подгруппа
H является X-проектором группы G.

Следствие 1. Пусть X — насыщенная формация и
G — метанильпотентная группа. Подгруппа H тогда и
только тогда является X-проектором группы G, когда
H X-максимальна в G и HF (G)/F (G) является χ(X)-
холловой подгруппой фактор-группы G/F (G).

Поскольку по теореме 4.52, с. 150, каждая сверхразре-
шимая группа имеют нильпотентный коммутант, то по-
лучаем

Следствие 2. 1. Пусть X — класс Шунка и G —
сверхразрешимая группа. Подгруппа H тогда и только
тогда является X-проектором группы G, когда H X-
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максимальна в G и HG′/G′ является χ(X)-холловой под-
группой фактор-группы G/G′.

2. Пусть X — насыщенная формация и G — сверх-
разрешимая группа. Подгруппа H тогда и только то-
гда является X-проектором группы G, когда H X-
максимальна в G и HG′/G′ является χ(X)-холловой под-
группой фактор-группы G/G′.

5.3. Картеровы и гащюцевы подгруппы

разрешимых групп

Лемма 5.25. Пусть X — класс Шунка характери-
стики π и пусть H — X-проектор группы G. Тогда
NG(H)/H — π′-группа.

� Если NG(H)/H не является π′-группой, то суще-
ствует простое число p ∈ π, которое делит порядок
NG(H)/H. По теореме Силова в группе NG(H)/H име-
ется подгруппа K/H порядка p. Так как в X имеется
подгруппа порядка p, то K/H ∈ X и H не является X-
проектором K, противоречие.

Лемма 5.26. Пусть X — класс Шунка. Тогда и толь-
ко тогда в каждой разрешимой группе X-проектор само-
нормализуем, когда N ⊆ X.

� Пусть в каждой разрешимой группе X-проектор
совпадает со своим нормализатором. Предположим, что
N не содержится в X. Тогда существует группа G ∈ N\X.
Пусть H — X-проектор группы G. Так как G /∈ X,
то H 6= G. Но в нильпотентных группах собственные
подгруппы отличны от своих нормализаторов, поэтому
NG(H) 6= H, получили противоречие. Значит допущение
неверно и N ⊆ X.

Обратно, пусть N ⊆ X и допустим, что существует
разрешимая группа G, в которой X-проектор H — соб-
ственная подгруппа в своем нормализаторе. Пусть про-
стое число p делит порядок NG(H)/H. Тогда в NG(H)/H
существует подгруппа K/H порядка p. Так как K/H ∈
N ⊆ X, то H не будет X-проектором подгруппы K, про-
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тиворечие. ⊠
Картеровой подгруппой называют нильпотентную са-

монормализуемую подгруппу группы.
Теорема 5.27. В любой разрешимой группе множе-

ство N-проекторов совпадает с множеством картеро-
вых подгрупп.

� Пусть H — N-проектор разрешимой группы G. То-
гда H нильпотентна и по лемме 5.26 совпадает со своим
нормализатором, т.е. H является картеровой подгруппой
группы G.

Обратно, пусть H — картерова подгруппа разреши-
мой группы G. Воспользуемся индукцией по порядку
группы. Так как в нильпотентных группах собственные
подгруппы отличны от своих нормализаторов, то H —
N-максимальная подгруппа группы G. По лемме 5.20,
с. 172, существует нильпотентная нормальная подгруп-
па N группы G такая, что HN — собственная подгруп-
па. По индукции H — N-проектор группы HN . Пусть
xN ∈ NG/N (HN/N). Тогда Hx — картерова подгруппа
группы (HN)x = HN и по индукции подгруппа Hx —
N-проектор группы HN . Поэтому подгруппы H и Hx со-
пряжены в HN , т.е. существует элемент y ∈ HN такой,
что Hx = Hy. Теперь xy−1 ∈ NG(H) = H, x ∈ Hy ⊆ HN.
Таким образом, HN/N — самонормализуемая нильпо-
тентная подгруппа группы G/N . По индукции подгруп-
па HN/N — N-проектор группы G/N , а по лемме 5.18,
с. 170, подгруппа H — N-проектор группы G.

Следствие. В любой разрешимой группе картеровы
подгруппы существуют и сопряжены между собой. ⊠

Лемма 5.28. Если в примитивной разрешимой груп-
пе G примитиватор имеет простой индекс, то группа
G сверхразрешима.

� Пусть G — примитивная группа, M — её примити-
ватор и | G : M |= p — простое число. Пусть N · ⊳ G. По
теореме 4.42, с. 143, группа G = [N ]M и N = CG(N). Те-
перь | N |= p и G/N изоморфна группе автоморфизмов
группыN , которая является циклической группой поряд-
ка, делящего p− 1. Поэтому M циклическая и группа G
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сверхразрешима по лемме 4.46, с. 147. ⊠
Гащюцевой подгруппой группы G называется под-

группа H группы G, удовлетворяющая следующим двум
требованиям:

1) H сверхразрешима;
2) если H ≤ H1 < T ≤ G, то | T : H1 | — не простое

число.
Теорема 5.29. В любой разрешимой группе множе-

ство U-проекторов совпадает с множеством гащюце-
вых подгрупп.

� Пусть H — U-проектор разрешимой группы G. То-
гда H сверхразрешима. Предположим, что существуют
подгруппы H1 и T такие, что H ≤ H1 < · T, | T :
H1 |= p — простое число. Тогда T/CoreT (H1) — прими-
тивная группа с примитиватором H1/CoreT (H1) индек-
са p в T/CoreT (H1). По лемме 5.28 группа T/CoreT (H1)
сверхразрешима. Так как H — U-проектор T , то T =
HCoreT (H1) = H1, противоречие. Поэтому допущение
неверно и если H ≤ H1 < · T , то | T : H1 | — не про-
стое число.

Обратно, пусть выполняются оба требования из опре-
деления гащюцевой подгруппы. Если H < · T и T ∈ U,
то | T : H | — простое число по теореме 4.48, с. 148,
что противоречит второму требованию. Поэтому H —
U-максимальная подгруппа группы G. По лемме 5.20,
с. 172, существует нильпотентная нормальная неединич-
ная подгруппа N группы G такая, что HN — собственная
подгруппа. Рассмотрим фактор-группу G/N . Ясно, что
HN/N сверхразрешима. Если HN/N ≤ H1/N < · T/N ≤
G/N, то H ≤ H1 < · T ≤ G и | T : H1 | не простое
число. Таким образом, HN/N — гащюцева подгруппа
фактор-группы G/N . По индукции HN/N является U-
проектором фактор-группы G/N , а по лемме 5.18, с. 170,
подгруппа H — U-проектор группы G.

Следствие. В любой разрешимой группе гащюцевы
подгруппы существуют и сопряжены между собой.

В § 4.5 для произвольного множества π простых чи-
сел в каждой разрешимой группе установлено существо-
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вание и сопряженность π-холловых подгрупп. Эти утвер-
ждения являются частными случаями следствия теоре-
мы 5.21, с. 173.

Теорема 5.30. В любой разрешимой группе мно-
жество Sπ-проекторов совпадает со множеством π-
холловых подгрупп.

� Воспользуемся индукцией по порядку группы. По-
скольку класс Sπ всех разрешимых π-групп является на-
сыщенной формацией, то Sπ-проекторы существуют и
сопряжены в каждой разрешимой группе в силу след-
ствия теоремы 5.21, с. 173. Пусть H — Sπ-проектор раз-
решимой группы G и пусть N — минимальная нормаль-
ная подгруппа группы G. Тогда H — π-подгруппа группы
G. Так как HN/N — Sπ-проектор группы G/N , то по ин-
дукции HN/N — π-холлова подгруппа группы G/N . Ес-
ли HN 6= G, то по индукции H — π-холлова подгруппа
группы HN , поэтому из равенства | G : H |=| G : HN ||
HN : H | следует, что H — π-холлова подгруппа группы
G. Если HN = G, то H — максимальная подгруппа груп-
пы G и H ∩ N = E. Если N — p-группа для p ∈ π, то G
— π-группа и G = H ∈ Sπ. Если p /∈ π, то | G : H |=| N |
— π′-число и H — π-холлова подгруппа группы G. Итак,
каждый Sπ-проектор разрешимой группы G является π-
холловой подгруппой.

Обратно, пусть H — π-холлова подгруппа группы
G. Тогда из леммы 4.34, с. 138, следует, что H — Sπ-
проектор группы G.

Следствие. Для произвольного множества π про-
стых чисел в каждой разрешимой группе G π-холловы
подгруппы существуют и сопряжены между собой.

5.4. Классы Фиттинга

Класс X называется нормально наследственным или
классом, замкнутым относительно нормальных под-
групп, если выполняется следующее требование:

1) если G ∈ X и N ⊳G, то N ∈ X.
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Очевидно, что если класс X замкнут относительно
нормальных подгрупп, то X замкнут относительно суб-
нормальных подгрупп, т. е. если G ∈ X и N ⊳ ⊳ G, то
N ∈ X.

Класс X называется замкнутым относительно про-
изведений нормальных X-подгрупп, если выполняется
следующее требование:

2) если N1 и N2 ⊳ G, N1 и N2 ∈ X, то N1N2 ∈ X.
Классом Фиттинга называется класс X, замкнутый

относительно нормальных подгрупп и произведений нор-
мальных X-подгрупп. Класс Фиттинга называют так-
же радикальным классом. Радикальная формация — это
формация, являющаяся классом Фиттинга.

Классы S, N, Sπ, Nπ для любого множества простых чисел π
будут классами Фиттинга.

Для каждого натурального k класс Nk всех разрешимых групп
нильпотентной длины ≤ k будет согласно лемме 4.29, с. 130, клас-
сом Фиттинга.

Классы A и U не являются классами Фиттинга. Действительно,

для классов A и U условие 1 определения класса Фиттинга выполня-

ется, а 2 нарушается. Например, неабелева диэдральная подгруппа

D8 порядка 8 является произведением двух абелевых подгрупп A

и B порядка 4. Поэтому D8 = AB 6∈ A, но A и B ∈ A. Для клас-

са сверхразрешимых групп U соответствующий пример имеется в

конце главы 4.

Теорема 5.31. Если класс X замкнут относительно
произведений нормальных X-подгрупп, то каждая суб-
нормальная X-подгруппа группы G содержится в неко-
торой нормальной X-подгруппе.

� Пусть H — субнормальная X-подгруппа группы G.
Применим индукцию по индексу | G : H |. Заметим,
что H 6= NG(H) и NG(H) 6= G. Выберем подгруппу L в
группе G, обладающую следующим свойством: подгруп-
па L порождается всеми субнормальными подгруппами
X группы G такими, что H ≤ X ≤ NG(H).

Ясно, что H ≤ L ≤ NG(H). Так как по теореме 2.43,
с. 85, подгруппа, порожденная субнормальными подгруп-
пами, является субнормальной подгруппой, то L субнор-
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мальна и существует субнормальная подгруппаM в груп-
пе G такая, что L ⊳M и M 6= L. По выбору L подгруппа
M не содержится в NG(H). Поэтому существует элемент
x ∈ M \ NG(H). Ясно, что H 6= Hx, Hx ∈ X и Hx —
субнормальная подгруппа группы G. Поскольку H ⊳ L,
то Hx ⊳ Lx = L. Теперь HHx — подгруппа группы L и
HHx ∈ X по требованию 2. Кроме того, HHx 6= H, поэто-
му к подгруппе HHx применима индукция. По индукции
существует нормальная подгруппа N в группе G такая,
что N ∈ X и HHx ≤ N . Теперь H ≤ N .

Следствие 1. Пусть класс X замкнут относитель-
но произведений нормальных X-подгрупп. Если H1 и H2

— субнормальные X-подгруппы группы G, то 〈H1,H2〉 —
субнормальная X-подгруппа.

� Пусть M = 〈H1,H2〉. По теореме 5.31 существу-
ют в группе M нормальные X-подгруппы N1 и N2 такие,
что H1 ≤ N1, H2 ≤ N2. По требованию 2) произведе-
ние N1N2 ∈ X. Поэтому M = 〈H1,H2〉 ≤ N1N2 ≤ M и
M = N1N2 ∈ X.

В силу следствия 1 требование 2) стало эквивалент-
ным требованию

3) если N1 и N2 ⊳ ⊳ G, N1 и N2 ∈ X, то 〈N1, N2〉 ∈ X.
Следствие 2. Пусть класс X замкнут относитель-

но произведений нормальных X-подгрупп. Если H — суб-
нормальная X-подгруппа группы G, то HG ∈ X.

� Подгруппа HG порождается всеми сопряженными
с H подгруппами группы G, т.е. HG = 〈Hg | g ∈ G〉. По
следствию 1 получаем, что HG ∈ X.

Применяя следствие 2 к классам всех разрешимых и
нильпотентных групп, получаем

Следствие 3. Пусть H — субнормальная подгруппа
группы G. Тогда:

1) если H разрешима, то HG разрешима;
2) если H нильпотентна, то HG нильпотентна.
Пусть X — класс Фиттинга. Произведение всех нор-

мальных X-подгрупп группы G называется X-радикалом
группы G и обозначается через GX. Ясно, что X-радикал
GX является наибольшей нормальной подгруппой группы
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G, содержащейся в X.
Если G — группа, то N-радикал GN совпадает с подгруппой

Фиттинга F (G).

Лемма 5.32. Пусть X — класс Фиттинга, G — груп-
па и H⊳⊳ G. Тогда и только тогда H ∈ X, когда H ≤ GX.

� Пусть H ⊳ ⊳ G и H ∈ X. По следствию 1 теоре-
мы 5.31 получаем, что H ≤ HG ∈ X и HG ≤ GX.

Обратно, пусть H ⊳ ⊳ G и H ≤ GX. Так как GX ∈ X и
выполняется требование 1), то H ∈ X.

Лемма 5.33. Если X — класс Фиттинга и N ⊳ ⊳ G,
то NX = GX ∩N .

� Так как GX ∩N ⊳ ⊳ GX и GX ∈ X, то GX ∩N ∈ X.
Поскольку GX ∩N ⊳ N , то GX ∩N ⊆ NX.

Обратно, NX ⊳ N ⊳ ⊳ G, поэтому NX ⊳ ⊳ G и NX ⊆ GX

по лемме 5.32. Итак, GX ∩N = NX.
Лемма 5.34. Пусть группа G содержит нормальную

подгруппу N индекса p, где p — простое число. Если Z —
циклическая группа порядка p, то прямое произведение
G×Z содержит нормальную подгруппу K, изоморфную
G, и отличную от G.

� Так как (G×Z)/N ≃ Ep2 , где Ep2 — элементарная

абелева группа порядка p2, то в (G × Z)/N существует
(p2 − 1) элементов порядка p, которые распадаются на
(p2 − 1)/(p − 1) = (p + 1) подгрупп порядка p. Поэтому
существует в (G×Z)/N подгруппа K/N порядка p такая,
что K/N 6= G/N и Z 6⊆ K. Подгруппа K нормальна в
группе G × Z, K 6= G. Кроме того, G × Z = K × Z и
(G× Z)/Z ≃ G ≃ (K × Z)/Z ≃ K.

Теорема 5.35. Если класс Фиттинга X содержит
разрешимую группу G, то Nπ(G) ⊆ X.

� Пусть G ∈ X∩S и p ∈ π(G). У разрешимой группы
факторы композиционного ряда имеют простые порядки.
Поэтому существуют подгруппы N ⊳ H ⊳ ⊳ G такие, что
| H/N |= p. Пусть Z — циклическая группа порядка p. По
лемме 5.34 существует группа K, изоморфная H такая,
что K ⊳ H × Z, K 6= H. Теперь HK = H × Z ∈ X. Итак,
класс X содержит группу порядка p.
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Пусть P — произвольная p-группа. По индукции мож-
но считать, что все собственные подгруппы группы P со-
держатся в X. Если в группе P имеются две различные
подгруппы P1 и P2 индекса p, то P1 и P2 ∈ X по ин-
дукции, а так как для X выполняется требование 2), то
P = P1P2 ∈ X. Пусть в P только одна подгруппа индекса
p. В этом случае группа P циклическая. Пусть | P |= pn,
| P1 |= pn−1. Построим группу B = A1×. . .×Ap, Ai ≃ P1.
Пусть Ai = 〈ai〉. Рассмотрим отображение γ : B 7→ B
такое, что γ(ai) = ai+1, i = 1, . . . , p − 1, γ(ap) = a1.
Легко проверить, что γ ∈ AutB, | γ |= p. Поэто-
му существует группа M = 〈a1, . . . , ap, γ〉 = B × 〈γ〉.

Теперь | M |= p(n−1)p+1, значит все подгруппы в M
субнормальны. Так как B ∈ X и 〈γ〉 ∈ X, то M ∈
X. Вычислим порядок элемента a1γ. Так как (a1γ)

p =
a1γa1γ . . . a1γ = a1(γa1γ

−1)(γ2a1γ
−2) . . . (γp−1a1γ

1−p) =
a1a2 . . . ap и a1a2 . . . ap имеет порядок pn−1, то элемент a1γ
имеет порядок pn. Таким образом, P ∈ X. Итак, Np ⊆ X
для всех p ∈ π(G). Поэтому Nπ(G) ⊆ X.

Следствие 1. Если X — класс Фиттинга, то X ∩
N = Nχ(X).

� По теореме 5.35 имеем включение Np ⊆ X для
всех p ∈ χ(X). Поэтому Nχ(X) ⊆ X∩N. Обратно, если G ∈
X∩N, то Nπ(G) ⊆ X по теореме 5.35. Поэтому π(G) ⊆ χ(X)
и G ∈ Nχ(X). Итак, N ∩ X = Nχ(X).

Следствие 2. Если X — класс Фиттинга, то

χ(X) =
⋃

G∈X∩S

π(G).

� Пусть τ =
⋃

G∈X∩S π(G). Если p ∈ χ(X), то суще-
ствует группа Zp простого порядка, принадлежащая X.
Так как Zp ∈ X ∩S, то p ∈ τ. Обратно, если p ∈ τ, то су-
ществует разрешимая группа G ∈ X такая, что p ∈ π(G).
По теореме 5.35 получаем, что Nπ(G) ⊆ X и p ∈ χ(X).
Итак, χ(X) = τ. ⊠

Пусть X — класс Фиттинга и Y — класс групп. Ради-
кальным произведением X и Y называется класс X ⋄Y =
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{G ∈ E | G/GX ∈ Y}.
Теорема 5.36. Если X и Y — классы Фиттинга, то

X ⋄Y — класс Фиттинга и X ⊆ X ⋄Y.

� Пусть G ∈ X ⋄ Y и H ✁ G. Тогда HX = H ∩ GX

и H/HX ≃ HGX/GX ✁ G/GX. Так как G/GX ∈ Y и Y —
класс Фиттинга, то H/HX ∈ Y и H ∈ X ⋄Y.

Пусть Hi ∈ X ⋄ Y, Hi ✁ G, i = 1, 2, и G = H1H2.
Тогда HiGX/GX ≃ Hi/Hi∩GX = Hi/(Hi)X ∈ Y и G/GX =
H1H2/GX = (H1GX/GX)(H2GX/GX) ∈ Y. Поэтому G ∈
X ⋄Y и X ⋄Y — класс Фиттинга.

Если G ∈ X, то G = GX и G/GX = E ∈ Y, т.е. G ∈
X ⋄Y. Таким образом, X ⊆ X ⋄Y.

Теорема 5.37. Пусть X,Y и Z — классы Фиттинга.
Тогда

1) (G/GX)Y = GX⋄Y/GX;
2) (X ⋄Y) ⋄ Z = X ⋄ (Y ⋄ Z).
� 1. По теореме 5.36 произведение X ⋄ Y — класс

Фиттинга и X ⊆ X ⋄ Y. Поэтому GX ⊆ GX⋄Y, а так как
GX⋄Y ∈ X ⋄ Y, то GX⋄Y/GX ∈ Y. Отсюда следует, что
GX⋄Y/GX ⊆ (G/GX)Y.

Проверим обратное включение. Обозначим
(G/GX)Y = H/GX. Так как H ✁ G, то HX ⊆ GX,
поэтому HX = GX. Но H/GX ∈ Y, значит
H ∈ X ⋄ Y, т.е. H/GX ⊆ GX⋄Y/GX. Таким образом,
(G/GX)Y = (GX⋄Y)/GX.

2. Пусть G ∈ (X⋄Y)⋄Z. Это означает, что G/GX⋄Y ∈ Z.
Но G/GX⋄Y ≃ (G/GX)/(GX⋄Y/GX) = (G/GX)/(G/GX)Y.
Из того, что (G/GX)/(G/GX)Y ∈ Z следует, что G/GX ∈
Y ⋄ Z, G ∈ X ⋄ (Y ⋄ Z). Аналогично проверяется, что X ⋄
(Y ⋄ Z) ⊆ (X ⋄Y) ⋄ Z. ⊠

Пусть X и Y — произвольные классы групп. Через
ExtXY обозначим совокупность всех групп, в которых
имеется нормальная X-подгруппа и фактор-группа по
ней принадлежит Y, т.е.

ExtXY = {G ∈ E | ∃N ✁G, N ∈ X, G/N ∈ Y}.

Теорема 5.38. Если X — класс групп, замкнутый
относительно нормальных подгрупп, и Y — формация,

185



Проекторы и инъекторы

то X ◦Y = ExtXY.

� По определению корадикального произведения
имеем X ◦ Y = {G ∈ E | GY ∈ X}. Поэтому ясно, что
X ◦Y ⊆ ExtXY.

Обратно, пусть G ∈ ExtXY. Тогда существует нор-
мальная подгруппа N ∈ X, для которой G/N ∈ Y. По-
скольку Y — формация, то GY ⊆ N, а так как X за-
мкнут относительно нормальных подгрупп, то GY ∈ X и
G ∈ X ◦Y.

Теорема 5.39. Если X — класс Фиттинга и Y —
гомоморф, то X ⋄Y = ExtXY.

� По определению радикального произведения име-
ем X ⋄ Y = {G ∈ E | G/GX ∈ Y}. Поэтому ясно, что
X ⋄Y ⊆ ExtXY.

Обратно, пусть G ∈ ExtXY. Тогда существует нор-
мальная подгруппа N ∈ X такая, что G/N ∈ Y. Так
как X — класс Фиттинга, то N ⊆ GX. Теперь G/GX ≃
(G/N)/(GX/N), а поскольку Y — гомоморф и G/N ∈ Y,
то G/GX ∈ Y и G ∈ X ⋄Y.

Следствие 1. Если X — класс Фиттинга, а Y —
формация, то X ⋄Y = X ◦Y = ExtXY.

Следствие 2. Если X и Y — радикальные формации,
то X ⋄Y = X ◦Y = ExtXY.

5.5. Инъекторы

Пусть X — класс групп. Подгруппа H группы G на-
зывается X-инъектором, если для каждой субнормальной
подгруппы K группы G пересечение H ∩K является X-
максимальной подгруппой в K.

Лемма 5.40. Пусть X — класс групп. Если H — X-
инъектор группы G и K✁✁ G, то H ∩K — X-инъектор
подгруппы K.

� Пусть N ✁ ✁ K. Тогда N ✁ ✁ G и (H ∩K) ∩N =
H ∩ N X-максимальна в N . Это означает, что H ∩ K —
X-инъектор подгруппы K.

186



Инъекторы

Лемма 5.41. Пусть X — класс групп. Подгруппа H
является X-инъектором группы G тогда и только то-
гда, когда H X-максимальна в G и H ∩K — X-инъектор
подгруппы K для всех максимальных нормальных под-
групп K группы G.

� Пусть H — X-инъектор группы G. Тогда H X-
максимальна в G и по лемме 5.40 подгруппа H ∩ K —
X-инъектор подгруппы K.

Обратно, пусть H — X-максимальная подгруппа груп-
пы G и H ∩ K — X-инъектор подгруппы K для всех
максимальных нормальных подгрупп K группы G. Пусть
N ✁ ✁G и N ≤ L, L — максимальная нормальная под-
группа группы G. Так как H ∩L — X-инъектор подгруп-
пы L, то H ∩ L ∩N = H ∩N X-максимальна в N и H —
X-инъектор группы G.

Теорема 5.42. Пусть X — класс групп и Y — класс
Фиттинга. Если в каждой Y-группе существует X-
инъектор, то X ∩Y — класс Фиттинга.

� Пусть G ∈ X∩Y, N ✁✁ G. Тогда группа G явля-
ется своим X-инъектором. Из определения X-инъектора
получаем, что G ∩N = N — X-максимальная подгруппа
группы N для всех N ✁ ✁ G. Поэтому N ∈ X, а так как
Y — класс Фиттинга, то N ∈ X ∩Y и первое требование
определения класса Фиттинга для X ∩Y выполняется.

Пусть N1, N2 ✁ G, N1, N2 ∈ X ∩Y. Тогда N1N2 ∈ Y
поскольку Y — класс Фиттинга. По условию в группе
N1N2 существует X-инъектор, который обозначим через
H. По определению X-инъектора подгруппа Ni ∩ H X-
максимальна в Ni, поэтому Ni ∩ H = Ni и N1N2 = H ∈
X∩Y. Значит для X∩Y выполняется и второе требование
определения класса Фиттинга.

Следствие. 1. Пусть X — класс групп. Если в каж-
дой группе существует X-инъектор, то X — класс Фит-
тинга.

2. Разрешимый класс X, для которого каждая разре-
шимая группа обладает X-инъектором, является клас-
сом Фиттинга.

� 1. Утверждение следует из теоремы в случае, когда
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Y — класс всех групп.
2. Утверждение следует из теоремы в случае, когда

Y = S — класс всех разрешимых групп.
Лемма 5.43. Пусть X — класс Фиттинга и H —

X-максимальная подгруппа группы G. Если H ≤ L ≤
NG(H), то NG(L) ≤ NG(H). В частности, нормализа-
тор X-максимальной подгруппы самонормализуем.

� Если x ∈ NG(L), то Hx
✁ Lx = L и HHx ∈ X. Так

как H X-максимальна, то H = Hx и x ∈ NG(H).
Лемма 5.44. Пусть X — класс Фиттинга, G —

разрешимая группа, N — нормальная подгруппа груп-
пы G с абелевой фактор-группой G/N . Пусть W — X-
максимальная подгруппа из N и пусть V1 и V2 — X-
максимальные подгруппы группы G, содержащие W . То-
гда V1 и V2 сопряжены в G.

� Воспользуемся индукцией по порядку группы. Так
как N ∩ Vi ∈ X, то W = N ∩ Vi и Vi ≤ NG(W ) для каж-
дого i = 1, 2. Если NG(W ) 6= G, то по индукции под-
группы V1 и V2 сопряжены в NG(W ) и лемма справед-
лива. Поэтому следует считать, что подгруппа W нор-
мальна в G. Пусть Ci/W — картерова подгруппа из
Mi/W = NG/W (Vi/W ) = NG(Vi)/W. По условию леммы
фактор-группа G/N абелева. Значит G′ = [G,G] ≤ N и
[Vi,Mi] ≤ N ∩Vi =W. Отсюда заключаем, что подгруппа
Vi/W содержится в центре Mi/W . Но Ci/W самонорма-
лизуема в Mi/W , поэтому Vi ≤ Ci. По лемме 5.43 норма-
лизатор NG(Ci) ≤Mi, поэтому

NG(Ci)/W = NMi
(Ci)/W = NMi/W (Ci/W ) = Ci/W

и Ci/W — подгруппа Картера группы G/W . Следова-
тельно, Cx1 = C2 для некоторого элемента x ∈ G. Те-
перь V x

1 и V2 — нормальные X-подгруппы из C2, поэтому
V x
1 V2 ∈ X, V x

1 = V2.
Теорема 5.45. Если X — класс Фиттинга, то в

каждой разрешимой группе G существует X-инъектор
и любые два X-инъектора группы G сопряжены.

� Воспользуемся индукцией по порядку группы G.
Так как группу G можно считать неединичной, то её
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коммутант G′ по индукции имеет X-инъектор, который
обозначим через W . Через V обозначим X-максимальную
подгруппу группы G, содержащую W . Пусть M — мак-
симальная нормальная подгруппа группы G. Ясно, что
G′ ≤ M . По индукции подгруппа M содержит X-
инъектор U . По лемме 5.40 подгруппа U ∩ G′ — X-
инъектор подгруппы G′. По индукции U ∩ G′ = W x для
некоторого x ∈ G′. Пусть T — X-максимальная подгруп-
па группы G, содержащая U . Теперь U ≤ T ∩ M ∈ X,
поэтому U = T ∩ M . Подгруппы T и V x содержат X-
максимальную подгруппу W x коммутанта G′. По лем-
ме 5.44 они сопряжены, т.е. T y = V x для некоторого
y ∈ G. Теперь Uy = (T ∩ M)y = T y ∩ M = V x ∩ M.
Следовательно, V x ∩M — X-инъектор G по лемме 5.41.
Итак, существование X-инъектора в группе G доказано.

Пусть V1 и V2 — X-инъекторы группы G. Тогда V1∩G
′

и V2 ∩ G′ — X-инъекторы подгруппы G′. По индукции
V1 ∩ G′ = (V2 ∩ G′)g для некоторого g ∈ G′. Применяя
лемму 5.44 для подгрупп W = V1∩G

′ ≤ V1∩V
g
2 , получаем,

что V1 и V2 сопряжены в G.
Теорема 5.46. Пусть X — класс Фиттинга и G

— разрешимая группа. Подгруппа H тогда и только
тогда является X-инъектором группы G, когда H X-
максимальна в G и H ∩ G′ — X-инъектор коммутанта
G′.

� Если H — X-инъектор группы G, то H X-
максимальна в группе G и H ∩ G′ — X-инъектор под-
группы G′ по лемме 5.40.

Пусть H — X-максимальная подгруппа группы G и
H ∩G′ — X-инъектор в G′. Пусть K — X-инъектор груп-
пы G, он существует по теореме 5.45. По лемме 5.40 пе-
ресечение K ∩ G′ — X-инъектор подгруппы G′. По тео-
реме 5.45 подгруппы K ∩ G′ и H ∩ G′ сопряжены меж-
ду собой, т.е. существует элемент g ∈ G′ такой, что
H ∩ G′ = (K ∩ G′)g = Kg ∩ G′. Теперь подгруппы H
и Kg X-максимальны в G и содержат X-максимальную
подгруппу Kg ∩ G′. По лемме 5.44 подгруппы H и Kg

сопряжены, поэтому H — X-инъектор группы G.
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Следствие 1. Пусть X — класс Фиттинга и пусть
E = Gn ✁ Gn−1 ✁ . . . ✁ G1 ✁ G0 = G — ряд с абелевыми
факторами Gi/Gi+1. Подгруппа H тогда и только тогда
является X-инъектором группы G, когда H∩Gi являет-
ся X-максимальной подгруппой в Gi для всех i.

� Если H — X-инъектор группы G, то H ∩ Gi — X-
инъектор подгруппы Gi по лемме 5.40, поэтому H ∩ Gi
является X-максимальной подгруппой в Gi для всех i.

Обратно, пусть H ∩Gi является X-максимальной под-
группой в Gi для всех i. По индукции H ∩ G1 — X-
инъектор в G1. Так как G/G1 абелева, то G′ ≤ G1 и
подгруппа H — X-инъектор в G по теореме 5.46.

Следствие 2. Пусть X — класс Фиттинга и G —
разрешимая группа. Подгруппа H тогда и только тогда
является X-инъектором в G, когда для любой нормаль-
ной подгруппы N группы G пересечение H ∩N является
X-максимальной подгруппой в N .

� Пусть H — X-инъектор в G. Из определения инъ-
ектора следует, что пересечение H ∩N X-максимальна в
N для всех N ✁G.

Обратно, пусть для любой нормальной подгруппы N
группы G пересечение H ∩ N является X-максимальной
подгруппой в N . Тогда, в частности, H ∩ G(i) — X-
максимальная подгруппа в G(i) для всех i, где G(i) — i-й
коммутант. Теперь для разрешимой группы G и её произ-
водного ряда E = G(n)

✁G(n−1)
✁. . .✁G′

✁G выполняются
условия следствия 1, поэтому H — X-инъектор в G.

Следствие 3. Пусть X — класс Фиттинга и G —
разрешимая группа. Если H — X-инъектор группы G и
H ≤ K ≤ G, то H — X-инъектор в K.

� Пусть E = Gn ✁Gn−1 ✁ . . .✁G1 ✁G0 = G — ряд с
абелевыми факторами Gi/Gi+1 и Ki = K ∩Gi. Тогда ряд
E = Kn✁Kn−1✁. . .✁K1✁K0 = K имеет абелевы факторы
Ki/Ki+1. Кроме того, H ∩Gi ≤ K ∩Gi ≤ Gi и H ∩Gi X-
максимальна вGi. Поэтому H∩Gi = H∩(K∩Gi) = H∩Ki

X-максимальна в K ∩ Gi = Ki. Применяя следствие 1
получаем, что H — X-инъектор в K.

Теорема 5.47. Пусть X — класс Фиттинга и G
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— нильпотентная группа. Подгруппа H группы G X-
максимальна тогда и только тогда, когда H — χ(X)-
холлова подгруппа.

� Пусть H — X-максимальная подгруппа группы G.
Так как H ∈ X∩N = Nχ(X), то H будет χ(X)-подгруппой.
Если K — χ(X)-холлова подгруппа, то H ≤ K ∈ Nχ(X) =
X ∩N и K — X-подгруппа. Поэтому H = K.

Обратно, если H — χ(X)-холлова подгруппа группы
G, то H ∈ Nχ(X) = X ∩ N. Если K X-максимальна в G
и K ≥ H, то K ∈ X ∩N = Nχ(X) и K — χ(X)-подгруппа.
Поэтому H = K.

Следствие. Пусть X — класс Фиттинга и G —
нильпотентная группа. Подгруппа H группы G явля-
ется X-инъектором тогда и только тогда, когда H —
χ(X)-холлова подгруппа.

Теорема 5.48. Пусть X — класс Фиттинга и G —
группа с нильпотентным коммутантом G′. Подгруппа
H тогда и только тогда является X-инъектором груп-
пы G, когда H X-максимальна в G и содержит χ(X)-
холлову подгруппу из G′.

� Пусть H — X-инъектор группы G. Тогда H X-
максимальна в группе G и H∩G′ — X-инъектор подгруп-
пы G′. Так как подгруппа G′ по условию нильпотентна,
то H ∩ G′ = G′

χ(X) — χ(X)-холлова подгруппа в G′ по

следствию теоремы 5.47.
Обратно, пусть H X-максимальная подгруппа груп-

пы G и H содержит χ(X)-холлову подгруппу группы G′.
Пусть K X-инъектор группы G, он существует по тео-
реме 5.45. Тогда по лемме 5.40 пересечение K ∩ G′ —
X-инъектор подгруппы G′. По следствию теоремы 5.47
пересечение K ∩G′ = G′

χ(X) является χ(X)-холловой под-

группой. Теперь K и H сопряжены по лемме 5.44. Значит
H — X-инъектор в G.

Следствие. Пусть X — класс Фиттинга и G —
сверхразрешимая группа. Подгруппа H тогда и только
тогда является X-инъектором группы G, когда H X-
максимальна в группе G и содержит χ(X)-холлову под-
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группу коммутанта.
В группе S3 × Z2 подгруппа H = Z3 × Z2 является N-

инъектором, где Z3 — силовская 3-подгруппа из S3. Но H не яв-

ляется холловой подгруппой.

Пусть X — класс групп. Подгруппа H группы G на-
зывается X-биектором, если H ∩N X-максимальна в N
для каждой субнормальной подгруппы N , а HK/K X-
максимальна в G/K для каждой нормальной подгруп-
пы K. Ясно, что X-биектор одновременно является X-
проектором и X-инъектором группы G. Примерами X-
биекторов служат силовские p-подгруппы групп для
класса X = Np всех p-групп.

В группе S4 силовская 2-подгруппа является N-биектором.

Для класса Шунка F каждая разрешимая груп-
па G обладает единственным классом сопряженных F-
проекторов. Если F — радикальный класс, т.е. класс Фит-
тинга, то каждая разрешимая группа содержит един-
ственный класс сопряженных F-инъекторов. Но наиболее
употребительные классы групп являются одновременно
и классами Шунка и радикальными классами. Поэто-
му вполне естественно возникает вопрос о существова-
нии F-биекторов в разрешимых группах для радикально-
го класса Шунка F.

Теорема 5.49. Пусть F — радикальный класс Шун-
ка. Тогда в каждой нильпотентной группе G существу-
ет F-биектор H и подгруппа H является χ(F)-холловой
подгруппой.

� Утверждение вытекает из следствия теоремы 5.23,
с. 175, и следствия теоремы 5.47.

Следствие. Пусть F — радикальная насыщенная
формация. Тогда в каждой нильпотентной группе G су-
ществует F-биектор H и подгруппа H является χ(F)-
холловой подгруппой.

Обозначим через ProjF(G) совокупность всех F-
проекторов группы G, а через InjF(G) совокупность всех
F-инъекторов.

Напомним, что метанильпотентной группой называ-
ют группу G, в которой имеется нильпотентная нормаль-
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ная подгруппа N такая, что фактор-группа G/N нильпо-
тентна.

Теорема 5.50. Пусть F — радикальный класс Шун-
ка. Если в метанильпотентной группе G существует
F-биектор H, то H является χ(F)-холловой подгруппой
группы G.

� Пусть H ∈ InjF(G) ∩ ProjF(G). Так как в разре-
шимой группе все F-проекторы и все F-инъекторы сопря-
жены между собой, то InjF(G) = ProjF(G).

Пусть K = F (G) — подгруппа Фиттинга. Так как
K ∩H — F-инъектор в K, то по следствию теоремы 5.47
подгруппа K ∩ H является χ(F)-холловой подгруппой в
K. Так как G/K нильпотентна и HK/K является F-
проектором в G/K, то HK/K будет χ(F)-холловой под-
группой в G/K по следствию теоремы 5.23, с. 175. По-
скольку HK/K ≃ H/(H ∩ K), то H — χ(F)-подгруппа.
Кроме того, | G : H |=| K : (H ∩K) || (G/K) : (HK/K) |
и | G : H | есть χ(F)′-число. Значит, H — χ(F)-холлова
подгруппа.

Следствие. Пусть F — радикальная насыщенная
формация. Если в метанильпотентной группе G cуще-
ствует F-биекторH, то H является χ(F)-холловой под-
группой.

Группа S4 × Z3 не является метанильпотентной, но N-

проекторы и N-инъекторы совпадают между собой и являются

нехолловыми подгруппами порядка 24.

Теорема 5.51. Пусть F — радикальный класс Шун-
ка и M — нормально наследственный гомоморф, состоя-
щий из разрешимых групп. Если в каждой группе G ∈ M
существует F-биектор, то Mχ(F) ⊆ F.

� Предположим, что Mχ(F) не содержится в F, и
пусть G — группа наименьшего порядка из разности
Mχ(F) \F. Если G имеет простой порядок p, то p ∈ χ(F) и
G ∈ Np ⊆ F, противоречие. Значит, G — группа непросто-
го порядка и можно выбрать нетривиальную нормальную
в G подгруппу N . Так как N ∈ M и N — χ(F)-подгруппа
в G, то N ∈ Mχ(F) и N ∈ F.

Пусть H — F-биектор в G. Тогда H — F-инъектор в
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G и N ≤ H. Поскольку H является F-проектором в G,
то H/N F-максимальна в G/N . Так как M — гомоморф,
то G/N ∈ Mχ(F), а по выбору группы G получаем, что
G/N ∈ F, т.е. H = G и G ∈ F, противоречие. Значит,
допущение неверно и Mχ(F) ⊆ F.

Следствие 1. Если F — радикальный класс Шунка,
для которого в каждой разрешимой группе существует
F-биектор, то F = Sχ(F).

Следствие 2. Если F — радикальная насыщенная
формация, для которой в каждой разрешимой группе су-
ществует F-биектор, то F = Sχ(F).

Для натурального числа k через Nk обозначим класс
всех разрешимых групп нильпотентной длины ≤ k. При
k = 1 имеем класс всех нильпотентных групп, а при k = 2
— класс всех метанильпотентных групп.

Лемма 5.52. Для любого натурального числа k класс
Nk является радикальной насыщенной наследственной
формацией.

� Применим индукцию по k. При k = 1 имеем класс
N всех нильпотентных групп, он является насыщенной
наследственной формацией и классом Фиттинга. Пусть
утверждение справедливо для k = t. По следствию 2 тео-
ремы 5.39, с. 186,

Nt ⋄N = Nt ◦N = ExtNtN.

Но класс ExtNtN состоит из всех разрешимых групп
нильпотентной длины ≤ t + 1, т.е. ExtNtN = Nt+1, по-
этому

Nt ⋄N = Nt ◦N = Nt+1.

По следствию теоремы 5.22, с. 174, класс Nt+1 — насы-
щенная формация, а по теореме 5.36, с. 185, класс Nt+1

радикальный. В силу леммы 4.29, с. 130, Nt+1 — наслед-
ственный класс. Следовательно, класс Nt+1 является ра-
дикальной насыщенной наследственной формацией.

Лемма 5.53. Пусть G — разрешимая группа и 1 ≤
k ≤ n(G). Если A— Nk-проектор группы G, то n(A) = k.

� Поскольку Nk — насыщенная формация, то Nk-
проектор в группе G существует по следствию теоре-
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мы 5.21, с. 173. Поскольку A ∈ Nk, то n(A) ≤ k. Если
k = n(G), то A = G и утверждение доказано. Пусть k <
n(G) и l = n(G)−k. По лемме 4.27, с. 129, G/Fl(G) = k, а
поскольку AFl(G)/Fl(G) — Nk-проектор группы G/Fl(G),
то AFl(G) = G. Теперь G/Fl(G) ≃ A/A ∩ Fl(G), поэтому
n(A/A ∩ Fl(G)) = k и n(A) = k.

Теорема 5.54. Если в разрешимой группе G суще-
ствует Nk-биектор и k ≥ 2, то G ∈ Nk.

� Применим индукцию по порядку группы. Пусть B
— Nk-биектор группы G. Нам надо доказать, что B = G.
Предположим, что B 6= G и пусть B ≤ M ≤ · G. Тогда
B является Nk-биектором подгруппы M по лемме 5.18,
с. 170, и следствию 3 теоремы 5.46. По индукции B =M ,
следовательно, B — максимальная подгруппа группы G.

Так как B — Nk-инъектор группы G, то Nk-радикал
GNk ⊆ B и n(B) = k. По теореме 4.30, с. 131,

n(G)− k = i, i ∈ {1, 2}. (5.3)

Поскольку B/GNk — Nk-проектор группы G/GNk , то
n(G/GNk ) > k и n(B/GNk) = k по лемме 5.53. По тео-
реме 4.30, с. 131,

n(G/GNk )− k = j ∈ {1, 2}. (5.4)

По лемме 4.27, с. 129, n(G) = k + n(G/GNk ), а из ра-
венств (5.3) и (5.4) получаем, что k = i − j ∈ {0,−1, 1},
противоречие.

Заметим, что в условии теоремы 5.54 требование k ≥ 2
не является лишним. Для k = 1 в симметрической группе
S4 силовская 2-подгруппа является N-биектором и S4 6∈
N.
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5. Проекторы и инъекторы 157

1 Формации и классы Шунка 157

2 Проекторы 164

3 Картеровы и гащюцевы подгруппы разреши-
мых групп 177

4 Классы Фиттинга 180

5 Инъекторы 186

Использованная литература 196

Рекомендуемая литература 196

Предметный указатель 198

202


