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Введение 

 

Практическое пособие является первой частью комплекса  

практических пособий по курсу «Математический анализ» для 

студентов физического факультета. Оно адресовано как студен-

там, так и преподавателям. Книга написана в соответствии с 

действующей программой по данному курсу и содержит наборы 

индивидуальных домашних заданий. 

Пособие включает материал по темам «Числовые множе-

ства», «Предел последовательности», «Предел и непрерывность 

функции», которые условно можно назвать «Введение в анализ». 

Структура пособия основана на рабочей программе по дан-

ному курсу, поэтому каждая тема разбита на части, соответ-

ствующие одному практическому занятию. Материал каждого 

занятия разбит на следующие пункты:  

– основные теоретические сведения и формулы;  

– вопросы для самоконтроля; 

– типовые примеры;  

– задания для аудиторной и домашней работ;   

– варианты индивидуальных домашних заданий;  

– список используемой литературы. 

При подборе задач авторами использованы «Сборник задач и 

упражнений по математическому анализу» Б. П. Демидовича 

(1990), «Математический анализ в вопросах и задачах» В. Ф. Бу-

тузова (1984), «Сборник индивидуальных заданий» А. П. Ря-

бушко (1991) и другие. Поэтому многие задачи пособия не пре-

тендуют на оригинальность, хотя среди них есть целый ряд но-

вых. 

Авторы надеются, что данное пособие будет полезным для 

преподавателей при проведении практических занятий и студен-

там в их самостоятельной работе над предметом. Они с благо-

дарностью воспримут все критические замечания и пожелания, 

направленные на улучшение его содержания. 
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Тема 1 Числовые множества 

 

Практическое занятие 1 Числовые множества 

 

1.1 Язык теории множеств 

1.2 Понятие функции 

 

1.1 Язык теории множеств 

Понятие множества считается первоначальным, неопределя-

емым. Под множеством понимается совокупность определен-

ных и отличных друг от друга объектов, объединенных общим 

характерным признаком в единое целое. Объекты, из которых 

состоит множество, называются элементами множества. 

Способы задания множеств: 

– перечислением его элементов – если множество A  состоит 

из элементов a , b , c , d , то пишут  dcbaA ,,, ; 

– указанием характеристики свойств элементов – если мно-

жество A  задается указанием характерного свойства  xP  его 

элементов, то пишут   xPxA  . 

– диаграммы Эйлера-Венна – множество изображается в виде 

кругов, треугольников или геометрических фигур произвольной 

формы, внутри которых располагаются элементы множества. 

Множество, не содержащее ни одного элемента, называется 

пустым и обозначается символом Ø.  

Множества A  и B  называются равными, если каждый эле-

мент множества A  является элементом множества B  и, наобо-

рот, каждый элемент множества B  является элементом множе-

ства A . Равенство множеств A  и B  обозначают BA  . Равные 

множества состоят из одних и тех же элементов. Если множе-

ство A  не равно множеству B , то пишут ВА  . 

Множество A , A , называется подмножеством множе-

ства B , B , если каждый элемент множества A  является 

элементом множества B . Если A  – подмножество множества 

B , то пишут ВА . 

Понятие подмножества определяет между двумя множества-

ми отношение включения. Если ВА  и ВА  ,то A  называется 
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собственным подмножеством множества B  и обозначается 

ВА .  

Будем рассматривать всевозможные подмножества одного и 

того же множества, которое называется основным или универ-

сальным. Обозначается универсальное множество буквой U . 

Объединением множеств A  и B  называется множество 

ВА , содержащее те и только те элементы, которые принад-

лежат хотя бы одному из множеств A  или B  (или обоим одно-

временно): 

 ВxAxВxAxxВА   и  или   или  . 

Пересечением множеств A  и B  называется множество 

BA , состоящее из всех тех и только тех элементов, каждый из 

которых принадлежит обоим множествам одновременно: 

 BxAxxВА   и . 

Разностью двух множеств B  и A  называется множество 

AB \ , состоящее из всех тех и только тех элементов, которые 

принадлежат B , но не принадлежат A : 

 AxBxxAB   и \ . 

Разность AU \  называется дополнением множества A  до 

универсального множества U  и обозначается А :  

 AxxAUА  \ . 

Пара элементов  yx; , Ax , By , называется упорядочен-

ной, если указан порядок записи элементов x  и y . Элементы x  

и y  упорядоченной пары  yx;  называются координатами, при 

этом x  – первая координата, y  – вторая. 

При этом );();( 2211 yxyx   тогда и только тогда, когда  

21 xx   и 
21 yy  . 

Основные числовые множества: 

– множество натуральных чисел, т.е. чисел, которые исполь-

зуются при счете:  ,...3,2,1N ; 

– объединение натуральных чисел, чисел, им противополож-

ных и нуля составляет множество целых чисел Z :  

  0,1,2,3,,-3,-2,-1,Z ; 
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– множество чисел вида p n , где Zp ; Nn , называется 

множеством рациональных чисел Q :  









 NZQ np
n

p
q , ; 

– числа, которые представимы в виде бесконечной неперио-

дической десятичной дроби называются иррациональными; 

– объединение рациональных и иррациональных чисел со-

ставляет множество действительных чисел R . 

Очевидно, RQZN  . 

Множество действительных чисел R , пополненное символа-

ми   и  , обозначается R  и называется расширенным мно-

жеством действительных чисел, бесконечности   и   назы-

ваются бесконечно удаленными точками числовой прямой, 

остальные точки – конечными точками числовой прямой. 

Основными промежутками во множестве R  являются: 

– интервал с концами a  и b : 

   bxaxba  R; ; 

– отрезок с концами a  и b : 

   bxaxba  R; ; 

– полуинтервалы: 

   bxaxba  R; ,    bxaxba  R; ; 

– бесконечные интервалы и полуинтервалы: 

   ахxa  R; ,    ахxa  R; , 

   bхxb  R; ,    bхxb  R; , 

    xx R; . 

Декартовым произведением двух множеств A  и B  называет-

ся множество, обозначаемое BA , состоящее из всевозможных 

упорядоченных пар  yx; :  

  ByAxyxВА  ,; . 

Если BA  , то AA  называется декартовым квадратом и 

обозначается 
2

A , т.е. AAA 
2

. 

Пусть X , Y  – произвольные множества. 
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1.2 Понятие функции 

Соответствие, при котором каждому элементу Xx  ставится 

в соответствие единственный элемент Yy , называется функ-

цией (отображением), заданной на множестве X  со значениями 

во множестве Y , при этом элемент x  называется независимой 

переменной (аргументом), элемент y  – зависимой переменной.  

 

Обозначается: 

 xfy  , Xx , yxf :  при Xx  и Yy ; YXf : . 

Множество X  называется областью определения функции 

f  и обозначается  fD . Множество тех Yy , каждый из ко-

торых поставлен в соответствие хотя бы одному Xx , называ-

ется множеством значений функции f  и обозначается  fE . 

Очевидно, что   YfE  . 

Определение функции с помощью логических символов за-

писывается в виде: 

 xfyYyXxyxf  :!:  . 

Элемент Yy , в который отображен Xx , называется об-

разом элемента x  при отображении f  и обозначается  xf . 

Элемент x  называется прообразом элемента  xf . Поэтому 

отображение удобно записывать в виде  xfy  , Xx . 

Множество образов всех элементов Xx  при отображении 

f  называется образом множества X  при этом отображении: 

     YXxxfXf  . 

Полным прообразом множества YB  при отображении f  

называется множество  Bf
1 , состоящее из всех прообразов 

всех элементов множества B : 

     XBxfXxBf 
1 . 

Функция 1
f  называется обратной к функции f , если эле-

менту Yy  ставится в соответствие тот элемент Xx , образом 

которого при отображении f  является y . 
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Определение обратной функции с помощью логических сим-

волов записывается в виде: 

yxf :
1     yfxXxYy

1
:


 . 

Если yxf :  и zyg :  функции, то функция 

zxfg  : , ставящая в соответствие каждому элементу Xx  

элемент z Z ,   xfgfg  , называется сложной функцией 

или композицией функций f  и g . 

Два множества A  и B  называются эквивалентными (равно-

мощными), если существует хотя бы одно взаимно однозначное 

отображение одного множества на другое. Обозначается: A ~ B . 

Всякое множество, эквивалентное множеству натуральных 

чисел, называется счетным. Если множество счетное, то его 

элементы можно занумеровать. Множества, состоящие из ко-

нечного числа элементов, называются конечными. Множество, 

не являющееся конечным, называется бесконечным. Если A  – 

конечное множество, то число его элементов обозначается A  

или Adim  и называется мощностью множества A . 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 Что вы понимаете под термином «множество»? Какие су-

ществуют способы задания множества? Приведите примеры. 

2 Какие множества называются равными? Приведите при-

меры.  

3 Что называется подмножеством множества. Какое под-

множество называется собственным подмножеством множества. 

4 Запишите с помощью кванторов определение операций 

объединения, пересечения, разности и дополнения. 

5 Что называется декартовым произведением множеств? 

6 Что называется функцией? Дайте определение области 

определения, области значения функции. 

7 Какие множества называются эквивалентными?  

8 Какое множество называется счетным? Приведите приме-

ры. 

9 Какие числовые множества вы знаете? 
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Решение типовых примеров 

 

1 Найдите пересечение, объединение, разность множеств 









 NnA
n

5

1
 и 









 NnB
n

,
25

1
. 

Р е ш е н и е . Поскольку  









 ;...
625

1
;

125

1
;

25

1
;

5

1
A  и 









 ;...
15625

1
;

625

1
;

25

1
B , 

то 

BBA 








 ;...
625

1
;

25

1
, ABA 









 ;...
625

1
;

125

1
;

25

1
;

5

1
, 





















NkBA
k 12

5

1
;...

125

1
;

5

1
\ , AB \ Ø. 

 

2 Доказать, что 2  – иррациональное число. 

Р е ш е н и е . Доказываем методом от противного. Допустим, 

что существует такое рациональное число 
n

m
 (несократимая 

дробь), квадрат которого равен 2. Тогда 2

2










n

m
 или 22

2nm  . 

Следовательно, число 
2

m  есть четное число. Отсюда и m  есть 

четное число. Если m  – четное, то оно представимо в виде 

km 2 . Тогда имеем 22
2kn  . Следовательно, 

2
n  есть четное 

число, тогда и n  – четное. Таким образом, числа m  и n  являют-

ся четными. Поэтому дробь 
n

m
 сократима, что противоречит 

предположению. Допущение не верно, т.е. не существует рацио-

нального числа, квадрат которого равен 2, а, значит, 2  – ирра-

циональное число, 41421356,12  . 

3 Доказать, что    05,094,0  . 

Р е ш е н и е . Пусть  94,0x .  

Тогда     45949,4910100  xx . 
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Откуда  05,05,0
2

1

90

45
x  

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 Какие элементы множества  

}30;
9

2
19;12;6;

7

5
;0;

9

1
;8;4,32;40{ A  

являются натуральными числами, целыми числами, дробными, 

рациональными числами, отрицательными числами, неотрица-

тельными числами? 

2 Составьте подмножества множества  

}24;12;10;9;5;2;
5

1
;0;9;22;

3

1
23;24{ B , 

элементами которых являются N , Z , нечетные, четные числа, 

отрицательные числа, числа кратные 4.  

3 Какие из следующих утверждений N  Z , Z  N , Z  Q , 

Q  Z  справедливы? 

4 Укажите пустые множества среди: 

а) множество целых корней уравнения 016
2

x ; 

б) множество целых корней уравнения 016
2

x ; 

в) множество натуральных чисел, меньших 1. 

5 Найдите пересечение, объединение, разность множеств из 

упражнения 1 и 2. 

6 Найдите пересечение, объединение, разность множеств  

1

3
n

A n
 

  
 

N  и 
1

10
n

B n
 

  
 

N . 

7 Доказать, что 3  – иррациональное число. 

8 Докажите, что любую периодическую десятичную дробь, не 

имеющую цифры 9 в периоде, можно получить как результат 

деления двух натуральных чисел. 

9 Доказать, что    07,096,0  . 
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Задания для домашней работы 

 

1 Найдите пересечение, объединение, разность множеств  

 ;...3;2;1;0;1;2 A  и  ;...27;9;3B . 

2 Верны ли равенства:     42,0042,0941,0  ? 

3 Какие из чисел 
9

5
 ,  3,1 , 

12

27
, 

7

6
 ,  4,0 , 9 , 3,2 ,  2,0  

являются рациональными? Каждое число представьте в виде со-

отношения 
n

m
, m Z , nN . 

4 Найдите пересечение, объединение, разность множеств  

 N nA
n

2  и   N nB
n

21 . 

5 Докажите, что любую периодическую десятичную дробь, 

имеющую в периоде цифру 9, нельзя получать как результат де-

ления двух натуральных чисел. 

6 Доказать, что 6  – иррациональное число. 
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Практическое занятие 2 Грани числовых множеств 

 

2.1 Точные грани числовых множеств 

2.2 Метод математической индукции 

 

2.1 Точные грани числовых множеств 

Рассмотрим произвольное числовое множество A R . 

Множество действительных чисел A  называется ограничен-

ным сверху, если существует такое действительное число M , 

что каждое число Ax  удовлетворяет неравенству Mx  , т.е.  

M R : Ax  Mx  . 

При этом число M  называется верхней гранью множества A . 

Множество A  неограничено сверху, если  

M R : Ax  0  Mx 0
. 

Элемент 
1c A  называется наибольшим элементом множе-

ства A , если Ax  
1cx  . 

Наименьшая из всех верхних граней ограниченного сверху 

множества A R  называется точной верхней гранью. 

Обозначается: 

AM sup    MxAx  :  и AxMxMM  00 , . 

Множество действительных чисел A  называется ограничен-

ным снизу, если существует такое действительное число m , что 

каждое число Ax  удовлетворяет неравенству mx  , т.е. 

m R : Ax  mx  . 

При этом число m  называется нижней гранью множества A . 

Множество A  неограничено снизу, если 

m R : Ax  0  mx 0 . 

Элемент 2c A  называется наименьшим элементом множе-

ства A , если Ax  2cx  . 

Наибольшая из всех нижних граней ограниченного снизу 

множества A R  называется точной нижней гранью.  

Обозначается:  

Am inf    mxAx  :  и Axmxmm  00 , . 
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Множество, ограниченное сверху и снизу, называется огра-

ниченным: 0K : Ax    Kx  . 

Ограниченное сверху (снизу) непустое множество имеет точ-

ную верхнюю (нижнюю) грань. 

 

2.2 Метод математической индукции 

Метод математической индукции используется при доказа-

тельстве утверждений, зависящих от натурального аргумента. 

Для доказательства необходимо: 

1) проверить верность утверждения при 1n  (либо для пер-

вого натурального числа, для которого доказывается утвержде-

ние); 

2) в предположении, что утверждение верно для kn  , дока-

зать его справедливость для следующего натурального числа 

1 kn . 

При решении задач часто используется бином Ньютона. 

Пусть задано конечное множество элементов. Группы эле-

ментов, состоящие их одних и тех элементов и отличающиеся 

друг от друга только их порядком, называются перестановками. 

Число возможных перестановок из n  элементов равно  

!nPn  , nn  ...321! , 1!0  . 

Каждое множество, содержащее k  элементов из числа n  за-

данных, называется сочетанием n  элементов по k . Число все-

возможных сочетаний из n  элементов по k  определяется по 

формуле  

 !!

!

knk

n
C

k

n


 . 

Число k

nC  можно последовательно находить с помощью тре-

угольника Паскаля, который представляет собой треугольную 

таблицу. 

 
Первые и последние числа во всех строчках таблицы равны 1 . 

Начиная с третьей строчки, каждое число в строчке, отличное от 
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первого и последнего, получается сложением двух ближайших к 

нему чисел предшествующей строчки. В каждой n  строчке сто-

ят последовательно числа 0

nC , 1

nC , 2

nC , ... , n

nC . 

Число сочетаний используется при вычислении коэффициен-

тов в формуле бинома Ньютона: 

  nnn

n

n

n

n

n

nn
bbaCbaCbaCaba 

 111222111
... . 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 В чем заключается метод математической индукции? 

2 Какие множества называются ограниченными. Приведите 

примеры ограниченных и неограниченных множеств. 

3 Дайте определение точной верхней грани, нижней грани 

множества. Приведите примеры множеств, ограниченных свер-

ху, снизу. 

4 Приведите примеры числовых множеств X , у которых: а) 

XX sup ; б) XX sup ; в) XX inf ; г) XX inf . Имеет ли 

множество X  в случаях а) и б) наибольше, а в случаях в) и г) 

наименьшее число? 

5 Что означает запись Xsup  и Xinf ? 

 

Решение типовых примеров 

 

1 Методом математической индукции докажите, что для лю-

бого nN  1
2




n
n . 

Р е ш е н и е . При 1n  неравенство верно т.к. 11 . Предпо-

ложим, что неравенство верно для 
1

: 2
k

k k


 N . Докажем, что 

неравенство верно для  1k :  

12222
1




kk
kk . 

Последнее неравенство следует из очевидного неравенства: 

  01
2
k . 

Тем самым доказано, что неравенство верно n N . 

2 Методом математической индукции докажите, что для лю-

бого nN  справедливо равенство 
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 
2

1
321




nn
n . 

Р е ш е н и е . При 1n  равенство очевидно.  

Предположим, что оно верно для натурального числа k :  

2

)1(
321




kk
k . 

Проверим верность утверждения для следующего натураль-

ного числа )1( k : 

 
 

    










 1

2
11

2

1
1321

k
kk

kk
kk  

 
  

2

21

2

2
1










 


kkk
k  

Следовательно, утверждение верно для любого nN . 

3 Найти точную верхнюю грань интервала  1,0 . 

Р е ш е н и е . Так как для любого  1;0x  1x , то число 1 

является верхней гранью. Покажем, что это точная верхняя 

грань, т.е. для любого 1x   1,0a : xa  . 

Действительно, если 0x , то   xaa  :1;0 . Если 0x , то 

на интеграле  1;x  существует действительное число a : 

1 ax , т.е. xa  .  

Таким образом, для числа 1 выполнены оба условия опреде-

ления точной грани   11;0sup       1;01;0sup  . 

4 Найти точные грани множества всех правильных рацио-

нальных дробей 
n

m
 и показать, что это множество не имеет 

наименьшего и наибольшего элементов. 

Р е ш е н и е . Шаг 1. Пусть , ,
m

X m n m n
n

 
   
 

N . Так как 

0
n

m
, N nm, , то 0 – нижняя грань множества X . Более то-

го, 0x , так как, если 1x , то 
2

1
a  удовлетворяет условию 

xa  . Если 10  x , то число x  можно записать в виде беско-
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нечной десятичной дроби:  kxxxx 21,,0 , причем 

0:  nn xx . 

Рациональное число  1,,,,0 121   nn xxxxa   удовлетворяет 

условию 10  xa , т.е. является правильной рациональной 

дробью и x0 . Следовательно, для числа 0  выполнено опреде-

ление точной, нижней грани: 0inf X . При этом XX inf , так 

как X
n


0
, 0 – не натуральное число и поэтому множество не 

имеет наименьшего элемента. 

Шаг 2. Так как X  содержит только правильные дроби, то 

1
n

m
, то число 1 – верхняя грань множества X . Более того, 

1x   X
n

m
 : x

n

m
 . Действительно,   рациональное число 

n

m
x 1 : 11  xx . Значит, Xx 1

 и для числа 1 выполнены оба 

условия определения точной верхней грани. Следовательно, 

1sup X . Но XX sup , т.к. 1
n

m
 при nm , что противоречит 

определению правильной дроби. Поэтому множество X  не име-

ет наибольшего элемента. 

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 Методом математической индукции докажите, что для лю-

бого nN  справедливо равенство 

  
6

121
321

2222 


nnn
n . 

2 Доказать, что для любого nN  и для любого 1x  спра-

ведливо неравенство Бернулли: 

  nxx
n

 11 . 

3 Доказать, что для любых положительных чисел 
nyyy ,, 21

, 

удовлетворяющих условию 121  nyyy  , имеет место нера-

венство: nyyy n  21 . 
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4 Доказать неравенство для Nn , 2n  

2

1

2

1
...

2

1

1

1





 nnn
. 

5 Докажите, что множество всех чисел вида 
n

m
, где ,n mN  

и n – четное, не имеет наименьшего элемента. Найдите точную 

нижнюю грань множества. 

6 Пусть A – множество чисел, противоположных по знаку 

чисел из множества B . Докажите, что  

BA infsup  , BA supinf  . 

 

Задания для домашней работы 

 

1 Используя метод математической индукции, докажите ра-

венство nN  

 
4

1
321

22
3333 


nn
n . 

2 Докажите, что при любом натуральном n  число nn 5
3
  

кратно 3. 

3. Используя метод математической индукции, докажите не-

равенства nN : 

а) n
n


1

2

1
1  ,  2n ,     б) 

1
2

1

!

1



nn

,  2n . 

4 Используя метод математической индукции, докажите не-

равенство 

n
n

n xxx
n

xxx






21

21 , при 0kx , nx ,1 . 

5 Найти точную нижнюю грань интервала  1;0 . 

6 Пусть ,X Y  R  и XY  , X – ограничено сверху. Дока-

зать, что Y  также ограничено сверху и XY supsup  . 

7 Докажите, что множество всех чисел вида 
n

m
, где ,n mN  

и m  – четное, не имеет наименьшего элемента. Найдите точную 

нижнюю грань множества. 
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Практическое занятие 3 Множество комплексных чисел 

 

3.1 Понятие комплексного числа 

3.2 Действия над комплексными числами 

 

3.1 Понятие комплексного числа 

Комплексным числом z  называется выражение вида iyx  , 

где ,x y R , где i  удовлетворяет условию 1
2

i , при этом 

число x  называется действительной частью а число y  – мни-

мой частью комплексного числа z . 

Для комплексного числа z  приняты обозначения  

iyxz  , xz Re , yz Im . 

Запись комплексного числа в виде iyxz   называется ал-

гебраической формой комплексного числа. Множество ком-

плексных чисел обозначается C . Любое действительное число 

x  можно рассматривать как комплексное число, т.е. ixx  0 . 

Поэтому  множество действительных чисел содержится во мно-

жестве комплексных чисел: CR  . Отсюда  

CRQZN  . 

Два комплексных числа 
111 iyxz   и 

222 iyxz   называют-

ся равными тогда и только тогда, когда равны их действитель-

ные и мнимые части: 










.

,

21

21

2211
yy

xx
iyxiyx  

Комплексное число 00  iz , называется нулем и обознача-

ется 0 . 

Понятие неравенства для комплексных чисел существует 

лишь в смысле отрицания равенства, т. е. 21 zz   означает, что 

число z1 не равно числу z2. Понятия «меньше» и «больше» для 

комплексных чисел не определены. 

Комплексное число iyxz   называется сопряженным ком-

плексному числу iyxz  . Два комплексных числа, отличаю-

щихся лишь знаком при мнимой части, называются комплексно-

сопряженными. 
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Комплексное число iyxz   геометрически изображается на 

плоскости 2
R  точкой с координатами x , y , или вектором z


, 

проекции которого на оси Ox  и Oy  соответственно равны x  и 

y . При этом координатную плоскость Oxy  называется ком-

плексной плоскостью и обозначается C , ось абсцисс – действи-

тельной осью, ось ординат – мнимой осью комплексной плоско-

сти (рисунок 3.1). 

Модулем комплексного числа iyxz   называется расстоя-

ние от точки  yxz ,  до начала координат и обозначается z   

22
yxz  . 

Аргументом комплексного числа iyxz   называется угол 

 , образованный положительным направлением оси Ox  и век-

тором z


. 

Обозначается zArg . 

Аргумент z  ( 0z ) определяется равенствами (рисунок 3.1): 

22
cos

yx

x

z

x


 , 

22
sin

yx

y

z

y


 . 

Модуль комплексного числа z  определяется однозначно, а 

аргумент  – с точностью до слагаемого k2 , k Z . 

Значение аргумента, удовлетворяющее условию ,  , 

называется главным значением аргумента и обозначается zarg . 

 
Рисунок 3.1 – Комплексная плоскость C  

 

Тогда kzz 2argArg  , k Z . 

Если комплексные числа равны, то их модули равны, а аргу-

менты отличаются на k2 , k Z . 
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3.2 Действия над комплексными числами 

Суммой комплексных чисел называется комплексное число, 

действительная и мнимая части которого равны суммам соответ-

ствующих частей слагаемых: 

   212121 yyixxzz  . 

Разностью комплексных чисел называется комплексное чис-

ло, действительная и мнимая части которого равны разностям 

соответственно действительных и мнимых частей этих чисел: 

   212121 yyixxzz  . 

Умножение комплексных чисел 
111 iyxz   и 

222 iyxz   

определяется формулой 

   1221212121 yxyxiyyxxzz  . 

Деление комплексного числа 
1z  на 01 z  вводится как дей-

ствие, обратное умножению, т.е. под частным 
2

1

z

z
, 02 z , по-

нимается комплексное число z , такое, что 12 zzz  . Частное 

получается путем умножения числителя и знаменателя дроби 

2

1

z

z
 на комплексно-сопряженное знаменателю число 2z : 


2

1

z

z
2

2

2

2

2112

2

2

2

2

2121

yx

yxyx
i

yx

yyxx









. 

Возведение комплексного числа z  в степень n ,  n N , рас-

сматривается как умножение z  на себя n  раз . 

Обозначается: 
n

z . 

Т р и г о н о м е т р и ч е с к а я  ф о р м а  к о м п л е к с н о г о  

ч и с л а .  Любому комплексному числу z C , заданному в ал-

гебраической форме, соответствует точка  yxM ; 
2

R , поло-

жение которой однозначно определяется ее декартовыми коор-

динатами x , y . Вводя полярные координаты (полярная ось u  

совпадает с положительным направлением действительной оси 

Ox , полюс O – с началом координат O , полярный угол   равен 

углу между полярной осью и лучом OM ), эту точку можно од-
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нозначно определить заданием главного значения аргумента 

zarg  и модуля z  комплексного числа z . 

 
Рисунок 3.2 – Связь декартовых и полярных координат 

 

Из рисунка 3.2 видно, что модуль z  совпадает с полярным 

радиусом r  точки  yxM ; , главный аргумент zarg  – с поляр-

ным углом  , при этом  r0 ,   . 

Очевидно, что cosrx  , sinry  . 

Тогда 

  sincossincos irirriyxz   

Выражение   sincos irz   называется тригонометриче-

ской формой комплексного числа. 

Тригонометрической формой комплексного числа удобно 

пользоваться при выполнении операций умножения, деления, 

возведения в степень и извлечения корня. 

Пусть  1111 sincos  irz  ,  2222 sincos  irz  . 

Умножение комплексных чисел в тригонометрической форме 

    21212121 sincos   irrzz   

Деление комплексных чисел в тригонометрической форме 

    2121

2

1

2

1 sincos   i
r

r

z

z
 

Возведение в степень комплексных чисел в тригонометриче-

ской форме 

  ninrz
nn

sincos  ,  n N . 

Извлечение корня из комплексного числа в тригонометриче-

ской форме 
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






 





n

k
i

n

k
rzz nn

 2
sin

2
cos 00

00 ,  n N , 

1,...,2,1,0  nk . 

П о к а з а т е л ь н а я  ф о р м а  к о м п л е к с н о г о  ч и с л а .  

Пусть комплексное число z  записано в тригонометрической 

форме:  

  sincos irz  . 

Используя формулу Эйлера 
sincose i

i
 , получаем 

i
rz e . 

Выражение i
rz e  называется показательной формой ком-

плексного числа. 

Здесь ;zr   ;2arg  kz   k Z . 

Функция 
i

e  обладает свойствами показательной функции с 

действительным показателем, поэтому формулы умножения, 

деления, возведения в натуральную степень для комплексных 

чисел в показательной форме имеют простой вид. 

Если i
rz e11  , i

rz e22  , то  

 21e2121

 


i
rrzz . 

Если 02 z , то  

 21

2

1

e
e

e

2

1

2

1

2

1 







i

i

i

r

r

r

r

z

z
. 

Если Nn , i
rz e , то  

   innnin
rrz ee  . 

 2

e

i k

n n n
k

z z r

 

   , 1,...,2,1,0  nk . 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1  Дайте определение множества комплексных чисел.  

2 Какие два комплексных числа называются равными, со-

пряженными? Приведите примеры. 

3  Как изображаются комплексные числа на плоскости? 
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4 Дайте определение модуля и аргумента комплексного чис-

ла. 

5  Сформулируйте правила сложения, вычитания, умноже-

ния и деления комплексных чисел в алгебраической форме. 

6  Сформулируйте правила сложения, вычитания, умноже-

ния, деления и возведения в степень комплексных чисел в три-

гонометрической форме. 

7 Сформулируйте правила сложения, вычитания, умноже-

ния, деления и возведения в степень комплексных чисел в пока-

зательной форме. 

 

Решение типовых примеров 

 

1 Даны два комплексных числа iz 11
; iz 322  . Найти 

21 zz  ; 
21 zz  ; 

21 zz  , 
2

1

z

z
. 

Р е ш е н и е . Используя правила сложения, вычитания, умно-

жения и деления комплексных чисел в алгебраической форме, 

получим: 

        iiiizz 21132132121  , 

    iiiiizz 4332132121  , 

    
2

21 3322321 iiiiizz  

iii 513322  , 

   
   

















94

3322

3232

321

22

21

2

1 ii

ii

ii

zz

zz

z

z
 

13

1

13

5

13

5
i

i



 . 

2 Представить комплексные числа iz  1 , 4z , iz   в 

тригонометрической и показательной формах. 

Р е ш е н и е . При решении используем определения модуля и 

аргумента комплексного числа. 

Для комплексного числа iz  1  имеем 1x ; 1y . Тогда 

модуль равен 

  211
2222
 yxzr . 
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Так как  

2

2

2

1
cos

22








yx

x
 , 

2

2

2

1
sin

22





yx

y
 ,  

то аргумент kz 


2
4

3
Arg  , k Z . 

Отсюда главное значение аргумента 
4

3
arg


 z . 

Следовательно, число iz  1  в тригонометрической форме 

запишется в виде  











4

3
sin

4

3
cos2


iz , 

а в показательной – 42


i

ez  . 

Аналогично для комплексного числа 4z  имеем: 

4x ; 0y    4r ,  zarg ;    

   i
iz e4sincos4  . 

Для комплексного числа iz   имеем 0x ; 1y  и  

1r , 
2

arg


 z    2

2
sin

2
cos


 i

eiz  . 

3 Вычислить  10

22 i   

Р е ш е н и е . Представим 22 iz   в тригонометриче-

ской форме. Так как 2x ; 2y , то  

2422
22

 yxr ,  

2

2
cos

22







yx

x
 , 

2

2
sin

22





yx

y
    

4

3
arg


 z . 

Тогда 
3 3

2 cos sin
4 4

z i
  

  
 

. 

Подставляя в формулу   ninrz
nn

sincos  , получим: 

















 



 

2

15
sin

2

15
cos2

4

103
sin

4

103
cos2

101010
iiz  



 26 




























2
7sin

2
7cos2

10 



 i  

  iii
101010

202
2

sin
2

cos2 






























 . 

4 Найти все значения корня 5 1 i  и изобразить их в ком-

плексной плоскости C . 

Р е ш е н и е . Для комплексного числа 5 1z i   имеем:  

2r  ; 
4

arg


z ,   10 2 cos sin
4 4

z i
     

       
    

. 

По формуле Муавра получим: 

























5

2
4sin

5

2
4cos21 105

k

i

k

i







 4,3,2,1,0k . 

При 0k  имеем 









20
sin

20
cos21 105

0


iiz ,  

при 1k  имеем 









20

7
sin

20

7
cos21 105

1


iiz , 

при 2k  имеем 









4

3
sin

4

3
cos21 105

2


iiz , 

при 3k  имеем 









20

23
sin

20

23
cos21 105

3


iiz , 

при 4k  имеем 









20

31
sin

20

31
cos21 105

4


iiz . 

Точки z0, z1, z2, z3, z4 являются вершинами правильного пяти-

угольника, вписанного в окружность радиусом 072,1210   с 

центром в начале координат (рисунок 3.3). Полярный угол точки 

0z  равен 
0

20   , а полярные углы остальных точек полу-
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чаются последовательным прибавлением угла 2 5  к 0 , т.е. 

5

2
0

k
k


   при 4,3,2,1k . 

 

 

 
Рисунок 3.3 – Корни комплексно-

го числа 5 1 i  

 
Рисунок 3.4 – Множество G  

 

5 Изобразить на плоскости C  множество  

 
3

arg 1
2 4

G z z i
  

       
 

C . 

Р е ш е н и е .  Комплексное число  izizz  111
 

изображается вектором, началом которого является точка i1 , 

а концом – точка z . Угол между этим вектором и осью Ox  есть 

 iz 1arg , и он меняется в пределах от 
2


  до 

4

3
. Следова-

тельно, данное неравенство определяет угол между прямыми, 

выходящими из точки i1  и образующими с осью Ox  углы в 

2


  и 

4

3
. Данное множество G  изображено на рисунке 3.4. 

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 Найти 21 zz  ; 
21 zz  ; 

21 zz  , 
1 2

z z  для 
1z  и 2z : 

а) iz 321  ; iz 532  ;   в) iz  21
; iz 212  ; 

б) iz 251  ; iz 322  ;   г) 
i

i
z






1

1
1 ; iz 22  . 
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2 Вычислить: 

а) 
i

1
;  б) 

i

i





1

1
;  в) 

i31

2


;  г) 

i

i

21

2




. 

3 Представить в тригонометрической и показательной фор-

мах и изобразить числа на плоскости C  комплексные числа: 

а) iz 3 ;    г) iz 33 ; 

б) 2z ;    д) iz 21 ; 

в) iz 1 ;    е) 1z  . 

4 Изобразить на комплексной плоскости C  следующие мно-

жества: 

а)  Re Imz z z C ;     г)  1 4z z i   C ;  

б)  Re 0z z C ;      д) 
1

1
1

z
z

z

 
  

 
C ;  

в) arg
4

z z
 

  
 

C ;     е)  0 Im 1z z  C . 

5 Вычислить: 

а)  331 i ;  в)  10
1 i ;  д)  25

22 i ; 

б)  100
1 i ;   г) 

24

2

3

2

1














 i ; е)  

3
3 4i . 

6 Найти все значения корня: 

а) 
2

1 i
;   б) 3 i ;  в) 4 16 ;   г) 3 1 i . 

7 Найти действительные решения уравнения:  

      iiiyxiix 652123  . 

8 Найти все комплексные числа, удовлетворяющие уравне-

нию: 
2

zz  . 

 
Задания для домашней работы 
 

1 Для 1z  и 2z  найти 21 zz  ; 21 zz  ; 21 zz  ,
1 2

z z . 

а) iz 21  ; iz 12
;      в) iz  11

; iz  22 ; 

б) iz  51
; iz 32  ;      г) iz  51

; iz  12
. 
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2. Выполнить действия: 

а) 
i

i

5

3
;   б) 

i

i

1

2
;   в) 

i2

3
;   г) 

i

i

43

2




. 

3. Следующие комплексные числа представить в тригонометри-

ческой и показательной формах. Изобразить числа на плоскости. 

а) aiz  ; б) bz  ; в) iz 22  ; г) iz 25 . 

4 Какое множество точек на комплексной плоскости определя-

ется условием: 

а) 
3

arg0


 z ;    г) 0
1

Im 
 i

z
; 

б) 22  iz ;      д) 0Re 
i

z
. 

в) 0Re z , 0Im z ,   е) Im 0z  , Re 1z  . 

5 Вычислить: 

а)  722 i ;       в) 

80

2

1







  i
; 

б)  633 i ;       г) 

3

1

1













i

i
. 

6 Найти все значения корня: 

а) 4 1 ; б) i322  ; в) 4 i . 

7. Найти действительные решения уравнения: 

   5
21 iiiyx  . 

8 Найти все комплексные числа, удовлетворяющие условию: 

а) zz  ;    б) 1
1


z
, 0z ;    в) 2

1


z
, 0z . 
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Тема 2 Теория пределов 

 

Практическое занятие 1 Числовые последовательности 

 

1.1 Определение числовой последовательности 

1.2 Ограниченные и неограниченные последовательности 

1.3 Монотонные последовательности 
1.4 Бесконечно малые и бесконечно большие последовательности 

 

1.1 Определение числовой последовательности 

В курсе школьной математики кратко излагались элементы 

теории последовательности при изучении арифметической и 

геометрической прогрессий, при последовательных приближе-

ниях иррациональных чисел. 

Числовой последовательностью  
1nnx  называется числовая 

функция, определенная на множестве натуральных чисел N  и 

принимающая свои значения из множества действительных чи-

сел RN: f . 

Обозначается:       ;...;...;2;1 nxxxxn   или  

   ;...;...;; 211 nnn xxxx 



. 

Числа ,...,, 321 xxx  называются элементами (членами) после-

довательности  
1nnx , nx  – формула общего члена последова-

тельности, n  – номер общего члена последовательности. 

Последовательность считается заданной, если указан способ 

получения ее любого элемента. 

Основными способами задания последовательности являют-

ся: формула n -го члена, рекуррентный, словесный, графиче-

ский. 

Пусть даны две последовательности  
1nnx ,  

1nny . 

Суммой последовательностей  
1nnx  и  

1nny  называется по-

следовательность  



1nnn yx , каждый элемент которой равен 

сумме соответствующих элементов последовательностей. 

Произведением последовательности  
1nnx  на число m  назы-
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вается последовательность  



1nnxm , каждый элемент которой 

равен произведению соответствующего элемента последова-

тельности на число m . 

Произведением последовательностей  
1nnx  и  

1nny  называ-

ется последовательность  



1nnn yx , каждый элемент которой 

равен произведению соответствующих элементов последова-

тельностей. 

Если все члены последовательности  ny  отличны от нуля, то 

частным последовательностей  
1nnx  и  

1nny  называется по-

следовательность 



















1nn

n

y

x
, каждый элемент которой равен част-

ному соответствующих элементов последовательностей. 

 

1.2 Ограниченные и неограниченные последовательности 

Последовательность  
1nnx  называется ограниченной сверху 

(снизу), если существует число M  ( m ) такое, что каждый эле-

мент последовательности nx  удовлетворяет неравенству Mxn   

( mxn  ). Числа M  и m  называются верхней и нижней гранями 

числовой последовательности  
1nnx . 

Символическая запись:  

 
1nnx  – ограничена сверху   MxnM n  NR : . 

 
1nnx  – ограничена снизу   mxnm n  NR : . 

Последовательность  
1nnx  называется ограниченной, если 

она ограничена сверху и снизу, т.е. существуют числа M  и m  

такие, что каждый элемент nx  последовательности удовлетворя-

ет неравенству Mxm n  . 

Символическая запись:  

 
1nnx  – ограничена   MxmnMm n  NR :, . 

Пусть  MmA ,max . Тогда условие ограниченности мож-
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но записать в виде Axn  . 

Последовательность  nx  называется неограниченной, если 

для любого действительного числа 0A  существует элемент nx  

последовательности, удовлетворяющий неравенству Axn  , т.е. 

либо Axn   или Axn  . 

Символическая запись:  

 
1nnx  – неограниченна   AxnA n  :0 NR . 

 

1.3 Монотонные последовательности 

Последовательность  
1nnx  называется неубывающей, если ее 

элементы удовлетворяют условию: ......21  nxxx . 

Последовательность  
1nnx  называется возрастающей, если 

ее элементы удовлетворяют условию: ......21  nxxx . 

Последовательность  
1nnx  называется невозрастающей, ес-

ли ее элементы удовлетворяют условию: ......21  nxxx . 

Последовательность  
1nnx  называется убывающей, если ее 

элементы удовлетворяют условию: ......21  nxxx . 

Последовательность  
1nnx  называется монотонной, если яв-

ляется одной из выше перечисленных. Последовательность 

 
1nnx  называется строго монотонной, если она возрастающая 

или убывающая. 

 
1.4 Бесконечно малые и бесконечно большие последовательности 

Последовательность  
1nn  называется бесконечно малой, 

если для любого положительного числа 0  существует такой 

номер  N  такой, что для всех номеров  Nn   выполняется 

неравенство  n . 

Символическая запись: 

 
1nn  – б.м.п.         nNnN :0 . 

Свойства бесконечно малых последовательностей: 
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– бесконечно малая последовательность  
1nn  ограничена; 

– сумма и разность бесконечно малых последовательностей 

есть бесконечно малая последовательность; 

– произведение бесконечно малых последовательностей есть 

бесконечно малая последовательность; 

– произведение бесконечно малой последовательность  
1nn  

на ограниченную  
1nnx  есть бесконечно малая последователь-

ность. 

Последовательность  
1nnx  называется бесконечно большой, 

если для любого положительного числа 0c  существует такой 

номер  kN  такой, что для всех номеров  kNn   выполняется 

неравенство cxn  . 

Символическая запись: 

 
1nnx  – б.б.п.       cxkNnkNc n  :0 . 

Если последовательность бесконечно большая, то она не-

ограниченна. Если последовательность неограниченна, то она не 

обязательно бесконечно большая. Если  
1nnx  бесконечно 

большая последовательность и все ее члены отличны от нуля, то 

последовательность 



















1

1

nnx
 является бесконечно малой после-

довательность. Если  
1nn  бесконечно малая последователь-

ность и все ее члены отличны от нуля, то последовательность 


















1

1

nn
 является бесконечно большой последовательностью. 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 Сформулируйте определение числовой последовательно-

сти. Приведите примеры последовательностей с различным спо-

собом задания. 
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2 Перечислите арифметические действия над последова-

тельностями. 

3 Дайте определение ограниченной и неограниченной по-

следовательности. Приведите примеры.  

4 Какие последовательности называются монотонными, 

строго монотонными? 

5 Может ли быть монотонной последовательностью: сумма 

двух немонотонных последовательностей; произведение двух 

немонотонных последовательностей? 

6 Сформулируйте определение бесконечно малой и беско-

нечно большой последовательности. Какими свойствами они 

обладают? 

 

Решение типовых примеров 

 

1 Напишите пять первых членов из следующих последова-

тельностей: 

а)  
2

1 1
1

n

n
x

n

n





,  

б) числа Фибоначчи 11 x , 12 x , 
11   nnn xxx ,  

в) 









число.составноеесли,

число,простоеесли,

2
nn

nn
yn  

Какие из данных последовательностей являются ограничен-

ными сверху, ограниченными снизу, ограниченными, монотон-

ными? 

Р е ш е н и е .  а) для последовательности  
2

1 1
1

n

n
x

n

n





 

имеем 21 x , 
4

3
2 x , 

9

4
3 x , 

16

5
4 x , 

25

6
5 x . 

Поскольку   2
11

1
22

1










n

n

n

n
x

n

n  для любого n N , то 

последовательность является ограниченной. 
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Так как 
43 xx   и 

54 xx  , видно, что определение монотон-

ности не выполняется. Значит, последовательность 

 
2

1 1
1

n

n
x

n

n





 не является монотонной. 

б) для чисел Фибоначчи имеем: 11 x , 12 x , 2123  xxx , 

3234  xxx , 5345  xxx . 

Поскольку 1nx  n N , то последовательность ограничена 

снизу, но неограничена сверху. При этом 
1 nn xx  n N . Зна-

чит, числа Фибоначчи образуют неубывающую последователь-

ность. 

в) для последовательности  n
y  получим: 11 y , 22 y , 

33 y , 164 y , 55 y . 

Данная последовательность ограничена сверху числом 1 , но 

неограничена снизу. Она не является монотонной, так как 

34 yy   и 
54 yy  . 

2 Доказать по определению, что последовательность 






















;...
6

1
;

4

1
;

2

1

2

1

1nn
 является бесконечно малой последова-

тельностью. 

Р е ш е н и е . Возьмем произвольное малое число 0 . Так 

как 
n2

1
, то для нахождения значений n , удовлетворяющих 

этому неравенству, достаточно его решить. Поскольку n N , то 


n2

1
. Решая данное неравенство, получим 

2

1
n . Следова-

тельно, в качестве  N  можно взять целую часть числа 
n2

1
: 

  












2

1
N . Тогда неравенство 

n2

1
 будет выполнятся при  

всех номеров n , больших чем  N . 

Например, пусть 1,0 . Тогда   5
1,02

1



N . 
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Начиная с шестого номера все члены последовательности 













12

1

nn
 меньше 1,0 . 

3 Доказать по определению, что последовательность 

   ;...9;4;11

2




nn  является бесконечно большой. 

Р е ш е н и е . Возьмем произвольное число 0c . Из неравен-

ства cxn   найдем  cN :  

cn 
2    cn  . 

Возьмем за  kN  целую часть числа c :    ckN 1 . То-

гда для всех номеров n , больших чем  cN , выполняется нера-

венство cn 
2 . 

Например, для 16,0c  имеем     116,01 cN . Значит, 

для всех членов последовательности, начиная со второго номера, 

выполняется неравенство cn 
2 . Если 12c , то 

    4121 cN  и неравенство верно 4n . 

4 Является ли неограниченная последовательность бесконеч-

но большой? 

Р е ш е н и е . Рассмотрим последовательность 

   ,0,4,0,3,0,2,0,1
1




nnx . Данная последовательность является 

неограниченной, поскольку для любого A N  найдется элемент 

последовательности  
1nnx , для которого Axn  . Однако она не 

является бесконечно большой, так как это неравенство не вы-

полняется для любого n N . Поэтому не всякая неограниченная 

последовательность является бесконечно большой. 

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 Напишите пять первых членов каждой из следующих по-

следовательностей: 

а) 
12

1




n
xn ;     г) 11 a , 21  nn aa , при 1n ; 
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б) 
1

2
3





n

n
xn ;     д) 11 a , 

2

1 n
n

a
a , при 1n ; 

в) 
1

2



nn

n
x ;     е)  

n
x

n

n

1
1 . 

Какие из данных последовательностей являются ограничен-

ными сверху, ограниченными снизу, ограниченными, монотон-

ными? 

2 Найти формулу для общего члена следующих последова-

тельностей: 

а) члены с четными номерами равны 1, а члены с нечетными 

равны -1; 

б) членами последовательности являются корни уравнения 

0cos x . 

3 Может ли быть монотонной последовательностью: 

а) сумма двух немонотонных последовательностей; 

б) произведение двух немонотонных последовательностей?  

4 Доказать по определению, что последовательности  

а)
1

2



n

n
xn ,   б) 

n

n
xn

sin
 ,   в) n

nx


 2 . 

являются бесконечно малыми. 

5 Доказать по определению, что последовательности 

а)  1ln  nxn
,   б) 12

2



n

nx ,   в)   nx
n

n 1 . 

являются бесконечно большими. 

 

Задания для домашней работы 

 

1 Напишите пять первых членов каждой из следующих по-

следовательностей: 

а) 
3

2






n

n
xn ;    в) 

n

n
n

x 









1
1 ;  д)  

 
n

nn

nx 21 2

1

 ; 

б) nxn sin ;    г); nxn ln ;   е)
 

2

5 3
nn

n
x

n

 
 . 

Какие из данных последовательностей являются ограничен-

ными сверху, ограниченными снизу, ограниченными? 
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2 Найти формулу для общего члена следующих последова-

тельностей: 

а) члены номерами, кратными 3 равны 1, а остальные равны 

0; 

б) членами последовательности являются корни уравнения 

0
2

sin 
x

. 

3 Определить, какие из указаных последовательностей 

являются возрастающими, убывающими, а какие из них не 

являются монотонными? 

а) 
1

1




n
xn ;  г) n

nx


 3 ;    ж) 42
2

 nnxn ; 

б) 
 

2

1

n
x

n

n


 ;  д) 

2

1
sin

n
xn  ;   и) 

 2 1
nn

n
x

n

 
 ; 

в) n

nx 2 ;   е)  nxn  1lg   к) 2
n

x n  . 

4 Может ли быть ограниченной последовательностью: 

а) сумма двух неограниченных последовательностей; 

б) произведение двух неограниченных последовательностей; 

в) произведение ограниченной и неограниченной последова-

тельностей. 

5 Доказать по определению, что последовательности  

а) 
 

n
x

n

n

1
 ,       б) 

n

n
xn

arcsin
 . 

являются бесконечно малыми. 

5. Доказать по определению, что последовательность 

1

2




n

n
xn  является бесконечно большой. 
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Практическое занятие 2 Предел последовательности 

 

2.1 Определение и свойства предела последовательности 

2.2 Критерий Коши сходимости последовательности 

2.3 Замечательные пределы 

 

2.1 Определение и свойства предела последовательности 

Число a R  называется пределом последовательности 

 
1nnx , если для любого положительного действительного числа 

  найдется такой номер  N  N , что при всех  Nn   эле-

менты этой последовательности удовлетворяют неравенству 

 axn . 

Обозначается: axn
n




lim  или axn   при n . 

Символическая запись:  

axn
n




lim          axNnN n:0 . 

Последовательность, имеющая конечный предел, называется 

сходящейся (к числу а), а последовательности, не имеющие ко-

нечного предела, – расходящимися. 

Неравенство  axn  означает, что последовательность 

 



1nn ax  является бесконечно малой последовательностью. 

Отсюда следует, что любую сходящуюся последовательность 

можно представить в виде 
nn ax  , где  

1nn  – бесконечно 

малая последовательность, где 0lim 


n
n

 . 

Бесконечно большая последовательность  
1nnx  имеет бес-

конечный предел: 




n
n

xlim        AxANnANA n  :0 . 

Сходящиеся последовательности обладают следующими 

свойствами: 

– сходящаяся последовательность имеет только один предел; 

– если последовательность  n
x  сходится, то она ограничена:  
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axn
n




lim     M R Mxn : ; 

– сумма (разность) двух сходящихся последовательностей 

есть сходящаяся последовательность, предел которой равен 

сумме пределов последовательностей 

  n
n

n
n

nn
n

yxyx


 limlimlim ; 

– произведение  двух сходящихся последовательностей есть 

сходящаяся последовательность предел которой равен произве-

дению пределов последовательностей 

  n
n

n
n

nn
n

yxyx


 limlimlim ; 

– частное двух сходящихся последовательностей  
1nnx  и 

 
1nny , 0lim 


n

n
y , есть сходящаяся последовательность предел 

которой равен частному пределов последовательностей 

n
n

n
n

n

n

n y

x

y

x








lim

lim
lim ; 

– если все элементы сходящейся последовательности  
1nnx , 

axn
n




lim , начиная с некоторого номера, удовлетворяют нера-

венству bxn   ( bxn  ), то и предел этой последовательности 

удовлетворяет неравенству ba   ( ba  ); 

– пусть последовательности  
1nnx ,  

1nny ,  
1nnz  таковы, 

что  n N  выполняется неравенство 
nnn zyx   и axn

n



lim , 

azn
n




lim . Тогда последовательность  
1nny  сходится и 

ayn
n




lim ; 

– каждая ограниченная монотонная последовательность схо-

дится. 

 

2.2 Критерий Коши сходимости последовательности 

Последовательность  nx  называется фундаментальной, если 

для любого малого действительного числа   найдется номер 
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 N  такой, что для всех номеров n , больших  N  и любого 

p N  выполняется неравенство  npn xx . 

Символическая запись:  
1nnx  – фундаментальна    

    NnN  :0  и  p N       npn xx . 

Из определения следует, что 0lim 


npn
n

xx . 

Критерий Коши сходимости последовательности: Для того, 

чтобы последовательность  
1nnx  была сходящейся, необходимо 

и достаточно, чтобы она была фундаментальной. 

 

2.3 Замечательные пределы 

Пределы, к которым сводятся вычисления многих пределов 

условно называются замечательными пределами. Ниже при-

водся некоторые из них: 

e
1

1lim 











n

n n
,    lim 0

!

n

n

a

n
 , ( a R ), 

lim 1n

n
n


 ,       lim 1n

n
a


  ( a R ), 

1
lim 0

!n n n
 ,     lim 0

!

n

n

n

n
 . 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 Дайте определение предела последовательности.  

2 Сформулируйте с помощью логических символов опреде-

ление расходящейся последовательности, бесконечно большой 

последовательности. 

3 Дайте геометрическую интерпретацию предела последова-

тельности. 

4 Перечислите свойства сходящихся последовательностей. 

5 Всякая ли монотонная последовательность является схо-

дящейся? 

6 Какая последовательность называется фундаментальной? 

7 В чем суть критерия Коши? 
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Решения типовых примеров 

 

1 Доказать по определению, что 1
1

lim 
 n

n

n
. 

Р е ш е н и е . Возьмем любое 0 . Найдем номер  N . 

Из неравенства 


1
1n

n
 получим 

1

1

n
. Отсюда 

1
1



n . 

Если взять   11
1












N  (так как при 1  получим 

01
1












 N ), то для всех номеров  Nn   выполняется не-

равенство 


1
1n

n
. 

Например, при 01,0  последнее неравенство справедливо 

для членов последовательности с номерами 100 , 101 , ... , а при 

2  неравенство верно  n N . 

2 Доказать, что ограниченная последовательность  nnx 1  

не имеет предела. 

Р е ш е н и е . Предположим, что она имеет предел, равный 

a  R . Тогда  

  a
n

n



1lim         

2

1
1:

2

1
 aNnN

n
 . 

При kn 2  получим 
2

1
1  a , при 12  kn  получим 

2

1
1  a  или 

2

1
1  a . 

С учетом этого  Nn   

1
2

1

2

1
11112  aaaa , 

т. е. 12  . Получили противоречие. 
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Значит, последовательность  nnx 1  не имеет предела. 

3 Доказать, что последовательность 
 

n
x

n

n
2

1
  сходится к 

нулю, но она не является монотонной. 

Р е ш е н и е .  

 
0

2

1
lim 



 n

n

n
       NnN  :0   

 



0

2

1

n

n

. 

Найдем номер  N , начиная с которого выполняется это не-

равенство:  

 




n

n

2

1
   

n2

1
   

2

1
n      1

2

1












N . 

Следовательно, последовательность сходится. 

Так как 
2

1
1 x , 

4

1
2 x , 

6

1
3 x ,  , то последовательность 

не является монотонной. 

4 Доказать, что 0
!

2
lim 

 n

n

n
. 

Р е ш е н и е . Покажем, что 
!

2

n
x

n

n   монотонна. 

Рассмотрим 
  n

nn

n x
nnnn

x 












1

2

!

2

1

2

!1

2
1

1 . 

Следовательно, 
nn xx 1
 2n , т.е. nx – убывающая и 

ограничена снизу числом 0 . По свойству сходимости 

монотонной ограниченой последовательности существует 

предел последовательности 
!

2

n
x

n

n  , равный b , т.е. bxn
n




lim . 

Переходя к пределу в равенстве nn x
n

x 



1

2
1  при n , 

получим 0 bb . Отсюда 0b . 
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5 Доказать, что 



























nnx
2

1
1

4

1
1

2

1
1   – сходится. 

Р е ш е н и е . Так как  

1
2

1
1

1

1 




n
n

n

x

x
, 

то nx  – возрастает. 

Покажем, что последовательность ограничена. Имеем:  





























nnx
2

1
1ln

4

1
1ln

2

1
1lnln   

 
nn

2

1

4

1

2

1

2

1

4

1

2

1
1

2

1
1

1

2

1




 , 

т .е. 1ln nx . Откуда exn  . 

Значит, nx  – монотонна и ограничена. Тогда по свойству о 

сходимости монотонной и ограниченной последовательности 

nx сходится. 

6 Вычислить пределы: 

а) 
32

58
lim





 n

n

n
, б) 





 


1lim

2
nnn

n
, в) 

n

n n

n













 3

1
lim . 

Р е ш е н и е . а) имеем: 

32

58
lim





 n

n

n
= 

разделим числитель

и знаменатель на n
= 

n

n
n 3

2

5
8

lim






=  

= по свойствам пределов  =

























n

n

n

n

3
2lim

5
8lim

=  

= по свойствам пределов  = 4
2

8

02

08

1
lim2lim

5
lim8lim















n

n

nn

nn
. 



 45 

б) имеем: 

 




 


1lim

22
nnn

n
  

=
2 2

умножим и разделим

на 1n n n  
 =

2

1

1
1

1
1

1
1

lim

2






























nn
n

n
n

n
. 

в) имеем: 

  





























































n
n

n

n

n

n

n

n nnn

n 3

4

4

3

3

4
1lim

3

4
1lim1

3

1
lim  

43

4
lim

3

4

4

3

ee
3

4
1lim










































  n

nn

n

n

n

n

n
. 

7 Доказать, что последовательность n

nn qaqaax  10 , 

где Mak   nk ,1 , 1q , сходится. 

Р е ш е н и е . Для доказательства используется критерий Ко-

ши. 

 

Возьмем любое 0  и рассмотрим разность 














1

1

1

1

n

n

pn

pn

pn

pnpnn qaqaqaxx   


 pn

qM 0
11


 nn
qMpqM  при n . 

Следовательно, существует   1









M
N


 , такое, что 

n N  и 0p  выполняется неравенство   pnn xx . Сле-

довательно, последовательность  nx является фундаментальной 

и согласно критерию Коши она сходится. 

8 Доказать, что 
n

xn

1

3

1

2

1
1    расходится. 

Р е ш е н и е . Построим отрицание к критерию Коши: 
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00   NnN   Np  : 0 npn xx . 

Для этого рассмотрим разность 

pn
p

npnpn
xx npn













1

1

1

1

11
 . 

Пусть np  . Тогда получим 
2

1
2  nn xx .  

Значит, 
2

1
0  , такое, что NpnN  , 02  nn xx , т.е. 

последовательность не является фундаментальной, а значит и не 

сходится. 

9 Доказать, что последовательность nxn sin  расходится. 

Р е ш е н и е . Доказательство проведем от противного. 

Пусть существует конечный предел an
n




sinlim , следова-

тельно,   an
n




2sinlim . Тогда 

   0sin2sinlim 


nn
n

. 

С другой стороны 

   1cos1sin22sin  nn , 

   0sin1cos1sin2lim 


nn
n

. 

Следовательно,  

  01coslim 


n
n

. 

С учетом того, что   1sinsin1coscos1cos nnn  , имеем 

  1cos1coscos
1sin

1
sin  nnn . 

Значит,  

   01cos1coscoslim
1sin

1
sinlim 


nnn

nn
. 

Таким образом, 0coslimsinlim 


nn
nn

, что противоречит ра-

венству 1sincos
22

 nn .  

Следовательно, nsin  расходится. 
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Задания для аудиторной работы 

 

1 Докажите, что 1lim 


n
n

x , указав для каждого положитель-

ного числа   такой номер  N , что при всех  Nn   элемен-

ты nx  последовательности удовлетворяют неравенству 

1nx , если nx  равно: 

а) 1
12




n

n
;     в) 

 1
1

n

n


 ; 

б) 
n

n

2
sin

1



 ;     г) 
2

n

n n
. 

2 Пользуясь определением предела последовательности, до-

кажите, что: 

а)   08,0lim 


n

n
;    б) 5

63

652
lim 





 nn

nn

n
. 

3 Докажите, что последовательность  n
nxn

1
  расходится. 

4 Докажите, что число 1a  не является пределом последо-

вательности nxn cos . 

5 Докажите по определению, что последовательность 
n

nx 2  имеет бесконечный предел при n . 

6 Вычислить пределы: 

а) 
32

16
lim





 n

n

n
;        и) 

 
n

n

n 



 



531

12531
lim  

б) 
1

10
lim

2
 n

n

n
;        к)  nn

n



1lim ; 

в) 
145

23
lim

2




 nn

n

n
;     л)  33 1lim nn

n



; 

г) 
nn

nn

n 





2

lim ;       м) 

13

52

32
lim
















n

n n

n
; 

д) 
23

35
lim





 n

n

n
;       н) 

13

5

32
lim
















n

n n

n
; 
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е)  n

n

284 2222lim 


 ;   о) 2
lim

n

n
n


; 

ж) 

13

52

3
lim
















n

n n

n
;   п) 

1
lim 2n

n n
 . 

 

Задания для домашней работы 

 

1 Докажите, что 1lim 


n
n

x , указав для каждого положитель-

ного числа   такой номер  N , что при всех  Nn   элемен-

ты nx  последовательности удовлетворяют неравенству 

1nx , если nx  равно: 

а) 
n

n






1

1
2 ;     в) n

51 ; 

б) 
n

ncos
1 ;    г) 

2

2
1

n

n 
. 

2 Пользуясь определением предела последовательности, до-

кажите, что: 

а) 
 

0
1

lim 


 n

n

n
;    б) 02loglim 


n

n
. 

3 Докажите, что последовательность nxn ln  расходится. 

4 Докажите, что число 0a  не является пределом последо-

вательности   11 
n

nx . 

5 Выясните существование предела у следующих 

последовательностей и найдите его, если он существует: 

а) 
n

xn
5

1
 ;   в) 

 n
nx

15

1


 ;   д) nxn cos ;  

б) 
nnx

3

1
 ;    г) 

 n

n
n

x
2

1
 ,    е) 

1 1
1

2
n

x
n

    . 

6 Вычислить пределы: 

а) 
25110

43
lim

2





 n

nn

n
;    и) 

15

30275
lim

23

2





 nn

nn

n
; 
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б) 
792

374
lim

24

24





 nnn

nn

n
;    к) 

1

1
lim





 n

n

n
;  

в) 




 


nnn

n

2
lim ;    л) 

1

321
lim

2




 n

n

n


; 

г)  12753 3333lim 


 n

n
 ;   м) 

12

73

43
lim
















n

n n

n
; 

д) 

12

7

43
lim
















n

n n

n
;   н) 

12

73

4
lim
















n

n n

n
; 

е) 
2

2

2

1

3
lim

n

n n

n



















;    о) 

nn

nn

n 32

32
lim






; 

ж) 
2

lim 6n

n
;   п) 4lim n

n
n


. 
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Практическое занятие 3 Предел функции 

 

3.1 Понятие функции, сложная и обратная функции 

3.2 Способы задания функции 

3.3 Определения предела функции по Гейне и по Коши 

3.4 Односторонние пределы функции 

 

3.1 Понятие функции, сложная и обратная функции 

Под функциями понимается отображение числовых мно-

жеств. 

Пусть X  – произвольное подмножество действительных чи-

сел, X R . 

Если каждому числу Xx  поставлено в соответствие един-

ственное действительное число  xfy  , то говорят, что на 

множестве X  определена числовая функция f . Переменная x  

называется независимой переменной или аргументом, y  – зави-

симой переменной, множество X  называется областью опреде-

ления функции и обозначается  fD , а множество 

    ,Y y y f x x D f   R  – множеством значений функ-

ции и обозначается  fE . 

Если о функции говорить как об отображении YXf : , то 

 xf  называется образом элемента x , а x  – прообразом эле-

мента  xf . При этом множество Y  называется образом мно-

жества X , множество X  – прообразом множества Y . 

Чтобы определить функцию  xfy  , нужно задать множе-

ство X  и закон (правило, соответствие) f , переводящий эле-

менты x  множества X  в элементы y  множества Y . 

Пусть функции  xu   и  ufy   определены на множе-

ствах X  и  U  соответственно, причем множество значений 

функции   содержится в области определения f . Тогда функ-

ция   переводит элементы x  в элементы u , а функция f  пере-

водит элементы u  в элементы y : yux
f




. 
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Таким образом, каждому значению x  ставится в соответствие 

(посредством промежуточной переменной u ) одно значение 

  xfy  . В этом случае y  называется сложной функцией 

(композицией функций f  и  ) аргумента x . При этом функция 

 xu   называется промежуточным аргументом, x  – незави-

симым аргументом. Обозначается:   xfy   или f . 

Обратная функция. Пусть функция  xfy   такова, что каж-

дое значение y  она принимает только при одном значении x . 

Такая функция называется обратимой. Тогда уравнение 

 xfy   можно однозначно разрешить относительно x , т.е. 

каждому y  соответствует единственное значение x . Это соот-

ветствие определяет функцию, которая называется обратной к 

функции f . 

Обозначается:  yfx
1

  или 1
f . 

Если функция 1
f  является обратной по отношению к функ-

ции f , то функция f  является обратной по отношению к 1
f , 

т.е.   ff 
 11 . Функции f  и 1

f  называются взаимно обрат-

ными, т.е.    yyff 
1  и    xxff 

1 . 

Если числовая функция  xfy   строго монотонна, то суще-

ствует обратная функция  yfx
1

 . При этом, если f  – возрас-

тающая функция, то 1
f  – возрастающая; если f  – убывающая, 

то 1
f  – убывающая. 

Если же у обратной функции, так же как и у данной, аргумент 

обозначить через x , а зависимую переменную через у, то обрат-

ная функция запишется в виде  xfy
1

 . 

Функции  yfx
1

  и  xfy
1

  различаются только обозна-

чением зависимой и независимой переменных. Поэтому, чтобы 

из графика функции  yfx
1

  совпадающего с графиком функ-

ции  xfy  , получить график функции  xfy
1

 , достаточно 
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поменять местами оси Ox  и Oy , т.е. повернуть плоскость чер-

тежа вокруг биссектрисы первого координатного угла. Таким 

образом, график обратной функции  xfy
1

  симметричен 

графику данной функции  xfy   относительно биссектрисы 

первого координатного угла. 

 

3.2 Способы задания функции 

Функция задается одним из следующих способов. 

А н а л и т и ч е с к и й  способ задания функции состоит в том, 

что с помощью формулы устанавливается алгоритм вычисления 

значений функции  xf  для каждого из значений Dx . 

Частное значение функции  xfy   при некотором значении 

аргумента 0x  записывается в виде  0xf  или 
0xxy  . 

При аналитическом задании функции область определения D 

есть множество значений аргумента x , при которых данная 

формула имеет смысл. 

Аналитически функция  xfy  ,  bax ;  может быть неяв-

но задана уравнением   0; yxF , если  bax ;     0; xfxF . 

В некоторых случаях, разрешив уравнение   0; yxF  отно-

сительно у, удается получить явное задание функции  xfy  . 

Аналитически функция )(xfy   может быть задана в п а -

р а м е т р и ч е с к о м  виде. Пусть )(),( tytx    – две функ-

ции одной независимой переменной Tt . Если )(tx   моно-

тонна на Т, то существует обратная к ней функция )(
1

xt


 . 

Поэтому функцию )(ty  , )(
1

xt


  можно рассматривать как 

сложную функцию, переводящую элемент x  в элемент y  по-

средством промежуточной переменной t : 









),(

),(

ty

tx






 








,

),(
1

ty

xt




 )())((

1
xFxy 

 . 

В этом случае говорят, что сложная функция  

)())((
1

xFxy 
  
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задана параметрическими уравнениями и пишут: 









),(

),(

ty

tx




 

где t , Tt , параметр.  

Всякую функцию, заданную явно )(xfy  , можно задать па-

раметрическими уравнениями.  

Действительно, 

 xfy     
 








.

,

tfy

tx
 

Параметрическое задание функций иногда имеет преимуще-

ство перед другими формами их задания. В некоторых случаях 

непосредственная связь между y  и x  может быть весьма слож-

ной, в то время как функции  tx  и )(ty  определяющие функци-

ональную зависимость y  от x  через параметр t, оказываются 

простыми. 

Т а б л и ч н ы й  способ задания функции осуществляется таб-

личным перечислением n  значений аргумента 
nxxx ;...;; 21
 и со-

ответствующих им значений функции 
nyyy ;...;; 21
. 

Г р а ф и ч е с к и й  способ задания функции состоит в пред-

ставлении функции  xfy   графиком в некоторой системе ко-

ординат. 

Графиком Γ  функции  xfy   называется множество точек 

 yxM ;  плоскости 
2

R , координаты которых связаны данной 

функциональной зависимостью: 

      fDxxfyyxM 
2

;Г R . 

Средствами элементарной математики для функции  xfy   

с областью определения  fD  в большинстве случаев можно 

определить следующие характеристики. 

Н у л и  ф у н к ц и и  и  з н а к  ф у н к ц и и  н а  м н о ж е с т в е  

 fD .  Значение  fDx  при котором функция  xfy   обра-

щается в нуль, называется нулем функции, т.е. нули функции яв-

ляются корнями уравнения   0xf . 
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В интервале, на котором функция положительна, график ее 

расположен выше оси Ox , а в интервале, на котором она отри-

цательна,– ниже оси Ox ; в нуле функции график имеет общую 

точку с осью Ox . 

Ч е т н о с т ь  и  н е ч е т н о с т ь  ф у н к ц и и .  Числовая 

функция  xfy   называется четной (нечетной), если выпол-

няются следующие условия: 

1) область ее определения симметрична относительно точки 

O , т. е. для каждой точки  xDx  существует точка –  xDx ; 

2) для любого x  из области определения выполняется равен-

ство 

   xfxf    (    xfxf  ). 

Существуют функции, которые не являются ни четными, ни 

нечетными. Они называются функциями общего вида. 

Ось Oy  является осью симметрии графика любой четной 

функции, а начало координат – центром симметрии графика не-

четной функции. Графики функций, не обладающих свойствами 

четности или нечетности, не симметричны. 

При изучении поведения четной (нечетной) функции доста-

точно изучить ее при любом 0x  и продолжить это изучение 

по симметрии на любое 0x . 

П е р и о д и ч н о с т ь  ф у н к ц и и .  Функция  xfy  , опре-

деленная на множестве  fD , называется периодической, если 

существует такое число 0T , что  x  fD  выполняются 

следующие условия: 

1) Tx  , Tx   fD ; 

2)      TxfTxfxf  . 

Число T  называется периодом функции.  

Если число Т является периодом функции  xfy   для любо-

го Nn , то число nT – также период этой функции. Если суще-

ствует наименьший положительный период функции, то он 

называется основным периодом. Если T  – период функции 

 xfy  , то достаточно построить график на одном из интерва-

лов длиной Т, а затем произвести параллельный перенос его 
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вдоль оси Ox  на Tk , Zk . Если функция  xf  – периодиче-

ская с периодом Т, то функция  kxf  – также периодическая с 

периодом 
k

T
.  

К периодическим функциям относится постоянная функция 

  cxf  , constc ,   RfD . Любое число RT  является пе-

риодом этой функции, но наименьшего (основного) периода Т 

функция не имеет. 

М о н о т о н н о с т ь  ф у н к ц и и .  Функция  xfy   называ-

ется возрастающей (убывающей) на множестве X , если боль-

шему значению аргумента из этого множества соответствует 

большее (меньшее) значение функции: 

 xf  возрастает на X     212121 :, xfxfxxXxx  ; 

 xf  убывает на X     212121 :, xfxfxxXxx  . 

Функция  xfy   называется неубывающей (невозрастаю-

щей) на множестве X , если большему значению аргумента из 

этого множества соответствует не меньшее (не большее) значе-

ние функции: 

)(xf  не убывает на Х    212121 :, xfxfxxXxx  ; 

)(xf  не возрастает на Х    212121 :, xfxfxxXxx  . 

Возрастающие и убывающие функции называются строго 

монотонными, а неубывающие и невозрастающие – монотон-

ными. 

О г р а н и ч е н н о с т ь  ф у н к ц и и .  Функция  xfy   назы-

вается ограниченной сверху (снизу) на множестве  fDX  , ес-

ли существует такое число RM , что при любых Xx  вы-

полняется условие   Mxf   (   Mxf  ): 

)(xf  ограничена сверху на X      MxfXxM  :R ; 

( )(xf  ограничена снизу на X      MxfXxM  :R ). 

Функция  xfy   называется ограниченной на множестве 

 fDX  , если существует такое положительное число M , что  
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для любого x X  выполняется условие   Mxf  : 

)(xf  ограничена на X      MxfXxM  :R . 

Функция  xfy   называется неограниченной сверху (снизу) 

на множестве  fDX   если условия ограниченности не вы-

полняются: 

)(xf  неограничена сверху на X     MxfXxM  :R ; 

( )(xf  неограничена снизу на X     MxfXxM  :R ). 

 

3.3 Определения предела функции по Гейне и по Коши 

Пусть функция  xf  определена в проколотой окрестности 

     00 0; xxxxU


. В точке 0x  значение  0xf  может 

быть не определено. 

Число A  называется пределом (по Гейне) функции  xfy   

в точке 0x  (или при 
0xx ), если для любой последовательно-

сти точек  0; xUxn 


 , сходящейся к 0x , последовательность 

соответствующих значений функции   
1nnxf  сходится к A . 

Символическая запись: 

 xfA
xx 0

lim


   



1nnx ,  0; xUxn 



 0lim: xxn
n




    axf n
n




lim . 

Число A  называется пределом (по Коши) функции  xfy   

в точке 0x  (или при 
0xx ), если для любого 0  можно ука-

зать такое число   011   , что при всех x , удовлетворяю-

щих условию 100  xx , выполняется неравенство 

   Axf . 

Символическая запись: 

 xfA
xx 0

lim


  101 0:00   xxx      Axf . 

Определения предела функции в точке 0x  по Гейне и по Ко-

ши эквивалентны. 

Предел функции обладает следующими свойствами. 
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– функция  xf  в точке 0x  не может иметь больше одного 

предела; 

– если функция  xf  в точке 0x  имеет предел, то она ограни-

чена в некоторой окрестности  0; xU 


; 

– если функции  xf  и  xg  в точке 0x  имеют конечные 

пределы, т.е.   axf
xx


 0

lim ,   bxg
xx


 0

lim : 

1)      baxgxf
xx


 0

lim ; 

2)      baxgxf
xx


 0

lim ; 

3) 
 
  b

a

xg

xf

xx


 0

lim ,  0b ; 

4)    nn

xx
axf 

 0

lim  при любом n N ; 

5)    lim
0

nn

xx
axf 


 при 0a , n N . 

– если в  0; xU 


 справедливо функциональное неравенство 

   xxf   и существуют конечные пределы  xf
xx 0

lim


, 

 x
xx


0

lim


, то    xxf
xxxx


00

limlim


 ; 

– если в  0; xU 


 справедливы функциональные неравенства 

     xxfx    и существует     Axx
xxxx





00

limlim , A R , 

то существует   Axf
xx


 0

lim ; 

– если в окрестности точки 0x  задана сложная функция 

  xufy   и существуют пределы   0
0

lim uxu
xx




 (   0xu  при 

0xx  ),   Auf
xx


 0

lim , то существует предел сложной функ-

ции   xufy   в точке 0x  и      ufxuf
uuxx 00

limlim


 . 
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3.4 Односторонние пределы функции 

Левой  -окрестностью точки 0x  называется множество всех 

x , удовлетворяющих неравенству 00  xх : 

   00; 00  xxxxU  . 

Правой  -окрестностью точки 0x  называется множество 

всех x , удовлетворяющих неравенству  00 xx : 

     00 00; xxxU . 

Число A  называется левым пределом функции  xfy   в 

точке 0x , если для любого 0  существует   0  , такое, 

что  0; 0  xUx 


 выполняется неравенство    Axf : 

  Axf
xx


 00

lim    :00     0; 0  xUx 


     Axf . 

Число A  называется правым пределом функции  xfy   в 

точке 0x , если для любого 0  существует   0  , такое, 

что  0; 0  xUx 


 выполняется неравенство    Axf : 

  Axf
xx


 00

lim    :00     0; 0  xUx 


     Axf . 

Функция  xf  имеет в точке 0x  предел тогда и только тогда, 

когда в этой точке существуют конечные правый и левый преде-

лы и они равны между собой      xfxfxf
xxxxxx 00 000

limlimlim


 . 

Критерий Коши существования предела функции: для того 

чтобы функция  xf  имела в точке 
0xx   конечный предел, 

необходимо и достаточно, чтобы для любого 0  существова-

ла такая окрестность  0; xU   точки 0x  такая, что для любых 

'
x ,  0

''
; xUx   имеет место неравенство     

'''
xfxf : 

  Axf
xx


 0

lim    :00     0

'''
;, xUxx      

     
'''

xfxf . 
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Вопросы для самоконтроля 

 

1 Дайте определение функции, ее области определения, 

множества значений. 

2 Перечислите способы задания функций.  

3 Какими элементарными свойствами обладают функции. 

4 Дайте определение сложной функции. 

5 Дайте определение обратной функции. Как для взаимно 

однозначной функции получить обратную ей? Как располагают-

ся графики взаимно-обратных функций? 

6 Сформулируйте определения предела функции в точке по 

Гейне и по Коши. 

7 Сформулируйте отрицания этих определений. 

8 Сформулируйте определения по Коши, соответствующие 

следующим символическим обозначениям: 

а)   


xf
ax

lim ;  в) ;   axf
x




lim ;  д)   


xf
x
lim ;  

б)   


xf
x
lim ;  г)   


xf

x
lim ;  е)   


xf

x
lim . 

9 Дайте определения односторонних пределов функции. Ка-

кая связь между односторонними пределами и пределом функ-

ции? 

10 Сформулируйте критерий Коши существования предела 

функции. 

 

Решение типовых примеров 

 

1 Найти область определения D и множество значений Е 

функции 
2

4

1

x
y


 . 

Р е ш е н и е . Функция 
2

4

1

x
y


  определена, если 

04
2
 x , т.е. если 2x . Поэтому областью определения 

функции является множество 

     2 2;2D f x x    R . 
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Поскольку 
2

1

4

1

2


 x
 для всех x  из области определения, 

то множество значений есть 

  

















 ;
2

1

2

1
yyfE . 

2 Доказать, что функция  
x

xf
1

  является неограниченной 

сверху на множестве  1;0 . 

Р е ш е н и е . По определению: 

)(xf  ограничена сверху на  1;0    

 1;0:  xM R   Mxf  . 

Построим отрицание для этого определения: 

)(xf  неограничена сверху на  1;0    

 1;0:  xM R   Mxf  . 

Возьмем 
M

x



1

1
. 

Тогда MM
M

f 















1

1

1
 для любого M . 

Следовательно, существует такое число  1;0x , что 

  Mxf  . Поэтому функция неограничена. 

3 Определить, какая из данных функций четная, нечетная 

а)   xxxxf sin232
 , б)   xxxf 5

2
 , в)   xx

xf


 22 ? 

Р е ш е н и е .  

а) изменим знак аргумента, тогда получим: 

       xfxxxxxxxf  sin2sin2 3232
. 

Следовательно, функция нечетная. 

б) здесь       xxxxxf 55
22
 . Таким образом, эта 

функция общего вида. 

в) имеем 

     xfxf
xxxx



2222 . 

4 Найти период функции xxy 4cos3cos  . 
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Р е ш е н и е . Функция x3cos  имеет период 
3

2
1


T , а функ-

ция x4cos  – период 
4

2
2


T . Поскольку 243 21  TT , то чис-

ло 2  является периодом данной функции. 

5 Показать, что функция 23  xy  имеет обратную, и найти 

ее аналитическое выражение. 

Р е ш е н и е . Функция 23  xy  Rx  монотонно возраста-

ет. Следовательно, имеет обратную.  

Решив уравнение 23  xy  относительно x , получим 

 
3

21 


 y
yfx .Поменяв местами обозначения, найдем обрат-

ную функцию  
3

21 


 x
xfy . 

Графики этих функций изображены на рисунке 3.1. 

 

 
Рисунок 3. 1. – Графики функции 

23  xy  и обратной ей 

 
3

21 


 x
xfy  

 
 

Рисунок 3. 2 – График функции 

2

2 ,   если  3,

0,1 ,   если  3.

x x
y

x x

 
 


 

 

6 Построить график функции 
2

2 ,   если  3,

0,1 ,   если  3.

x x
y

x x

 
 


  

Р е ш е н и е . При 3x  функция представляется лучом пря-

мой xy  2 , при 3x  – параболой 2
1,0 xy  . График данной 

функции представлен на рисунке 3.2. 

y 

    0     1   2   3 

2 

1 

x 
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7 Используя определение предела функции по Гейне, дока-

зать, что 2
1

1
lim

2

1






 x

x

x
. 

Р е ш е н и е . Функция  
1

1
2






x

x
xf  (рисунок 3.3) не опреде-

лена в точке 10 x , но определена для любой  0; xU 


. Пусть 

 
1nnx  – произвольная последовательность с общим членом 

1nx  n N , такая, что 1lim 


n
n

x . Образуем последователь-

ность  
1

1
2






n

n
n

x

x
xf  n N . Так как 1nx , то   1 nn xxf  

n N .  

Поэтому     21limlim 


n
n

n
n

xxf . 

 

 

Рисунок 3.3 – График функции  
2

1

1

x
f x

x





. 

 

Следовательно, 2
1

1
lim

2

1






 x

x

x
. 

8 Доказать, что функция   xxy cos  не имеет предела при 

x . 

Р е ш е н и е . Докажем, что эта функция не удовлетворяет 

определению предела функции при x   по Гейне: 

  Axf
x




lim     



1nnx , 0nx ,  0; xUxn 



 :  


n
n

xlim  

  Axf n
n




lim . 
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Для этого укажем такую бесконечно большую последова-

тельность  
1nnx , что последовательность  

1
cos

nnx  расходится. 

Положим nxn  , Nn . Тогда 


n
n

xlim  и последователь-

ность  ,1,1,1,1cos nx  расходится. Следовательно, функция 

xcos  не имеет предела при x . 

9 Используя определение предела по Коши, доказать, 

0sinlim
0




x
x

. 

Р е ш е н и е . Возьмем произвольное малое 0 . Положим 

  . Известно, что x  0;


U  выполняется неравенство 

  xxsin . Это означает, что 0sinlim
0




x
x

. 

10 Докажите, что для функции  

 









0 если ,0

,0 если ,1

x

x
xf  

число 1 не является пределом при 0x .  

Р е ш е н и е . Положим 
2

1
0  . Тогда 0  существуют 

0x  и 0x  такие, что  00 xx . Для 0x  имеем 

 
2

1
1101 xf .  

Значит, 

00
2

1
0    00 xxx :     01 xf . 

Поэтому   1lim
0




xf
xx

. 

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 Найти область определения следующих функций: 

а) 
 

2

1ln






x

x
y ; б) 








 1

2
arccos

x
y ; в) x

x

x
y sin

9

1
4

2





 . 

2 Исследовать на ограниченность следующие функции: 
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а) 
2

3




x
y  на  3;1 ,    б) 

1

cos
2



x

x
y  на R . 

3 Определить, какая из данных функций четная, нечетная: 

а)  1ln5
2
 xxy ;    

б) xxy sin3
3
 ;  

в) 




  1log

2

2 xxy . 

4 Найти период следующих функций: 

а) xxxxy cossinsincos
33

 ,    б) xy sin . 

5 Используя определение предела функции по Коши, дока-

зать, что: 

а) 63lim
2




x
x

;      в) 6
3

9
lim

2

3






 x

x

x
;  

б)  
1

lim 2 4 2
x

x


   ;    г)   


42lim x
x

. 

6 Доказать, что функция   xxy sin  не имеет предела при 

x . 

7 Доказать, что число 1 не является пределом функции  xf  

при 0x , если   xxf sin . 

8 Привести пример функции, удовлетворяющей условию: 

а)   3lim
2




xf
x

,   б)  xf  не имеет предела в точке 2x . 

9 Привести пример функций  xf  и  xq , каждая из которых 

не имеет предела в точке 0x , но их сумма, произведение, раз-

ность; частное имеет предел в точке 0x . 

10 Известно, что   Axf
xx


 0

lim ,   Bxq
xx


 0

lim . Найти: 

а)  xf
n

xx 0

lim


, n N ;     в)      21lim
0




xqxf
xx

; 

б) 
   

  1
lim

2

2

0 



 xq

xqxf

xx
;     г)  xf

xx

2

0

lim


. 

11. Вычислить пределы: 

а) 










23

1
2lim

2

1
x

x
x

x
;    д) 

2

4
lim

2

2 



 x

x

x
;  
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б) 
2

2
lim

2 



 x

x

x
;       е) 

23

22
lim

2

23

1 



 xx

xxx

x
;  

в) 
13

16
lim

2

3 2

1 



 xx

xx

x
;      ж)  5214lglim

2



xx

x
;  

г) 
1

lim




 x

xxx

x
;     з)

x

x x

x













 72

4
lim . 

12 Для функции  
  12

4
2






xx

x
xf  найти: 

а)  xf
x 2
lim


;    б)  xf

x 1
lim


;    в)  xf

x 
lim . 

 

Задания для домашней работы 

 

1 Найти область определения следующих функций: 

а)    6arcsin9log
2

3  xxy ; б)  xy sinln ; 

в) 
4

32

2

2






xx

x
y . 

2 Исследовать на ограниченность следующие функции: 

а) 
2

5




x
y  на  4;4 ;    б) 

1

sin




x
e

x
y  на R . 

3 Определить, какая из данных функций четная, нечетная: 

а) 65
2

 xxy ; б) 3cos52
4

 xxy ; в) 
1

1








x

x

e

e
y . 

4 Найти период следующих функций: 

а) xxy 5sin4cos  ,    б) xy 2cos . 

5 Используя определение предела функции по Коши, дока-

зать, что: 

а) 
2

lim sin 0
x

x


 ;       в) 9lim
2

3



x

x
;  

б) 1
3

9
lim

2

2






 x

x

x
;       г)   11lim

3

0



x

x
. 

6 Доказать, что функция: 
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 













0  при   0

,0  при   
1

sin

x

x
xxy  

не имеет предела в точке 0. 

7 Привести пример функции, удовлетворяющей условию: 

 xf  не имеет предела в точке 2x , но функция  xf  имеет 

предел в этой точке. 

8 Привести пример функций  xf  и  xq , каждая из которых 

не имеет предела в точке 1x , но их сумма, произведение, раз-

ность, частное имеет предел в точке 1x . 

9 Известно, что   Axf
xx


 0

lim ,   Bxq
xx


 0

lim . Найти: 

а)     xqxf
xx

22

0

lim 


;  б) 
 

  xxq

xxf

xx cos

sin
lim

2
0 

; в)  xf
xx

coslim
0

. 

10 Вычислить пределы: 

а)  xx
x

cos2lim
3

4





;      д) 
65

123
lim

2

23

3 



 xx

xxx

x
;  

б) 
1

1
lim

3

2

1 



 x

x

x
;        е) 

2

321
lim

4 



 x

x

x
;  

в)  14sinlim
2

2



xx

x
;      ж) 

4

2
lim

4

16 



 x

x

x
;  

г) 
3

345

12
lim





 x

xxx

x
;    з) 

2

23

9
lim

6x

x

x x




. 
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Практическое занятие 4 Бесконечно малые функции 

 

4.1 Определение и свойства бесконечно малых функций 

4.2 Сравнение асимптотического поведения функций 

 

4.1 Определение и свойства бесконечно малых функций 

Функция  x  называется бесконечно малой функцией (или 

бесконечно малой) при 
0xx , если   0lim

0




x
xx
 .  

Обозначается:    1ox  . 

Функция  xf  при 
0xx  имеет конечный предел тогда и 

только тогда, когда функция     Axfx   является бесконеч-

но малой при 
0xx . 

С в о й с т в а  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  ф у н к ц и й  

– конечная сумма бесконечно малых функций есть функция, 

бесконечно малая; 

–  произведение бесконечно малой функции  x  и функции 

ограниченной  x  есть бесконечно малая функция; 

– произведение некоторого числа и бесконечно малой функ-

ции есть бесконечно малая функция; 

– произведение двух бесконечно малых функций есть беско-

нечно малая функция; 

– частное от деления бесконечно малой функции  x  на 

функцию  x , такую, что   0lim
0




x
xx
 , есть бесконечно малая 

функция; 

– если функция  x  при 
0xx  – бесконечно малая, то 

функция 
 x

1
 при 

0xx  – бесконечно большая. Если функция 

 xf  при 0xx  – бесконечно большая, то функция 
 xf

1
 при 

0xx  – бесконечно малая.  
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4.2 Сравнение асимптотического поведения функций 

 

П е р в ы й  з а м е ч а т е л ь н ы й  п р е д е л :  

1
0

0sin
lim

0











 x

x

x
. 

В т о р о й  з а м е ч а т е л ь н ы й  п р е д е л :  

  e
x

x

x














1

1
1lim ,      ex x

x





11lim

1

0
. 

Под асимптотикой, или асимптотическим поведением 

функции в окрестности некоторой точки R0x , понимается 

описание поведения функции вблизи точки 0x , в которой функ-

ция, как правило, не определена. 

Асимптотическое поведение функции обычно характеризует-

ся с помощью другой, более простой или более изученной функ-

ции, которая в окрестности исследуемой точки с малой относи-

тельной погрешностью воспроизводит значения изучаемой 

функции. 

Если  x ,  x  – бесконечно малые функции и 

 
 

0lim
0




с
x

x

xx 


, 

то они называются бесконечно малыми одного порядка малости.  

Обозначается:     xOx   .  

Запись    1Ox   означает, что функция  x  при 
0xx  

ограничена, т.е.  1O  – множество ограниченных функций при 

0xx . 

Если функции  x ,  x  – бесконечно малые и 
 
 

1lim
0


 x

x

xx 


 

то они называются эквивалентными (асимптотически равными) 

при 
0xx . 

Обозначается:    xx  ~  или    xx    при 
0xx . 

Если функция  x  такова, что   0lim
0




x
xx
 , то при 

0xx  

справедливы следующие асимптотические равенства: 
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     ~tg~sin~ xxx   ~arcsin x  xarctg ~  

~   ~1ln x  
1

x
e
 ,    x

n
xn 

1
~11  . 

Предел отношения двух бесконечно малых функций равен 

пределу отношения эквивалентных им функций, т. е. если при 

0xx     xx 1~ ,    xx 1~  , то 

 
 

 
 x

x

x

x

xxxx
1

1

00

limlim









 . 

Данное свойство используется при вычислении пределов, так 

как каждую бесконечно малую (или только одну) можно заме-

нить бесконечно малой, ей эквивалентной. 

Если функции  x ,  x  – бесконечно малые и 

 
 

0lim
0


 x

x

xx 


, то говорят, что  x  является бесконечно малой 

функцией более высокого порядка по сравнению с функцией 

 x . Обозначается:     xox   .  

Запись    1ox   при 
0xx  означает, что функция  x  яв-

ляется бесконечно малой при 
0xx .  1o  – множество беско-

нечно малых функций при 
0xx . 

Если функции  x ,  x  – бесконечно малые и 

 

  
0lim

0




c
x

x
k

xx 


, 0k , то  x  называется функцией k -го 

порядка малости по сравнению с  x . 

Соотношения вида  

    xOx   ,     xox   ,    xx  ~  при 
0xx  

называются асимптотическими оценками. 

Ниже приведены некоторые важные пределы, которые ис-

пользуются при вычислении: 

a
x

a
x

x
ln

1
lim

0





,   1

1
lim

0




 x

e
x

x
,   

 







 x

x

x

11
lim

0
,  

 
1

1ln
lim

0




 x

x

x
,   

 
e

x

x
a

a

x
log

1log
lim

0





. 

 



 70 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 Дайте определение бесконечно малой функции. 

2 Перечислите свойства бесконечно малых функций. 

3 Докажите первый замечательный предел. 

4 Докажите второй замечательный предел. 

5 Какие бесконечно малые функции называются эквива-

лентными? Приведите примеры эквивалентных функций. 

 

Решение типовых примеров 

 

1 Вычислить пределы:  

а) 
x

x

x 3sin

5sin
lim

0
;     г) 

x

bx

x

tg
lim

0
;     ж)   x

x
x

1

0
21lim 


;  

б) 
y

y

y

121
lim

0




;   д) 

 
y

y31ln 
;    и) 

y

e

y

y

1
lim

2

0




;  

в) 
20

cos
lim

2

x

xe
x

x




;    е) 

 

56

5sin
lim

25 



 xx

x

x
. 

 

Р е ш е н и е . 

а) имеем:  











 3

5

3sin

3

5

5sin
lim

0

0

3sin

5sin
lim

00 x

x

x

x

x

x

xx
 


 x

x

x

x

xx 3sin

3
lim

5

5sin
lim

3

5

00 3

5

3

3sin
lim

5

5sin
lim

3

5

0

0






x

x
x

x

x

x
. 

 

б) имеем:  

 
1

2

0 0

1 2 11 2 1 0
lim lim 2 2

0 2y y

yy
y x

y y 

    
      
 
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 
1

2

1
2

11
lim2

2

1

0





 x

x

x
. 

в) имеем: 

















2

0
2

0

cos11
lim

0

0cos
lim

22

x

xe

x

xe
x

x

x

x
 








 2020

cos1
lim

1
lim

2

x

x

x

e

x

x

x





2

2

00

2
sin

lim
1

lim
x

x

t

e

x

t

t
 

4

5

4

1
1

sin
lim

4

1
1

2
4

2
sin

lim1
2

2

02

2

0













 t

t

x

x

tx
. 

г) имеем:  











 bx

b

bx

bx

bx

bx

xx

bx

xxxx cos
lim

sin
lim

cos

sin1
lim

0

0tg
lim

0000
 

bb 1 . 

 

д) имеем: 

   
0 0

ln 1 3 ln 1 30
lim lim 3 3

0 3y y

y y
y x

y y 

  
      
 

 

 
313

1ln
lim3

0





 x

x

x
. 

е) имеем: 

   

   25 5

sin 5 sin 50
lim lim 5

6 5 0 5 1x x

x x
x t

x x x x 

  
      

    
 

 4

sin
lim

0 


 tt

t

t 4

1

4

1
1

4

1
lim

sin
lim

00




 tt

t

tt
. 

 

ж) имеем:  

   


 121lim

1

0
x

x
x =

введем новую

переменную 2y x
= 
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=     2

2
1

0

2

0
1lim1lim eyy y

y
y

y












. 

и) имеем: 

2 2

0 0

1 0 1
lim lim

20

2

y y

y y

e e

yy 

  
   
  2

y
x 

0

1 1
lim

2

x

x

e

x


  

2

1
1

2

1
 . 

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 Доказать, что функция  x  при ax  является бесконеч-

но малой: 

а)    2sin  xx  при 2x ; 

б)   23
2

 xxx  при 1x ; 

в)   









x
xx

1
sin

2  при 0x . 

2 С помощью принципа замены эквивалентных функций вы-

числить следующие пределы: 

 

а) 
 x

x

x 21ln

3sin
lim

0 
; д) 

 
4 840 7

21ln
lim

xx

x

x 




; 

б) 
2

2

0

2tg
lim

x

x

x
; е) 

x

xx

x 3arcsin

4cos6cos
lim

20




; 

в) 
43

53

0 35

2sin
lim

xxx

xxx

x 




; ж) 

4 84

2

0 16

1
lim

xx

e
x

x 




; 

г) 
x

x

x 3sin

12sin1
lim

5

0




;      и) 

xx

ee
xx

x 2arctgsin2
lim

2

23

0 





. 
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3 Вычислить пределы: 

а) 
x

x

x

2sin
lim

0
; ж) 

x

x

x

arctg
lim

0
; 

б) 

2

cos
lim

2


 x

x

x

; и) 
3

2

1 sin

sin
lim

x

x

x 




; 

в) 

2

3
lim















x

x x

x
; 

к) 
2

3

4
lim

x

x x

x














; 

г) 
t

t

t

141
lim

3

0




; л) 

1

2
lim

30  tt e

t
; 

д) 
x

x

x

1sin1
lim

4

0




; м) 

2

20

ln cos
lim
x

x

x
; 

е) 
 

56

5sin
lim

25 



 xx

x

x
;      н) 

  
















 4

2

2

1
lim

2

2

2
2 x

x

xx
. 

 

Задания для домашней работы 

 

1 Доказать, что функция  x  при ax  является бесконеч-

но малой: 

а)  
x

x
x

cos
  при x ;  

б)   xx cos  при 
2


x ; 

в)   









x
xx

1
cos  при 0x . 

2 С помощью принципа замены эквивалентных функций вы-

числить следующие пределы: 

а) 
 

x

x

x 2cos1

4arcsin
lim

2

0 
; д) 

 
67

33ln
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
; 
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б) 
x

xx

x 2arctg

2sin4sin
lim

0




; е) 

x

e
x

x

1
lim

sin

0




; 

в) 
 

62

3sin
lim

3 



 x

x

x
; ж) 

 x

xx

x 31ln

5
lim

3 63

0 




; 

г) 
 x

e
x

x 61ln

1
lim

3

0 




; и) 

0

1 5
lim

1

x

xx e




. 

 

3 Вычислить пределы: 

а) 
x

x

x

arcsin
lim

0
; ж) 

x

x

x 10sin

6sin
lim

0
; 

б) 
x

x

x 3sin

7sin
lim

2

2

0
; и) 

bx

ax

x tg

tg
lim

0

; 

в) 

x

x x

2
1

1lim 










; 

к) 
x

x x

x
2

0 1

1
lim 














; 

г) 
121

3
lim

0  t

t

t
; л) 

t

e
t

t 3

1
lim

2

0





; 

д) 
x

xx

x

24
lim

0




; м) 

x

xx

x sin

2sin7sin
lim

0




; 

е) 
20

cos
lim

2

x

xe
x

x




; н) 


















 1

2

1

1
lim

2

2

1 x

x

xx
. 
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Практическое занятие 5 Непрерывность функции 

 

5.1 Определение непрерывности функции 

5.2 Точки разрыва и их классификация 

5.3 Свойства непрерывных функций 

 

5.1 Определение непрерывности функции 

Функция  xfy   называется непрерывной в точке 0x , если 

выполняются следующие три условия: 

1) функция  xfy   определена в точке 0x , т.е.  fDx 0
; 

2) существует  xf
xx 0

lim


; 

3)    0
0

lim xfxf
xx




. 

Если в точке 0x  нарушено хотя бы одно из условий 1–3, то 

функция называется разрывной в точке 0x , а точка 0x  – точкой 

разрыва. 

Функция  xf  называется непрерывной в точке 0x  (по Ко-

ши), если для любого заданного числа 0  можно найти такое 

число 0  (зависящее от   и 0x ), что для всех x , для которых 

 0xx , выполняется неравенство      0xfxf . 

Символическая запись:  

 xf  непрерывна в точке 0x     

 0;:00 xUx           0xfxf . 

Пусть xxx  0
 есть приращение аргумента, а 

    yxfxxf  00
 приращение функции в точке 0x . При 

фиксированном 0x  переменной x  приращение y  является 

функцией аргумента x . Геометрический смысл приращений 

виден на рисунке 5. 1.  

Можно дать еще одно определение непрерывности функции в 

терминах приращений. 

Функция  xf  называется непрерывной в точке 0x , если бес-

конечно малому приращению аргумента x  соответствует бес-

конечно малое приращение функции y , т.е. 0lim
0




y
x

.  
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Функция  xf , определенная в некоторой левой (правой) 

окрестности точки 0x  называется непрерывной слева (справа) в 

точке 0x , если существует предел слева (справа) функции 

 xfy   и он равен  0xf : 

 xf  непрерывна справа в точке    0
0

0
0

lim xfxfx
xx




, 

 xf  непрерывна слева в точке    0
0

0
0

lim xfxfx
xx




. 

 

 
Рисунок 5. 1 – Определение непрерывности функции 

 

Из определения односторонней непрерывности в точке 0x  

следует, что функция  xf , определенная в некоторой  -

окрестности точки 0x , непрерывна в точке 0x  тогда и только 

тогда, когда она непрерывна в этой точке слева и справа. 

Функция  xf  называется непрерывной в точке 0x  (по 

Гейне), если для любой последовательности точек  0; xUxn  , 

сходящейся к 0x , последовательность соответствующих значе-

ний функции   
1nnxf  сходится к  0xf . 

Символическая запись: 

 xfA
xx 0

lim


   

  



1nnx ,  0; xUxn  0lim: xxn

n



      0lim xfxf n

n



. 

Функция  xf  непрерывная во всех точках некоторого мно-

жества X , называется непрерывной на множестве X . 

Если  baX ; , то для непрерывности функции на  ba;  тре-

буется, чтобы  xf  была непрерывна во всех внутренних точках 
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отрезка, непрерывна справа на левом его конце, т.е. в точке a , и 

непрерывна слева на правом его конце, т.е. в точке b . Класс не-

прерывных на отрезке  ba;  функций обозначается  ba;C . 

Пусть функции  xf  и  xg  непрерывны в точке 0x . Тогда 

функции    xgxf  ,    xgxf  , 
 
 xg

xf
, где   0xg , также не-

прерывны в этой точке. 

Пусть функция  xfy   определена на промежутке X , и 

множество ее значений Y . 

Число M  ( m ) называется точной верхней (нижней) гранью 

функции  xfy   на множестве X , если выполняются следую-

щие условия  

1) Xx    Mxf   (   mxf  ); 

2) для любого числа MM 
'

 ( mm 
' ) найдется такая точка 

Xx 
'

, что   ''
Mxf   (   ''

mxf  ). 

Условие 1) означает, что число M является одной из верхних 

граней функции  xfy   на множестве X , условие 2) показы-

вает, что M  наименьшая из верхних граней функции. Анало-

гично для точной нижней грани. 

Если множество Y  неограниченно сверху, то пишут 

  xf
X

sup , если снизу, то   xf
X

inf . 

 

5.2 Точки разрыва и их классификация 

 

Точка 0x  называется точкой разрыва функции  xf , если в 

этой точке функция  xf  не является непрерывной. 

Разрывы функции классифицируются следующим образом.  

Точка 0x  называется точкой устранимого разрыва функции 

 xf , если  

  Axf

xx
xx






0

0

lim  и   Axf 0
. 

Вводя новую функцию  
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 
 










,если,

,если,

0

0

1
xxA

xxxf
xf  

получим 

   011

0

0

lim xfAxf

xx
xx






, 

т. е. новая функция является непрерывной. 

Точка 0x  называется точкой разрыва 1-го рода функции 

 xf , если в этой точке функция  xf  имеет конечные, но не 

равные односторонние пределы: 

   xfxf
xxxx 00 00

limlim


 . 

Если    0
00

lim xfxf
xx




, то функция  xf  будет непрерывной 

слева, если    0
00

lim xfxf
xx




 – непрерывной справа. 

Пусть существуют два конечных односторонних предела 

   0lim 0
00




xfxf
xx

,    0iml 0
00




xfxf
xx

, не равные друг другу. 

Разность    00 00  xfxf  называется скачком функции  xf  

в точке 0x . 

Точка 0x  называется точкой разрыва 2-го рода функции 

 xf , если в этой точке функция  xf  имеет хотя бы один бес-

конечный односторонний предел: равен бесконечности: 

  


xf
xx 00

lim  или   


xf
xx 00

lim . 

При исследовании функции на непрерывность необходимо 

проверить выполнение условий определения 1. Если 0x  – точка 

разрыва, то для установления характера разрыва необходимо 

вычислить односторонние пределы и значение функции в иссле-

дуемой точке. 

Функция  xf  называется кусочно-непрерывной на отрезке 

 ba; , если она непрерывна во всех внутренних точках  ba; , за 

исключением, может быть, конечного числа точек, в которых 

она имеет разрыв 1-го рода. При этом существуют односторон-

ние пределы в точках a  и b . Функция  xf  называется кусочно-
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непрерывной на числовой прямой R , если она кусочно-

непрерывна на любом отрезке. 

Многочлен   n

nn xaxaaxP  ...10 , Rka , nk ,0 , явля-

ется функцией, непрерывной для любого x R .  

Всякая рациональная функция 
 
 xQ

xP
 непрерывна в любой 

точке x R , для которой   0xQ . Здесь  xP ,  xQ  – много-

члены. 

Если функция  xu   непрерывна в точке 0x , а функ-

ция  ufy   непрерывна в точке  00 xu  , то сложная функция 

  xfy   непрерывна в точке 0x . 

Тогда справедливы следующие равенства для непрерывных 

функций: 

    










xfxf

xxxx


00

limlim ,    










xfxf

xxxx 00

limlim . 

Пусть функция  xfy   определена, непрерывна и монотон-

на на некотором множестве X  и пусть Y  – множество ее значе-

ний. Тогда на множестве Y  обратная функция  yfx
1

  моно-

тонна и непрерывна. 

Все элементарные функции непрерывны во всех точках, при-

надлежащих их области определения. 

 

5.3 Свойства непрерывных функций 

Непрерывные функции обладают следующими с в о й с т в а -

м и .  

1 (устойчивость знака непрерывной функции). Если функция 

 xf  непрерывна в точке 0x  и   00 xf , то существует такая 

окрестность точки 0x , в которой знак функции совпадает со зна-

ком  0xf . 

2 (прохождение непрерывной функции через любое проме-

жуточное значение). Если функция  xf  непрерывна на отрезке 

 ba;  и на его концах принимает значения разных знаков, то 



 80 

внутри этого отрезка существует точка  , в которой значение 

функции равно нулю: 

 xf :     0bfaf     bax ;0  :   00 xf . 

3 Пусть  xf  непрерывна на отрезке  ba;  и   Aaf  , 

  Bbf  . Тогда для любого числа C , заключенного между A  

и B , найдется такая точка  bac ; , что   Ccf  . 

Свойство 3 можно переформулировать так: непрерывная 

функция, переходя от одного значения к другому, обязательно 

принимает все промежуточные значения между ними. 

4 (ограниченность непрерывных функций). Если функция 

 xf  определена и непрерывна на отрезке  ba; , то она ограни-

чена на этом отрезке. 

5 (достижение непрерывной функцией своих точных граней). 

Если функция  xf  непрерывна на отрезке  ba; , то на этом от-

резке она достигает своих нижней и верхней граней, т.е. на нем 

существуют по крайней мере две точки 1x  и 2x  такие, что 

 
 

 xfxfM
ba;

1 sup ,  
 

 xfxfm
ba;

2 inf . 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 Сформулируйте определения непрерывной функции. 

2 Какие арифметические действия не нарушают свойство 

непрерывности. 

3 Дайте определение точек разрыва. 

4 Какие точки называются точками разрыва функции? 

5  Дайте определение точек устранимого разрыва и точек 

разрыва 1 и 2 рода. 

6 Перечислите основные свойства непрерывных функций: о 

непрерывности сложной функции, основных элементарных 

функций, об устойчивости знака непрерывной функции, о про-

хождении непрерывной функции через любое промежуточное 

значение, о достижении непрерывной функцией своих точных 

граней. 
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Решение типовых примеров 

 

1 Доказать непрерывность функции baxy  . 

Р е ш е н и е . Функция baxy   определена при всех значе-

ниях x , т.е. x R . Фиксируем некоторое значение 0x  из этого 

множества. 

Тогда  

0      0000 xxaaxaxbaxbaxxyxy  . 

Как только  0xx , то      axyxy 0 . 

Следовательно,  

0    
a


   :  0xx    

    


 
a

aaxyxy 0 . 

2 Исследовать на непрерывность сложные функции  

а) xey

1


 ,     б) 4
sin xy  . 

Р е ш е н и е . а) функция xey

1


  является композицией сле-

дующих элементарных функций: 
x

y
1

  и y
ef  . Так как 

функция 
x

y
1

  не определена в точке 0x , то функция не 

является непрерывной в этой точке. В остальных точках она не-

прерывна как композиция непрерывных функций. 

б) функция 4
sin xy   является композицией функций 

zy sin  и 4
xz  . Так как функции y  и z  непрерывны при всех 

значениях своих аргументов, то по теореме о непрерывности 

сложной функции 4
sin xy   также непрерывна при всех x . 
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3 Доопределить функцию  

 













,0если,0

,0если,
sin

x

x
x

x

xf  

задав  0xf  так, чтобы получившаяся функция была непрерывна 

в точке 0x . 

Р е ш е н и е .  Функция  

 













0если,0

,0если,
sin

x

x
x

x

xf  

непрерывна во всех точках числовой прямой кроме точки 0x . 

Поскольку 01
sin

lim

0
0




 x

x

x
x

, то в точке 0x  функция имеет 

устранимый разрыв. Этот разрыв можно устранить, положив  

 













.0если,1

,0если,
sin

1

x

x
x

x

xf  

4 Доказать, что уравнение 024
3

 xx  имеет по меньшей 

мере один действительный корень в указанном промежутке  

 1,0 . 

Р е ш е н и е . Рассмотрим функцию   24
3

 xxxf . Она не-

прерывна при всех x (как сумма непрерывных функций 3

1 xf  , 

xf 42  , 23 f ). Так как   020 f  и   011 f , то между 

точками 0  и 1  найдется точка 0x , в которой эта функция обра-

щается в нуль:   00 xf . Поэтому 0x  – корень уравнения. 

5 Найти точки разрыва функции  y x , где  x  – целая часть 

числа, и построить график. 

Р е ш е н и е . Функция  xE  определена следующим образом: 

если qnx  , где n  – целое число, а 10  q , то  x n , т.е. 

функция равна целой части числа. Областью определения дан-
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ной функции является множество R . Функция  y x  терпит 

разрыв при каждом целочисленном значении x . Действительно, 

пусть nx 0
, тогда  0

y x n  и 
0 0

lim 1
x x

y n
 

  , а 
0 0

lim
x x

y n
 

 . 

Причем каждая из этих точек является точкой разрыва первого 

рода (рисунок 5. 2). 

 
Рисунок 5. 2 – График функции  y x  

 

Во всех точках x R \ Z  функция  y x  является непре-

рывной как постоянная. 

6 Определить точки разрыва функции 1

2

 xey . 

Р е ш е н и е . Данная функция не определена в точке 1x .  

Односторонние пределы равны: 

0lim 1

2

01




x

x
e ,    



1

2

01
lim x

x
e . 

Поскольку один из односторонних пределов является беско-

нечностью, то 1x  является точкой разрыва второго рода этой 

функции. 

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 Докажите непрерывность следующих функций: 

а) 2
xy  ;    б) xy cos ;    в) xy  . 

2 Функция  xf  определена в окрестности точки 10 x , ис-

ключая саму точку 0x . Доопределите функцию  f x  задав 
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 0xf  так, чтобы получившаяся функция была непрерывна в 

точке 0x : 

а)  
1

1
2






x

x
xf ;      б)  

 
1

1sin






x

x
xf . 

3 Исследовать на непрерывность сложную функцию 

x
xy

1
sin . 

4 Непрерывна ли функция 

 























?3   при,5

,31   при,14

,10   при,1

,0   при,1

2

xx

xxx

xx

x

xf  

5 Установите, как надо доопределить функцию в точке ax  , 

чтобы функция  в этой точке была непрерывна: 

а)  
x

e
xf

x

3

1
2


 , 0x ;   б)  
127

34
2

2






xx

xx
xf , 3x . 

6 Докажите, что уравнение 064
3

 xx  имеет по меньшей 

мере один действительный корень в промежутке   2,1 . 

7 Исследовать функцию 
 x

y
x

  на непрерывность, и постро-

ить график функции. 

8 Найти точки разрыва функций и установить их тип: 

 

а) 
 21

1




x
y ; г) 

23

73
2






xx

x
y ; 

б) 
x

y
1

sin ; д) 
x

y



2

1
arctg ; 

в) 
3

3
ln






x

x
y ; е) 

2 3, если 1

3 2, если 1.

x x
y

x x

  
 

 
. 
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Задания для домашней работы 

 

1 Доказать непрерывность функции 

а) 3 xy  ;    б) xy sin ;    в) 3
xy  . 

2 Функция  xf  определена в окрестности точки 10 x , ис-

ключая саму точку 0x . Доопредеите функцию  f x  задав  0xf  

так, чтобы получившаяся функция была непрерывна в точке 0x : 

а)  
1

1
3






x

x
xf ,     б)     xxxf ctg1 . 

3 Исследовать на непрерывность сложную функцию 

sin 2y x x . 

4 Установите, как надо доопределить функцию в точке 0x , 

чтобы функция  
x

ee
xf

xx

2




  в этой точке была непрерывна: 

5 Докажите, что уравнение 095,015,2
4

 xx  имеет по 

меньшей мере один действительный корень в промежутке  2,1 . 

6 Исследовать функцию 

















0при1

,0при0

,0при1

sgn

x

x

x

xy  

на непрерывность и построить график. 

7 Найти точки разрыва функций и установить их тип: 

а) 
3

1






x

x
y ,      в) 

x
y


cos , 

б) xy sinln ,     г) 
x

x
y

2cos1
 . 

8 Изобразите схематически график какой-либо функции, ко-

торая в точке 30 x : 

а) непрерывна; 

б) имеет конечный предел, но не непрерывна; 

в) имеет бесконечный предел; не имеет предела; 
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г) непрерывна слева и имеет конечный предел справа, но не 

непрерывна справа; 

д) имеет конечные пределы и слева, и справа, но не непре-

рывна ни слева, ни справа; 

е) непрерывна слева и имеет бесконечный предел справа; 

ж) непрерывна слева и не имеет предела справа; 

и) имеет бесконечный предел слева и не имеет предела спра-

ва; 

к) не имеет предела ни слева, ни справа. 
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Индивидуальные домашние задания 

 

ИДЗ–1 Числовые множества 

 

1 Составьте подмножества множества A  элементами кото-

рых являются N , Z , нечётные, чётные, отрицательные, поло-

жительные числа и числа кратные 2 : 

1.1 








 0;2;
4

3
;1;20A . 

1.2 








 7;13;2;0;
5

3
;10A . 

1.3 









10

200
;17;3;2;1A . 

1.4 









3

1
;

3

1
;

2

1
;

2

1
;1;1;0A . 

1.5  12;7,6;5,3;5,2A . 

1.6  2234
10;1;0;10;10;10;10 A . 

1.7 









7

1
;

5

1
;

3

1
;0;1;3;5;7A . 

1.8  
10

6
;

10

7
;

10

8
;

10

9
A . 

1.9  28;27;26;25;24A . 

1.10 









8

1
;

7

1
;

6

1
;

5

1
;

4

1
;

3

1
;

2

1
A . 

1.11  27;23;21;0;12A . 

1.12  3;9,2;8,2;7,2;6,2;5,2A . 

1.13  18;16;14;12;10;8;6;4;2A . 

1.14  17;15;13;11;9;7;3A . 

1.15  6;6;5;5;4;4;3;3 A . 

1.16 









5

1
;

4

1
;

3

1
;0;

5

1
;

4

1
;

3

1
A . 
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1.17 









4

2
5;

4

1
3;1000;100;10A . 

1.18 









4

3
15;12;9;3A . 

1.19 









3

1
77;48;4;12;7A . 

1.20 








 23;
5

2
22;

5

1
22;22A . 

1.21 








 8;
4

3
7;

4

2
7;

4

1
7A . 

1.22 








 16;
4

1
4;18;

3

1
15A . 

1.23 








 1;7;8;12;
10

1
A . 

1.24 









3

18
;

3

20
;

3

21
;

3

22
;

3

23
;

3

24
A . 

1.25  1;0;1;10;20;30;40 A . 

1.26 








 47;
5

4
21;

3

2
19;17;2A . 

1.27 









3

1
100;21;8;3A . 

1.28 








 3;41;
3

2
42;100;2A . 

1.29  20;18;17;16;10;8 A . 

1.30 








 27;
3

1
14;

10

3
20;8;10A . 

 

2 Найди пересечение, объединение, разность множеств A  и B : 

2.1  ;10;8;6;4;2A ,  ;20;12;8;16;4B . 

2.2  ;15;12;9;6;3A ,  ;36;27;18;9B . 
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2.3  ;20;12;8;16;4A ,  ;24;16;8B . 

2.4  ;20;15;10;5A ,  ;30;20;10B . 

2.5  ;24;18;12;6A ,  ;15;12;9;6;3B . 

2.6  ;7;7;49;7
43

B . 

2.7  ;24;16;8A ,  ;10;8;6;4;2B . 

2.8  ;27;18;9A ,  ;15;12;9;6;3B . 

2.9  ;1000;100;10A ,  ;30;20;10B . 

2.10  ;10;8;6;4;2A .  ;16;8;4;2B . 

2.11  ;15;12;9;6;3A ,  ;9;7;5;3;1B . 

2.12  ;1000;100;10 A ,  ;30;20;10 B . 

2.13  ;20;16;12;8;4 A ,  ;24;16;8 B . 

2.14 








 ;
4

1
;

3

1
;

2

1
;1A , 









 ;
16

1
;

8

1
;

4

1
;

2

1
;1B . 

2.15 








 ;
27

1
;

9

1
;

3

1
;1A , 









 ;
81

1
;

9

1
;1B . 

2.16  ;001,0;01,0;1,0A ,  ;3,0;2,0;1,0B . 

2.17  ;4;3;2;1 A ,  ;7;5;3;1 B . 

2.18  ;20;15;10;5 A ,  ;1000;100;10 B . 

2.19  ;20;15;10;5 A .  ;30;20;10 B . 

2.20 








 ;
15

1
;

10

1
;

5

1
A , 









 ;
30

1
;

20

1
;

10

1
B . 

2.21  ;3,0;2,0;1,0A , 








 ;
30

1
;

20

1
;

10

1
;0B . 

2.22 








 ;
10

3
;

10

2
;

10

1
A ,  ;3,0;2,0;1,0B . 

2.23  ;28;21;14;7 A ,     ;7;7;7
32

B . 

2.24  ;12;9;6;3 A ,     ;3;3;3
32

B . 

2.25  ;8;6;4;2 A ,     ;2;2;2
32

B . 

2.26  ;1;1;1;1 A ,  ;3,0;2,0;1,0;0;1B . 
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2.27 








 ;
5

4
;

4

3
;

3

2
;

2

1
A , 









 ;
6

4
;

5

3
;

4

2
;

3

1
B . 

2.28  ;3,0;2,0;1,0A ,  ;001,0;01,0;1,0 B . 

2.29 








 ;
3

2
2;

3

1
2;

3

2
1;

3

1
1A , 









 ;
3

5
;

3

4
;

3

3
;

3

2
;

3

1
B . 

2.30 








 ;
1000

1
;

100

1
;

10

1
A ,  ;3,0;2,0;1,0B . 

3 Доказать иррациональность числа: 

 

3.1 3 . 3.2 5 . 

3.3 7 . 3.4 11 . 

3.5 10 . 3.6 13 . 

3.7 15 . 3.8 17 . 

3.9 19 . 3.10 20 . 

3.11 21 . 3.12 22 . 

3.13 33 . 3.14 23 . 

3.15 27 . 3.16 30 . 

3.17 35 . 3.18 37 . 

3.19 40 . 3.20 41 . 

3.21 43 . 3.22 47 . 

3.23 50 . 3.24 51 . 

3.25 52 . 3.26 53  

3.27 57 . 3.28 59 . 

3.29 60 . 3.30 61 . 

 

4. Найти Xmax , Xmin , Xsup , Xinf  числового множества: 

4.1 









9

1
;

7

1
;

5

1
;

3

1
X . 
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4.2 









9

1
;

7

1
;

5

1
;

3

1
X . 

4.3 








 
n

X
2

1
;

8

1
;

4

1
;

2

1
. 

4.4 








 
n

X
2

1
;

8

1
;

4

1
;

2

1
. 

4.5 








 
n

X
3

1
;

9

1
;

3

1
. 

4.6 








 
n

X
3

1
;

9

1
;

3

1
. 

4.7 








 
n

X
10

1
;

100

1
;

10

1
. 

4.8 








 
n

X
10

1
;

100

1
;

10

1
. 

4.9 








 ;
6

1
;

4

1
;

2

1
X . 

4.10 








 ;
6

1
;

4

1
;

2

1
X . 

4.11  4:  xQxX . 

4.12  1:  xQxX . 

4.13  2:  xQxX . 

4.14  3:  xQxX . 

4.15  3:  xQxX . 

4.16  3;2X . 

4.17  3;2X . 

4.18  3;2X . 

4.19  3;2X . 

4.20 








 
n

X
1

1;
3

1
1;

2

1
1;1 . 
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4.21 






 

 
n

n

X
2

12
;;

4

3
;

2

1
. 

4.22 








 ;
1

;
4

1

2

1
;

3

1

2

1
2
1

n
X . 

4.23 








 
5

4
;

5

3
;

5

2
;

5

1
;

4

3
;

4

2
;

4

1
;

3

2
;

3

1
;

2

1
X . 

4.24 








 ;
5

1
;

4

3
;

4

2
;

4

1
;

3

2
;

3

1
;

2

1
X . 

4.25 








 
n

X
1

1;;
3

1
1;

2

1
1;1 . 

4.26 






 

 
n

n

X
2

12
;;

4

3
;

2

1
. 

4.27 








 ;
6

1
;

4

1
;

2

1
;0X . 

4.28 








 ;
6

1
;

4

1
;

2

1
;1X . 

4.29 








 ;
6

1
;

4

1
;

2

1
;1X . 

4.30 








 ;
6

1
;

4

1
;

2

1
;0X . 

 

5 С помощью метода математической индукции доказать ис-

тинность утверждений n N : 

5.1 nn 5
3
  кратно 6. 

5.2 
4

)1(
321

22
3333 


nn
n . 

5.3 24269
23

 nnn  кратно 6. 

5.4 
2

)13(
)23(741




nn
n . 

5.5 17
2


n
 кратно 24. 
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5.6 
2

)152(
)13)(1(5322

2



nnn

nn . 

5.7 513 
n  кратно 6. 

5.8 nn
nn 55)14(513595

12


 . 

5.9 615 
n  кратно 7. 

5.10 1253
2)13(2102724




n
n . 

5.11 39 
n  кратно 4. 

5.12 )32(232)12(2061
1




nn
nn . 

5.13 
  22

2

1

1
1...

16

1
1

9

1
1

4

1
1

2 
















































n

n

n
. 

5.14 
n

n

n 2

1
)

1
1()

9

1
1()

4

1
1(

2


  . 

5.15 137  n
n  кратно 9. 

5.16 
n

n

n 21

21
)

)12(

4
1()

25

4
1)(

9

4
1)(

1

4
1(

2 





  . 

5.17 17127  n
n  кратно 18. 

5.18 
)57(5)57()27(

1

1912

1

125

1










 n

n

nn
 . 

5.19 
1

1

1

1
1...

3

1
1

2

1
1

































nn
. 

5.20 
)32)(12(3

)54(

)32)(12(

1

73

1

51

1












 nn

nn

nn
 . 

5.21 24206  n
n  кратно 25. 

5.22 
)12)(12()12)(12(

12

53

7

31

1
22












 nn

n

nn

n
 . 

5.23 5325 
nn  кратно 8. 

5.24 
 

)2

)1(

)2)(1(

30

43

52

32

41




















n

nn

nn

nn
 . 

5.25 n
nn

235   кратно 4. 
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5.26 574  n
n . 

5.27 1323
325




nn  кратно 19. 

5.28 n
nn
 23 . 

5.29 
 

1
1

1
...

32

1

21

1








 nn
. 

5.30 nn
n 34

2
 . 

 

6 Вычислить: 

6.1 

8

1

1













i

i
. 6.2 

10

31

1













i

i
. 

6.3 

9

1

3



















i

i
. 6.4 

10

22

3



















i

i
. 

6.5 

6

3

22













i

i
. 6.6 

9

3

1













i

i
. 

6.7

12

44

31



















i

i
. 6.8 

7

3

33













i

i
. 

6.9 

4

3

1













i

i
. 6.10 

7

1

333



















i

i
. 

6.11 

4

3

55













i

i
. 6.12 

11

377

33













i

i
. 

6.13 

8

333

1













i

i
. 6.14 

7

434

66













i

i
. 

6.15

6

322

77













i

i
. 6.16

5

232

77













i

i
. 

6.17 

8

232

1













i

i
. 6.18 

7

355

33













i

i
. 
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6.19 

9

535

44













i

i
. 6.20 

5

636

22













i

i
. 

6.21 

10

377

44













i

i
. 6.22 

8

333

55













i

i
. 

6.23 

3

535

77













i

i
. 6.24 

8

535

22













i

i
. 

6.25 

9

232

33













i

i
. 6.26 

8

333

55













i

i
. 

6.27 

8

333

88













i

i
. 6.28. 

7

55

333



















i

i
. 

6.29 

9

77

333



















i

i
. 6.30. 

7

232

33













i

i
. 

 

7 Найти все значения корня и изобразить в комплексной 

плоскости все корни. 

 

7.1 4 33 i . 7.2 5 55 i . 

7.3 6 55 i . 7.4 4 33 i . 

7.5 3
535 i . 7.6 4 22 i . 

7.7 5
535 i . 7.8 4 31 i . 

7.9 4 33 i . 7.10 6
355 i . 

7.11 
3

31 i . 7.12 5 22 i . 

7.13 4 33 i . 7.14 
6

333 i . 

7.15 4 535 i . 7.16 
7

333 i . 

7.17 4 33 i . 7.18 6 22 i . 

7.19 8 1 i . 7.20 4 22 i . 
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7.21 8
333 i . 7.22 5

737 i . 

7.23 4 838 i . 7.24 6
355 i . 

7.25 3 22 i . 7.26 4 333 i . 

7.27 6
232 i . 7.28 5

344 i . 

7.29 4 737 i . 7.30 5
232 i . 

 

8 Найти множества точек на плоскости C , которые опреде-

ляются заданными условиями: 

8.1 31,41  zz . 

8.2 1Re,2  ziz . 

8.3 1,11  izz . 

8.4 1Re,1Im,11  zziz . 

8.5 2,1  ziz . 

8.6 


 zz arg
4

,2 . 

8.7 12,11  ziz . 

8.8 
2

arg0,4


 ziz . 

8.9 2,11  iziz . 

8.10 2Re1,1Im0,11  zzz . 

8.11 1Re,22  ziz . 

8.12 11,2  iziz . 

8.13 1Re1,2Im,1  zziz . 

8.14 
4

arg
4

,22


 ziz . 

8.15 3Re,0Im,1  zziz . 



 97 

8.16 31,121  iziz . 

8.17 1Re0,1Im1,4  zzz . 

8.18 3,411  zz . 

8.19 
2

arg0,42


 ziz . 

8.20 2,41  ziz . 

8.21 1Re,4Im,1  zziz . 

8.22 2,4  izz . 

8.23 
2

arg
3

,21


 zz . 

8.24 1Re,1  ziz . 

8.25 11,2  zz . 

8.26  ziz arg0,21 . 

8.27 2Re1,3Im0,11  zzz . 

8.28 31,2  iziz . 

8.29 3,511  zz . 

8.30 1Re,2Im,11  zziz . 

 

9 Найти решение уравнения: 

9.1 2
1

321







 i

i

iz
. 9.2 1

81

315







 i

i

iz
. 

9.3 3
21

34

2

5







 i

i

iz

i
. 9.4 10

1

3

2

6







 i

i

iz

i
. 

9.5 1
2

3

2

6







 i

i

iz

i
. 9.6 2

1

32

6

4







 i

i

iz
. 

9.7 2
1

32

4

2







 i

i

iz
. 9.8 7

91

5

2

3







 i

i

iz

i
. 
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9.9 5
91

69

2

2







 i

i

iz
. 9.10 3

54

43

2

1







 i

i

iz
. 

9.11 7
36

2

97







 i

i

iz

i
. 9.12 6

86

34

3

3







 i

i

iz
. 

9.13 1
31

9

2

3







 i

i

iz

i
. 9.14 1

32

54

42







 i

i

iz

i
. 

9.15 8
5

51

6

2







 i

i

iz

i
. 9.16 5

2

32

34

5







 i

i

iz

i
. 

9.17 2
42

34

9

5







 i

i

iz

i
. 9.18 16

52

34

32

1







 i

i

iz
. 

9.19 4
83

73

48







 i

i

iz

i
. 9.20 4

191

234

2313

1







 i

i

iz
. 

9.21 6
92

72

11

4







 i

i

iz

i
. 9.22 4

253

59

32

1







 i

i

iz
. 

9.23 8
51

72

7

3







 i

i

iz
. 9.24  16

22

44

22

1







 i

i

iz
. 

9.25 3
3

81

39

5







 i

i

iz

i
. 9.26  4

77

33

88







 i

i

iz

i
. 

9.27 1
31

51

3







 i

i

iz

i
. 9.28  6

88

333







 i

i

iz
. 

9.29 4
1

361







 i

i

iz
. 9.30 10

1

33

2

6







 i

i

iz

i
. 
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ИДЗ–2 Предел последовательности 

 

1 Доказать, что aan
n




lim  (указать )(N ): 

1.1 1,
4

1





 a

n

n
an . 1.2 2/1,

12

3





 a

n

n
an . 

1.3 2,
4

22





 a

n

n
an . 1.4 2,

4

12





 a

n

n
an . 

1.5 1,
3

5





 a

n

n
an . 1.6 1,

3



 a

n

n
an . 

1.7 1,
72

62





 a

n

n
an . 1.8 2,

4

12





 a

n

n
an . 

1.9 
1

, 1/ 2
2 4

n

n
a a

n


 


. 1.10 1,

4

1





 a

n

n
an . 

1.11 3,
6

13





 a

n

n
an . 1.12 3,

6

3



 a

n

n
an . 

1.13 1,
5

1





 a

n

n
an . 1.14 2,

12

14





 a

n

n
an . 

1.15 2/1,
42




 a
n

n
an . 1.16 1,

52

32





 a

n

n
an . 

1.17 2,
4

32





 a

n

n
an . 1.18 2,

6

12





 a

n

n
an . 

1.19 1,
53

23





 a

n

n
an . 1.20 2/1,

42

3





 a

n

n
an . 

1.21 4,
5

4



 a

n

n
an . 1.22 2,

3

2



 a

n

n
an . 

1.23 3,
7

13





 a

n

n
an . 1.24 1,

1

3





 a

n

n
an . 

1.25 5,
1

35





 a

n

n
an . 1.26 3,

6

23





 a

n

n
an . 

1.27 1,
4

2





 a

n

n
an . 1.28 1,

3

7





 a

n

n
an . 

1.29 4,
6

14





 a

n

n
an . 1.30 2,

4

72





 a

n

n
an . 
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2 Вычислить пределы: 

2.1 

а) 
5

3
lim

23

2





 nn

nn

n
, 

б) )121(lim
22




nnnn
n

, 

в) 

1

4

2
lim
















n

n n

n
, 

г) 






 


 222

1
...

21
lim

n

n

nnn
. 

2. 2 

а)
26

53
lim

2

2





 nn

n

n
, 

б) )212(lim
2

nn
n




, 

в) 

1

4

2
lim
















n

n n

n
, 

г) 
   

 

2 1 ! 2 2 !
lim

2 3 !n

n n

n

  


. 

2.3 

а) 
1

2
lim

3

3





 nn

nn

n
, 

б) )2634(lim
2

nnn
n




, 

в) 

5

42

12
lim
















n

n n

n
, 

г)
nn

nn

n 32

32
lim

11







. 

2.4 

а) 
32

14
lim

23

23





 nn

nnn

n
, 

б) )54(lim
2

nnn
n




, 

в) 

3

53

3
lim















n

n n

n
, 

г) 
19

...321
lim

4




 n

n

n
. 

2.5 

а) 
3

42
lim

22

2





 nn

nn

n
, 

б) )1212(lim
22




nnn
n

, 

в) 

12

3

6
lim
















n

n n

n
, 

г) 
   

   

3 1 ! 3 1 !
lim

3 ! 1n

n n

n n

  

 
. 

2.6 

а) 
4

134
lim

2

2





 nn

nn

n
, 

б) )5(lim
2

nn
n




, 

в) 

2

14

24
lim
















n

n n

n
, 

г) 
nn

nn

n 57

75
lim

11







. 
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2.7 

а) 
4

1
lim

3

3





 nn

n

n
, 

б) )25(lim
22



nnn

n
, 

в) 

n

n n

n
2

7

3
lim 














, 

г) 
 

n

n

n 



 ...21

12...531
lim . 

2.8 

а) 
1

32
lim

23

3





 nn

nn

n
, 

б) )349(lim
2

nn
n




, 

в) 

n

n n

n













 72

12
lim , 

г) 
   

 

4 ! 2 !
lim

3 !n

n n

n

  


. 

2.9 

а) 
1

42
lim

2

2





 nn

nn

n
, 

б) )4323(lim
22

nnn
n




, 

в) 

53

7

2
lim
















n

n n

n
, 

г) 
21

1

52

52
lim





 


nn

nn

n
. 

2.10 

а) 
72

243
lim

2

2





 nn

nn

n
, 

б) )58(lim
2

nnn
n




, 

в) 

12

9

5
lim
















n

n n

n
, 

г) 

n

n

n

5

1
...

5

1

5

1
3

1
...

3

1

3

1

lim

2

2






. 

2.11 

а) 
152

324
lim

23

3





 nnn

nn

n
, 

б) )423(lim
22




nnnn
n

, 

в) 

6

52

32
lim
















n

n n

n
, 

г) 
   

 

2 1 ! 2 2 !
lim

2 3 !n

n n

n

  


. 

 

2.12 

а) 
32

724
lim

23

3





 nn

nn

n
, 

б) )84(lim
2

nnn
n




, 

в) 

n

n n

n













 53

23
lim , 

г) 
1

72

72
lim


 


nn

nn

n
. 
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2.13 

а) 
32

43
lim

2

2





 nn

nn

n
, 

б) )7262(lim
22

nnn
n




, 

в) 

15

9
lim















n

n n

n
, 

г) 
 
 n

n

n 2...42

12...531
lim






. 

2.14 

а) 
84

125
lim

2

2





 nn

nn

n
, 

б) )1(lim
2

nn
n




, 

в) 

13

8

6
lim
















n

n n

n
, 

г) 

n

n

n

6

1
...

6

1

6

1
2

1
...

2

1

2

1

lim

2

2






. 

2.15 

а) 
1

63
lim

3

2





 n

nn

n
, 

б) )5464(lim
22

nnn
n




 

в) 

7

92

52
lim
















n

n n

n
, 

г) 

n

n

n

4

1
...

4

1

4

1
7

1
...

7

1

7

1

lim

2

2






. 

2.16 

а) 
5

345
lim

23

3





 nn

nn

n
, 

б) )1(lim
2

nn
n




, 

в) 

2

53

13
lim
















n

n n

n
, 

г) 
   

 

2 2 ! 2 1 !
lim

2 3 !n

n n

n

  


. 

2.17 

а) 
32

75
lim

22

2





 nn

nn

n
, 

б) )651(lim
22




nnnn
n

, 

в) 

32

9

3
lim
















n

n n

n
, 

г)
   

 

5 1 ! 5 !
lim

5 2 !n

n n

n

 


. 

2.18 

а) 
5

373
lim

3

2





 n

nn

n
, 

б) )37(lim
2

nnn
n




, 

в) 

n

n n

n













 52

12
lim , 

г)
1

3...63
lim

2




 n

n

n
. 
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2.19 

а) 
52

15
lim

23

3





 nn

nn

n
, 

б) )92632(lim
22



nnn

n
, 

в) 

n

n n

n
2

5

3
lim 














, 

г) 
 

 2

! 2 !
lim

! 3 5n

n n

n n

 


. 

2.20 

а) 
24

3
lim

2

2





 nn

n

n
, 

б) )37(lim
2

nnn
n




, 

в) 

32

3

1
lim
















n

n n

n
, 

г) 
nn

nn

n 23

23
lim

1






. 

2.21 

а) 
5

3
lim

23

2





 nn

nn

n
, 

б) 2 2
lim( 4 4 5 )
n

n n n


  , 

в) 

n

n n

n













 3

2
lim , 

г) 














n

n

n

n 3

2...42
lim . 

2.22 

а) 
3

54
lim

23

3





 nn

nn

n
, 

б) 2 2
lim( 3 )
n

n n n


  , 

в) 

1

72

2
lim















n

n n

n
, 

г) 

n

n

n

2

1
...

2

1

2

1
5

1
...

5

1

5

1

lim

2

2






. 

2.23 

а) 
7

253
lim

2

2





 nn

nn

n
, 

б) )23424(lim
22



nnn

n
, 

в) 

7

4

3
lim
















n

n n

n
, 

г) 
n

n

n 2...42

3...93
lim






. 

2.24 

а) 
54

52
lim

2

2





 nn

nn

n
, 

б) )339(lim
2

nn
n




, 

в) 

2

9

1
lim
















n

n n

n
, 

г) 
 
52

12...31
lim

2




 n

n

n
. 

 

 

 

 



 104 

2.25 

а) 
42

934
lim

2

2





 nn

nn

n
, 

б) )5353(lim
22

nnn
n




, 

в) 

12

3

1
lim
















n

n n

n
, 

г) 
   

  2

2 1 ! 2 1 !
lim

6 5 7 2 1 !n

n n

n n n

  

  
. 

2.26 

а) 
22

167
lim

2

2





 nn

nn

n
, 

б) )4316(lim
2

nnn
n




, 

в) 

n

n n

n









 32

2
lim , 

г) 
nn

nn

n 65

56
lim

1






. 

2.27 

а) 
16

42
lim

23

3





 nn

nn

n
, 

б) )4747(lim
22

nnn
n




, 

в) 

n

n n

n









 43

3
lim , 

г) 

n

n

n

8

1
...

8

1

8

1
4

1
...

4

1

4

1

lim

2

2






. 

2.28 

а) 
52

16
lim

23

3





 nn

n

n
, 

б) )359(lim
2

nnn
n




, 

в) 

4

5
lim















n

n n

n
, 

г) 
   

745

!13!13
lim

2




 nn

nn

n
. 

2.29 

а) 
25

357
lim

22

2





 nn

nn

n
, 

б) )42(lim
22

nnnn
n




, 

в) 

4

4

1
lim
















n

n n

n
, 

г) 
   

87

!14!34
lim

2




 nn

nn

n
. 

2.30 

а) 
56

32
lim

22

2





 nn

nn

n
, 

б) )214(lim
2

nn
n




, 

в) 

5

2

3
lim
















n

n n

n
, 

г) 
 12...31

4...164
lim





 n

n

n
. 
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ИДЗ-3 Предел и непрерывность функции 

 

1 Доказать (найти )( ), что: 

1.1 
2

3

2 5 3
lim 7

3x

x x

x

 
 


. 1.2 

2

11

2 21 11
lim 23

11x

x x

x

 



. 

1.3 
2

2

3 5 2
lim 7

2x

x x

x

 
 


. 1.4 

2

5

5 24 5
lim 26

5x

x x

x

 



. 

1.5 
2

1

2

6 1
lim 5

1

2

x

x x

x

 
 



. 1.6 
2

7

2 15 7
lim 13

7x

x x

x

 
 


. 

1.7 
2

1

3

9 1
lim 6

3x

x

x


 


. 1.8 

2

4

2 6 8
lim 10

4x

x x

x

 
 


. 

1.9 
2

1

3

3 2 1
lim 4

1

3

x

x x

x

 
 



. 1.10 
2

5

2 15
lim 8

5x

x x

x

 
 


. 

1.11 
2

3

4 3
lim 2

3x

x x

x

 



. 1.12 

2

6

3 17 6
lim 19

6x

x x

x

 
 


. 

1.13 
2

1

3

6 5 1
lim 1

1

3

x

x x

x

 
 



. 1.14 
2

1

2

2 5 2
lim 3

1

2

x

x x

x

 
 



. 

1.15 
2

1

3

6 1
lim 5

1

3

x

x x

x

 




. 1.16 
2

1

3

15 2 1
lim 8

1

3

x

x x

x

 




. 

1.17 
2

1

5 4 1
lim 6

1x

x x

x

 



. 1.18 

2

7

2 15 7
lim 13

7x

x x

x

 
 


. 

1.19 
2

3

4 14 6
lim 10

3x

x x

x

 



. 1.20 

2

2

3 5 2
lim 7

2x

x x

x

 



. 

1.21 
2

1

2

6 1
lim 5

1

2

x

x x

x

 




. 1.22 
2

7

5

10 9 7
lim 19

7

5

x

x x

x

 




. 
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1.23 
2

2

3 5 2
lim 7

2x

x x

x

 



. 1.24 

2

1

3

6 1
lim 5

1

3

x

x x

x

 




. 

1.25 
2

1

7 8 1
lim 6

1x

x x

x

 
 


. 1.26 

2

1

2

2 5 2
lim 3

1

2

x

x x

x

 
 



. 

1.27 
2

1

2

2 3 2
lim 5

1

2

x

x x

x

 




. 1.28 
2

11

2 21 11
lim 23

11x

x x

x

 



. 

1.29 
2

5

2

2 9 10 1
lim

2 5 2x

x x

x

 



. 1.30 

2

1

7 8 1
lim 6

1x

x x

x

 
 


. 

 

2. Вычислить пределы функций: 

2.1 

а) 
2

25

2 11 5
lim

3 14 5x

x x

x x

 

 
, 

б) 
4

1 2 3
lim

4x

x

x

 


, 

в) 
0

tg
lim

sin 2x

x

x
, 

г) 

2
3

lim 1
1

x

x x





 
 

 
, 

д)  2 2
lim 1 3
x

x x x


   , 

е) 
0

lim ctg 3
x

x x


 . 

2.2 

а) 
3

23

27
lim

7 12x

x

x x



 
, 

б) 
3

2

6 2
lim

2x

x

x

 


, 

в) 
2

0

sin
lim

1 cosx

x

x 
, 

г) 

2

0
lim 1

10

x

x

x



 
 

 
, 

д) 
25

7
lim

5 25x

x

x x

 
 

  
, 

е) 
0

lim ctg 3
x

x x


 . 

2.3 

а) 
2

32

4
lim

8x

x

x




, 

б) 
28

1 3
lim

64x

x

x

 


, 

2.4 

а) 
2

25

4 5
lim

7 10x

x x

x x

 

 
, 

б) 
22

14 4
lim

4x

x

x

 


, 
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в) 
2

0

tg
lim

sin 7x

x

x x
, 

г) 

2

0
lim 1

8

x

x

x



 
 

 
, 

д) 
21

1 4
lim

1 1x x x

 
 

  
, 

е) 
1

lim( 1) tg
2x

x
x




  . 

в) 
20

tg3
lim

sin 2x

x x

x
, 

г) 

2
5

lim 1
5

x

x x





 
 

 
, 

д)  2 2
lim 3 3 4
x

x x x


   , 

е)
1

lim( 1) tg
2x

x
x




  . 

2.5 

а) 
2

23

6 9
lim

9x

x x

x

 


, 

б) 
8

9 2 5
lim

8x

x

x

 


, 

в) 
0

cos 1
lim

sin 5x

x

x x


, 

г) 

1
1

lim 1
2 1

x

x x





 
 

 
, 

д)  2 2
lim 2 1
x

x x x


   , 

е) 
0

lim ctg 6
x

x x


 . 

2.6 

а) 
3

24

64
lim

3 28x

x

x x



 
, 

б) 
21

3 2
lim

1x

x

x

 


, 

в) 
20

1 cos 2
lim

sin 2x

x

x


, 

г) 

2
1

lim 1
2

x

x x

 
 

 
, 

д)
23

4 7
lim

3 9x x x

 
 

  
, 

е)
0

lim ctg 5
x

x x


 . 

2.7 

а) 
2

3 22

2 5 2
lim

2 7 6x

x x

x x x

 

 
, 

б) 
22

2 2
lim

4x

x

x

 


, 

в) 
0

sin 6
lim

sin8x

x

x
, 

г) 

2
3

lim 1
4 1

x

x x





 
 

 
, 

2.8 

а) 
2

27

2 35
lim

8 7x

x x

x x

 

 
, 

б) 
25

9 2
lim

25x

x

x

 


, 

в) 
2

0

tg 7
lim

sin 2x

x

x x
, 

г) 

3

0
lim 1

4

x

x

x



 
 

 
, 
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д)
23

2 4
lim

3 9x x x

 
 

  
, 

е) 
2

1
lim tg

2x
x

x






. 

д)  2 2
lim 5 3 7
x

x x x


   , 

е)
2

lim ( 2) tg
4x

x
x




  . 

2.9 

а) 
2

21

3 2
lim

2 5 7x

x x

x x

 

 
, 

б) 
26

3 3
lim

36x

x

x

 


, 

в) 
0

tg5
lim

cos 1x

x x

x 
, 

г) 

1

0
lim 1

2

x

x

x



 
 

 
, 

д)  2 2
lim 8 9
x

x x x


   , 

е) 
0

lim ctg 4
x

x x


 . 

2.10 

а) 
3

25

125
lim

11 30x

x

x x



 
, 

б) 
24

1 2 3
lim

16x

x

x

 


, 

в) 
0

tg
lim

sin 2x

x

x
, 

г) 

5 1

2
lim 1

_1

x

x x





 
 

 
, 

д)
24

1 3
lim

16 4x x x

 
 

  
, 

е)
3

lim ( 3) tg
6x

x
x




  . 

2.11 

а) 
3 2

21

1
lim

1x

x x x

x

  


, 

б) 
27

8 1
lim

49x

x

x

 


, 

в) 
0

tg8
lim

sin 2x

x

x
, 

г) 

5
2

lim 1
4 1

x

x x

 
 

 
, 

д)
3

21
lim

1x

x
x

x

 
 

 
, 

е) 
1

3
lim( 1) tg

2x

x
x




  . 

 

2.12 

а) 
2

21

8 9
lim

8 7x

x x

x x

 

 
, 

б) 
0

9 3
lim
x

x

x

 
, 

в) 
0

sin
lim

tg 4x

x

x
, 

г) 

2
8

lim 1
1

x

x x

 
 

 
, 

д)  2 2
lim 2 1 4
x

x x x


   , 

е) 
0

lim ctg 4
x

x x


 . 
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2.13 

а) 
2

31

2 1
lim

13 12x

x x

x x

 

 
, 

б) 
31

1
lim

1x

x

x




, 

в) 
20

tg 2
lim

sin 3x

x x

x
, 

г) 

5

0
lim 1

7

x

x

x



 
 

 
, 

д)  2
lim 3 1
x

x x x


   , 

е) 
0

lim ctg 2
x

x x


 . 

2.14 

а) 
2

23

7 12
lim

2 15x

x x

x x

 

 
, 

б) 
21

5 2
lim

1x

x

x

 


, 

в) 
20

1 cos
lim

sin 3x

x

x


, 

г) 

5

0
lim 1

8

x

x

x



 
 

 
, 

д)
3 21

1
lim

1 1x

x

x x

 
 

  
, 

е)

4

lim ( ) tg 2
4x

x x






  . 

2.15 

а) 
2

23

6
lim

6 9x

x x

x x

 

 
, 

б) 
0

1 1
lim
x

x

x

 
, 

в) 
20

1 cos
lim

sin 2x

x

x


, 

г) 

8
1

lim 1
4 1

x

x x

 
 

 
, 

д)
21

1
lim

1 1x

x

x x

 
 

  
, 

е) 
3

lim( 3) tg
6x

x
x




  . 

2.16 

а) 
3 2

21

1
lim

2x

x x x

x x

  

 
, 

б) 
32

2 2
lim

8x

x

x

 


, 

в) 
0

tg 6
lim

sin 2x

x

x
, 

г) 

2 4
6

lim 1
3 4

x

x x





 
 

 
, 

д)  2
lim 5 1
x

x x x


   , 

е) 
0

lim ctg 6
x

x x


 . 

2.17 

а) 
2

35

10 25
lim

125x

x x

x

 


, 

б) 
4

1 2 3
lim

2x

x

x

 


, 

2.18 

а) 
3 2

21

2 2
lim

4 3x

x x x

x x

  

 
, 

б) 
23

12 3
lim

9x

x

x

 


, 
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в) 
0

sin 4
lim

tg 2x

x

x
, 

г) 

4 1
2

lim 1
6

x

x x





 
 

 
, 

д)  2
lim 6 4
x

x x x


   , 

е) 

4

lim( ) tg 2
4x

x x






  . 

в) 
0

tg
lim

sin 2x

x

x
, 

г) 

6
1

lim 1
4 3

x

x x





 
 

 
, 

д)
24

5
lim

4 16x

x

x x

 
 

  
, 

е)
0

lim ctg
4x

x
x


 . 

2.19 

а) 
2

22

4
lim

5 6x

x

x x



 
, 

б) 
0

4 2
lim
x

x

x

 
, 

в) 
2

0

tg
lim

sin 2x

x

x x
, 

г) 

4 1
3

lim 1
2 1

x

x x





 
 

 
, 

д)
32

1 5
lim

2 8x x x

 
 

  
, 

е) 
0

lim ctg
2x

x
x


 . 

2.20 

а) 
2

23

5 6
lim

2 15x

x x

x x

 

 
, 

б) 
2

2 2
lim

8 4x

x x

x

 


, 

в) 
2

0

sin 3
lim

sin 9x

x

x x
, 

г) 

4
4

lim 1
2 3

x

x x

 
 

 
, 

д)  2
lim 3 9
x

x x x


   , 

е)
2

lim( 2) tg
4x

x
x




  . 

2.21 

а) 
2

34

3 4
lim

64x

x x

x

 


, 

б) 
21

1
lim

1x

x

x




, 

в) 
2

0

sin 5
lim

1 cosx

x

x 
, 

г) 

5

0
lim 1

8

x

x

x



 
 

 
, 

2.22 

а) 
3 2

21

2
lim

3 2x

x x x

x x

  

 
, 

б) 
0

1 2 1
lim
x

x

x

 
, 

в) 
20

1 cos 2
lim

sin 8x

x

x


, 

г) 

12

0
lim 1

10

x

x

x



 
 

 
, 
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д)  2
lim 4 6
x

x x x


   , 

е) 
1

lim(1 ) tg
2x

x
x




  . 

д)
26

5
lim

6 36x

x

x x

 
 

  
, 

е)
0

lim ctg
8x

x
x


 . 

2.23 

а) 
2

21

6 7 2
lim

1x

x x

x

 


, 

б) 
8

9 2 5
lim

8x

x

x

 


, 

в) 
2

0

tg 2
lim

sin 6x

x

x x
, 

г) 

1
7

lim 1
6

x

x x





 
 

 
, 

д)
22

1
lim

2 4x

x

x x

 
 

  
, 

е) 
0

lim ctg
6x

x
x


 . 

2.24 

а) 
2

25

4 5
lim

7 10x

x x

x x

 

 
, 

б) 
33

3 2
lim

27x

x x

x

 


, 

в) 
20

1 cos
lim

sin 2x

x

x


, 

г) 

1
1

lim 1
5 1

x

x x





 
 

 
, 

д)  2
lim 4 1
x

x x x


   , 

е)
3

lim ( 3) tg
6x

x
x




  . 

2.25 

а) 
2

23

4 21
lim

8 15x

x x

x x

 

 
, 

б) 
34

2
lim

64x

x

x




, 

в) 
20

1 cos3
lim

sin 4x

x

x


, 

г) 

2 1
8

lim 1
2 1

x

x x





 
 

 
, 

д)  2 2
lim 2 4
x

x x x x


   , 

е) 
3

lim(3 ) tg
6x

x
x




  . 

2.26 

а) 
2

23

6
lim

6 9x

x x

x x

 

 
, 

б) 
21

3 2
lim

1x

x

x

 


, 

в) 
2

0

tg
lim

2 sin 2x

x

x x
, 

г) 

4

0
lim 1

8

x

x

x



 
 

 
, 

д)
32

3 5
lim

2 8x x x

 
 

  
, 

е)
0

lim ctg
7x

x
x


 . 
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2.27 

а) 
2

23

4 3
lim

6 9x

x x

x x

 

 
, 

б) 
22

2 2
lim

4x

x

x

 


, 

в) 
20

tg3
lim

sin 5x

x x

x
, 

г) 

2
4

lim 1
10

x

x x





 
 

 
, 

д) 
23

4 5
lim

3 9x x x

 
 

  
, 

е) 
0

lim ctg 7
x

x x


 . 

2.28 

а) 
2

3 22

2 5 2
lim

2 7 6x

x x

x x x

 

 
, 

б) 
33

3 2
lim

27x

x x

x

 


, 

в) 
20

1 cos 2
lim

sin 4x

x

x


, 

г) 

4
2

lim 1
3 1

x

x x





 
 

 
, 

д)  2
lim 2 4 5 2
x

x x x


   , 

е) 
1

2

1
lim( ) tg

2x

x x


  . 

2.29 

а) 
2

24

2 24
lim

10 24x

x x

x x

 

 
, 

б) 
29

3
lim

81x

x

x




, 

в) 
2

0

sin 5
lim

1 cos3x

x

x 
, 

г) 

3

0
lim 1

4

x

x

x



 
 

 
, 

д)  2 2
lim 2 7 2
x

x x


   , 

е) 
4

lim( 4) tg
8x

x
x




  . 

2.30 

а) 
2

34

3 4
lim

64x

x x

x

 


, 

б) 
25

9 2
lim

25x

x

x

 


, 

в) 
0

5tg 2
lim

sin 6x

x

x
, 

г) 

3 2
4

lim 1
2 10

x

x x





 
 

 
, 

д)
21

6
lim

1 1x

x

x x

 
 

  
, 

е)
0

lim ctg 9
x

x x


 . 

 

3 Вычислить пределы функций, используя принцип эквива-

лентности бесконечно малых: 

3.1 
)61ln(

1
lim

0 x

e
x

x 




. 3.2 

)51ln(

2
lim

3 63

0 x

xx

x 




. 
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3.3 
)21ln(

sin
lim

0 x

x

x 
. 3.4 

1)41(

3arctg
lim

4
0  x

x

x
. 

3.5 
x

e
x

x 2arctg

1
lim

3

0




. 3.6 

1)51(

1
lim

6

2

0 



 x

e
x

x
. 

3.7 
x

e
x

x 4sin

1
lim

5

0




. 3.8 

)61ln(

1
lim

0 x

e
x

x 




. 

3.9 
)31ln(

2sin
lim

0 x

x

x 
. 3.10 

)81ln(

4sin2tg
lim

0 x

xx

x 




. 

3.11 
0

ln(1 4 )
lim

1 2 1x

x

x



 
. 3.12 

xx

e
x

x arctg5arcsin

1
lim

4

0 




. 

3.13
2

0

1
lim

1 3 1

x

x

e

x



 
. 3.14 

1

1)51(
lim

2

24

0 




x

x e

x
. 

3.15 
x

x

x 3arcsin

)51ln(
lim

0




. 3.16 

)61ln(

1
lim

0 x

e
x

x 




. 

3.17 
)1ln(

5arctg
lim

0 x

x

x 
. 3.18 

xx

e
x

x 4sin4sin

1
lim

3

0 




. 

3.19 
)41ln(

3sin2sin
lim

0 x

xx

x 




. 3.20 

1)31(

2cos6cos
lim

54
0 



 x

xx

x
. 

3.21 
1

2arcsin
lim

4
0 

x
x e

x
. 3.22 

)41ln(

2arcsin7arcsin
lim

0 x

xx

x 




. 

3.23 
3

0

1
lim

1 sin 2 1

x

x

e

x



 
. 3.24 

0

ln(1 6 )
lim

1 3 1x

x

x



 
. 

3.25 
x

e
x

x 3arctg

1
lim

4

0




. 3.26 

)21ln(

7sin4sin
lim

0 x

xx

x 




. 

3.27 
 

xtg

xa

x 4

arcsin
lim

2

2

0
. 3.28 

)71ln(

1
lim

2

0 x

e
x

x 




. 

3.29 
xx

e
x

x sin3sin

1
lim

4

0 




. 3.30 

x

e
x

x 2arctg

1
lim

6

0




. 
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4 Исследовать функцию на непрерывность (построить гра-

фик): 

4.1
2

1 при 1,
( )

при 1.

x x
f x

x x

   
 

 

 4.2
2

3 3 при 2,
( )

1 при 2.

x x
f x

x x

  
 

 

 

4.3 

2
1 при 2,

( )
3 при 2.

x x
f x

x x

   
 

  

 4.4
2

2 при 1,
( )

3 при 1.

x x
f x

x x

 
 

  

 

4.5
2

2 1 при 0,
( )

1 при 0.

x x
f x

x x

  
 

 

 4.6

2
1 при 0,

( )
3 при 0.

x x
f x

x x

  
 

  

 

4.7
2

1 при 3,
( )

при 3.

x x
f x

x x

  
 

 

 4.8 
2

2 при 1,
( )

2 при 1.

x x
f x

x x

   
 

   

 

4.9 
1 при 2,

( )
1 при 2.

x x
f x

x x

  
 

 

 4.10 
2

1 при 3,
( )

2 при 3.

x x
f x

x x

  
 

  

 

4.11
2

2 1 при 1,
( )

1 при 1.

x x
f x

x x

   
 

  

 4.12 

2
2 при 1,

( )
3 при 1.

x x
f x

x x

  
 

 

 

4.13
2

3 при 1,
( )

2 1 при 1.

x x
f x

x x

  
 

  

 4.14
2

2 1 при 3,
( )

2 при 3.

x x
f x

x x

  
 

 

 

4.15 

2
1 при 1,

( )
3 при 1.

x x
f x

x x

  
 

 

 4.16
2

1 при 1,
( )

при 1.

x x
f x

x x

   
 

 

 

4.17 
2

3 при 2,
( )

1 при 2.

x x
f x

x x

 
 

 

 4.18 
2

2 при 1,
( )

при 1.

x x
f x

x x

 
 

 

 

4.19 
2

2 2 при 1,
( )

2 при 1.

x x
f x

x x

   
 

  

 4.20 
2

3 1 при 0,
( )

2 при 0.

x x
f x

x x

  
 

 

 

4.21 
2

2 при 2,
( )

1 при 2.

x x
f x

x x

  
 

  

 4.22 

2
1 при 2,

( )
4 при 2.

x x
f x

x x

  
 

 
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4.23 
2

2 2 при 1,
( )

1 при 1.

x x
f x

x x

  
 

  

 4.24 
2

3 при 2,
( )

1 при 2.

x x
f x

x x

  
 

  

 

4.25 
2

3 при 2,
( )

2 при 2.

x x
f x

x x

 
 

 

 4.26 
2

2 1 при 0,
( )

4 при 0.

x x
f x

x x

  
 

 

 

4.27 

2

2

1 при 3,
( )

1 при 3.

x x
f x

x x

  
 

 

 4.28 
2

2 при 1,
( )

1 при 1.

x x
f x

x x

  
 

  

 

4.29 
2

4 2 при 1,
( )

1 при 1.

x x
f x

x x

   
 

  

 4.30 
2

3 1 при 2,
( )

2 при 2.

x x
f x

x x

  
 

 

 

 

5 Определить характер точки разрыва функции: 

5.1 1

1

2)(  xxf . 5.2 
1

)(
2



x

x
xf . 

5.3 
3

9
)(




x
xf . 5.4 3

1

2)(  xxf . 

5.5 
22

)(



x

x
xf . 5.6 

9

5
)(

2



x

xf . 

5.7 
1

4
)(

2



x

xf . 5.8 
1

4
)(

2



x

xf . 

5.9 xexf

1

)(  . 5.10 1

1

3)(  xxf . 

5.11 
42

5
)(




x
xf . 5.12 2

1

3)( 


 xxf . 

5.13 
9

1
)(

2





x

x
xf . 5.14 

16

1
)(

2



x

xf . 

5.15 
1

3
)(




x

x
xf . 5.16 

3

1
)(

2






x

xx
xf . 

5.17 
3

)(



x

x
xf . 5.18 xxf

1

4)(  . 

5.19 xxf  1

1

2)( . 5.20 
1

1
)(






x

x
xf . 
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5.21 
3

1
)(






x

x
xf . 5.22 1

1

3)(  xxf . 

5.23 xxf

1

2)(  . 5.24 
4

4
)(

2



x

x
xf . 

5.25 
4

1
)(

2



x

xf . 5.26 

xe

xf
1

1

1
)(



 . 

5.27 xxf

1

2)(


 . 5.28 1

1

)(  xexf . 

5.29 
9

32
)(

2





x

x
xf . 5.30 5

1

7)( 


 xxf . 

 

6 Определить, имеет ли уравнение хотя бы один корень на 

данном отрезке: 

6.1 ]3;3[,01225.0
4

 xx .  

6.2 ]2;2[,02163
34

 xx . 

6.3 ]2;3[,01493
23

 xxx . 

6.4 ]4;3[,08
34

 xx . 

6.5 ]1;2[,032
24

 xx . 

6.6 ]3;3[,013
3

 xx . 

6.7 ]3;1[,0233
23

 xxx . 

6.8 ]4;0[,0712
3

 xx . 

6.9 ]2;10[,044
23

 xxx . 

6.10 ]5;0[,0125
3

 xx . 

6.11 ]3;5[,0863
23

 xxx . 

6.12 ]4;1[,01368
23

 xxx . 

6.13 ]5;6[,048163
23

 xxx . 

6.14 ]2;2[,0231624
34

 xxx . 
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6.15 ]2;5[,027155
23

 xxx . 

6.16 ]2;3[,0151527
23

 xxx . 

6.17 ]5;1[,07147
234

 xxxx . 

6.18 ]3;2[,0276625
24

 xx . 

6.19 ]3;3[,014
4

 xx . 

6.20 ]2;4[,03732
23

 xxx . 

6.21 ]0;4[,089
36

 xx . 

6.22 ]4;2[,064
23

 xxx . 

6.23 ]2;3[,043
3

 xx . 

6.24 ]1;4[,012310
23

 xxx . 

6.25 ]3;3[,01615
48

 xx . 

6.26 ]5;1[,018738
23

 xxx . 

6.27 ]4;0[,01023
23

 xxx . 

6.28 ]1;5[,01464
23

 xxx . 

6.29 ]5;1[,029133
23

 xxx . 

6.30 ]3;4[,035
23

 xxx . 
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