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ÏÎÑÂßÙÀÅÒÑß 30�ëåòèþ

Áåëîðóññêîé øêîëû ïî

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è

ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå

è åå ñîçäàòåëþ �.À.Ìåäâåäåâó

Ïðåäèñëîâèå

Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-

òèñòèêå. �ëàâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îñíîâíûì èäåÿì

êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, â îñíîâíîì íà ïðèìåðå ñòàòè-

ñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîâòîðíîé âûáîðêè.

Â ïåðâîì ïàðàãðà�å ãëàâû 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå

âûáîðêè, ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è âûáîðî÷íûõ

ìîìåíòîâ. Ïàðàãðà�û 2-4 ïîñâÿùåíû òî÷å÷íûì îöåí-

êàì íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Â 5-îì ïàðàãðà�å èçó÷àåò-

ñÿ ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, â 6-îì � èí-

òåðâàëüíûå îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Îñíîâû îá-

ùåé òåîðèè ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ñîäåðæàò-

ñÿ â ïàðàãðà�å 7. Ïàðàãðà�û 8 è 9 ïîñâÿùåíû êðèòå-

ðèÿì çíà÷èìîñòè è âåñüìà âàæíîìó èõ ÷àñòíîìó ñëó÷àþ

� êðèòåðèÿì ñîãëàñèÿ. Â 10-îì ïàðàãðà�å ðàññìîòðåíû

èäåè îäíî�àêòîðíîãî äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà. 11-ûé ïà-

ðàãðà� ïîñâÿùåí îñíîâàì ëèíåéíîãî ðåãðåññèîííîãî àíà-

ëèçà. Çäåñü ïðîèñõîäèò çíàêîìñòâî ñ óñëîâíûìè ìàòåìà-

òè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè (â îñíîâíîì äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåò-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé). Àâòîð ñ÷èòàåò, ÷òî äàâàòü îáùåå

îïðåäåëåíèå óñëîâíûõ îæèäàíèé îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáð,
îñíîâàííîå ëèáî íà òåîðåìå �àäîíà-Íèêîäèìà, ëèáî íà

ïðîåêöèÿõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ëèáî íà �óíê-

öèîíàëüíîì ïîäõîäå â îáùåì êóðñå íå ñòîèò. Êàê ïîêà-

çàë ìíîãîëåòíèé îïûò ïðåïîäàâàíèÿ äëÿ íå�îðìàëüíî-

ãî óñâîåíèÿ ýòîãî ìàòåðèàëà íåîáõîäèìî ãîðàçäî áîëüøå
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ó÷åáíûõ ÷àñîâ, ÷åì òî êîëè÷åñòâî, êîòîðîå ìîæåò áûòü

âûêðîåíî èç îáùåãî êóðñà áåç óùåðáà äëÿ îñòàëüíûõ

ðàçäåëîâ. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðà�å ìîæíî îçíàêîìèòü-

ñÿ ñ ïîíÿòèÿìè äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê, ýêñïîíåíöèàëü-

íûõ ñåìåéñòâ, ìèíèìàëüíûõ è ïîëíûõ äîñòàòî÷íûõ ñòà-

òèñòèê, òåîðåìîé Äûíêèíà è íåðàâåíñòâîì Êîëìîãîðîâà-

Áëåêóýëëà-�àî.

Åñëè èìååòñÿ ññûëêà íà ïåðâóþ ÷àñòü-ãëàâó, òî âïåðå-

äè äîáàâëÿåòñÿ 1., íàïðèìåð, (1.4.3) � �îðìóëà (4.3) èç

ãëàâû 1, òåîðåìà 1.7.3 � òåîðåìà 7.3 èç ãëàâû 1.

Â çàêëþ÷åíèå, àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàð-

íîñòü ÷ëåíàì êà�åäðû òåîðèè �óíêöèé, �óíêöèîíàëü-

íîãî àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ïðèêëàäíîé ìàòå-

ìàòèêè �ðîäíåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì.

ßíêè Êóïàëû, âçÿâøèì íà ñåáÿ íåëåãêèé òðóä ðåöåíçè-

ðîâàíèÿ äàííîãî ïîñîáèÿ, è ðåöåíçåíòó �.À.Ìåäâåäåâó çà

âåñüìà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.

ã.�îìåëü, èþíü 2004 ã. Þ.Ìàëèíêîâñêèé
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� 1. Âûáîðêà. Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå...

�ËÀÂÀ 2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß

ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ.

� 1. Âûáîðêà. Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Âûáîðî÷íûå ìîìåíòû

Â ñàìûõ îáùèõ ÷åðòàõ ìîæíî îïðåäåëèòü ñòàòèñòèêó êàê

íàóêó, êîòîðàÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ñîçäàíèÿ è èñïîëüçî-

âàíèÿ ìåòîäîâ ñáîðà, ñîêðàùåíèÿ, õðàíåíèÿ è îáðàáîòêè

ðàçëè÷íîé èí�îðìàöèè.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà �

òåñíî ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ðàçäåëû ìàòåìàòèêè, â êî-

òîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ áëèçêèå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïî-

íÿòèè âåðîÿòíîñòè. Îäíàêî èõ öåëè è çàäà÷è âî ìíîãîì

îòëè÷àþòñÿ. �àññìîòðèì äâà ïðèìåðà.

1. Òèïè÷íîé çàäà÷åé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùàÿ. Çàäàíû âåðîÿòíîñòè íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî

íàáîðà ñîáûòèé P (Ak), k = 1, 2, . . . . Òðåáóåòñÿ íàéòè

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñîáû-
òèÿ íàáîðà ñ ïîìîùüþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðà-

öèé. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âåðîÿòíîñòè íàáîðà çàäàþò

íå çàäóìûâàÿñü íàä òåì, îòêóäà îíè âçÿëèñü. Íî, êàê ïðà-

âèëî, èõ è íåâîçìîæíî çàäàòü â ðàìêàõ òåîðèè âåðîÿòíî-

ñòåé, à ìîæíî òîëüêî ïîñòóëèðîâàòü èõ ñóùåñòâîâàíèå.

Åäèíñòâåííûå ñëó÷àè èõ âîçìîæíîãî çàäàíèÿ â óêàçàí-

íûõ ðàìêàõ � ýòî òå ñëó÷àè, êîãäà ñëó÷àéíûé ýêñïåðè-

ìåíò îáëàäàåò ñèììåòðèåé âîçìîæíûõ èñõîäîâ, ò.å. ìîæ-

íî ïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêèì èëè ãåîìåòðè÷åñêèì îïðå-

äåëåíèåì âåðîÿòíîñòè (ïîïðîáóéòå çàäàòü âåðîÿòíîñòü

âûïàäåíèÿ ãåðáà íà ìîíåòå, îäíà ÷àñòü êîòîðîé àëþìè-

íèåâàÿ, à äðóãàÿ ñâèíöîâàÿ). Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòè-

êà ïîçâîëÿåò ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
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�ËÀÂÀ 2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

ñòðîèòü îöåíêè ýòèõ ïåðâîíà÷àëüíûõ âåðîÿòíîñòåé, ïðî-

âåðÿòü ãèïîòåçû î âèäå ýòèõ âåðîÿòíîñòåé è ò.ä.

2. Çàäàíû ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, íàïðèìåð, â âèäå ïëîòíîñòè

pξ1,ξ2,... ,ξn
(x1, x2, . . . , xn), è íåêîòîðàÿ áîðåëåâñêàÿ �óíê-

öèÿ f(x1, x2, . . . , xn). Òðåáóåòñÿ íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = f(ξ1, ξ2, . . . , ξn). Â òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ1, ξ2, . . . , ξn çà-

äàåòñÿ è, êàê ïðàâèëî, íå ìîæåò áûòü íàéäåíî â åå ðàì-

êàõ. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èùóòñÿ îöåíêè ýòîãî

ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èëè åãî ïàðàìåòðîâ, ïðîâåðÿ-

þòñÿ ãèïîòåçû îá èõ âèäå è ò.ä.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà â îñíîâíîì çàíèìàåòñÿ

à) îöåíêîé íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ (òî÷å÷íûå è èí-

òåðâàëüíûå îöåíêè);

á) ïðîâåðêîé ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ïàðàìåòðè÷å-

ñêèå è íåïàðàìåòðè÷åñêèå ãèïîòåçû);

â) óñòàíîâëåíèåì ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâÿçåé ìåæäó ñëó-

÷àéíûìè ñîáûòèÿìè, ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è

ìåæäó ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè (ðåãðåññèîííûé è êîððå-

ëÿöèîííûé àíàëèç);

ã) óïðàâëåíèåì ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîâåäåíî n çêñïåðèìåíòîâ, â êî-

òîðûõ ðåãèñòðèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå íåêîòî-

ðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ, íàçûâàåìîé â äàëüíåéøåì

òåîðåòè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Åå �óíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è ðàñïðåäåëåíèå Pξ òàêæå áóäåì íà-

çûâàòü òåîðåòè÷åñêèìè. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � ðåçóëü-

òàòû ýêñïåðèìåíòîâ, ò.å. n ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû-

ïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîñûëêè:

1) ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäÿòñÿ â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ;

2) ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäÿòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðó-
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� 1. Âûáîðêà. Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå...

ãà.

Â ýòîì ñëó÷àå íàáîð ÷èñåë x1, x2, . . . , xn íàçûâàþò

êîíêðåòíîé âûáîðêîé îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ
F . (Çäåñü, êàê ýòî ÷àñòî äåëàåòñÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, ïðîÿâëÿåòñÿ íåáðåæíîñòü

â óïîòðåáëåíèè ñëîâ � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, â äàííîì ñëó-

÷àå �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùàÿ

ðàñïðåäåëåíèå, ñàìà èìåíóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì).

Ïóñòü òåïåðü ξ1, ξ2, . . . , ξn � ðåçóëüòàòû ïðåäïîëàãà-

åìûõ n ýêñïåðèìåíòîâ (êîòîðûå ìû õîòèì ïðîèçâåñòè).

Òàê êàê ýêñïåðèìåíòû ñëó÷àéíû, òî íà ðåçóëüòàòû

íàäî ñìîòðåòü êàê íà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Èç ïåðâîé

ïðåäïîñûëêè è òîãî, ÷òî èçìåðÿåòñÿ îäíà è òà æå òåîðå-

òè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn èìåþò îäíî è òî æå ðàñïðåäåëå-

íèå, ñîâïàäàþùåå ñ òåîðåòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì F .
Èç âòîðîé ïðåäïîñûëêè ñëåäóåò, ÷òî ýòè ñëó÷àéíûå âå-

ëè÷èíû íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó ëîãè÷íî ââåñòè ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1.1. �îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn îáðàçóþò àáñòðàêòíóþ âûáîðêó îáúåìà

n èç ðàñïðåäåëåíèÿ F , åñëè îíè íåçàâèñèìû è èìåþò

îäíó è òó æå �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F .

Ôèãóðàëüíî âûðàæàÿñü, àáñòðàêòíàÿ âûáîðêà � ýòî

n "íåçàâèñèìûõ ýêçåìïëÿðîâ" òåîðåòè÷åñêîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ξ. Òàêèì îáðàçîì, êîíêðåòíàÿ âûáîðêà ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðèíèìàåò àá-

ñòðàêòíàÿ âûáîðêà â ðåçóëüòàòå ñîñòàâíîãî ñëó÷àéíîãî

ýêñïåðèìåíòà, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â n èçìåðåíèÿõ òåîðåòè-

÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè òåîðåòè÷åñêîé ñëó÷àéíîé

7



�ËÀÂÀ 2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

âåëè÷èíû ξ íàçûâàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèìè èëè ãåíå-

ðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Íàïðèìåð, Mξ = a �

òåîðåòè÷åñêîå èëè ãåíåðàëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå, áîëåå êîðîòêî � òåîðåòè÷åñêàÿ èëè ãåíåðàëüíàÿ

ñðåäíÿÿ; Dξ = σ2
� òåîðåòè÷åñêàÿ èëè ãåíåðàëüíàÿ

äèñïåðñèÿ.

Âî ìíîãèõ ðóêîâîäñòâàõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòè-

êå ñëîæèëàñü ñâîåîáðàçíàÿ òðàäèöèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé

ðàçëè÷íûå ïîíÿòèÿ îáîçíà÷àþòñÿ îäíîé è òîé æå áóêâîé.

Íàïðèìåð, àáñòðàêòíàÿ è êîíêðåòíàÿ âûáîðêè îáîçíà÷à-

þòñÿ îäèíàêîâî êàê x1, x2, . . . , xn è íàçûâàþòñÿ âûáîð-

êîé îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ F . Êàêàÿ èç ýòèõ âû-
áîðîê ïîäðàçóìåâàåòñÿ, äîëæíî áûòü ÿñíî èç êîíòåêñòà

ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà. Â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâà-

íèÿõ âûáîðêà ïîíèìàåòñÿ êàê àáñòðàêòíàÿ, ïðè ïðèìå-

íåíèè êîíêðåòíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà â ïðèëî-

æåíèÿõ îíà ïîíèìàåòñÿ êàê êîíêðåòíàÿ. Â òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòåé �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-

ñòè ïåðâîãî ýëåìåíòà âûáîðêè ìû îáîçíà÷èëè áû ñîîò-

âåòñòâåííî Fξ1(x) è pξ1(x). Â ñòàòèñòèêå ìû áóäåì îáî-

çíà÷àòü èõ F (x1) è p(x1). Çäåñü x1 îäíîâðåìåííî îçíà÷à-

åò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó � ïåðâûé ýëåìåíò àáñòðàêòíîé

âûáîðêè, ê êîòîðîé îòíîñÿòñÿ F è p, è äåéñòâèòåëüíûé

àðãóìåíò �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-

ñòè. Íàïðèìåð, â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé

ñòàòèñòèêå îäíî è òî æå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïåð-

âîãî ýëåìåíòà àáñòðàêòíîé âûáîðêè èç àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ p çàïèñûâàåòñÿ â

�îðìàõ ñîîòâåòñòâåííî:

Mξ1 =

+∞∫

−∞

xpξ1(x)dx è Mx1 =

+∞∫

−∞

x1p(x1)dx1.
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Èòàê, îäèí è òîò æå ñèìâîë xk èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷å-

íèÿ ÷èñëà � k-ãî ýëåìåíòà êîíêðåòíîé âûáîðêè, ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû � k-ãî ýëåìåíòà àáñòðàêòíîé âûáîðêè, ïå-
ðåìåííîé � àðãóìåíòà çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ è ïåðåìåí-

íîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ìîæåò âíåñòè

íåêîòîðóþ ïóòàíèöó äëÿ íåèñêóøåííîãî ÷èòàòåëÿ (ïðàâ-

äà, ê òàêèì îáîçíà÷åíèÿì áûñòðî ïðèâûêàåøü è îíè íå

êàæóòñÿ òîãäà ñòðàííûìè), ñ äðóãîé ñòîðîíû òàêèå îáî-

çíà÷åíèÿ âî ìíîãîì ñîêðàùàþò çàïèñü è ïîòîìó óäîáíû.

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F , ãäå
F (x) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîì

ñëó÷àå áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå çíà-

÷åíèÿ â âûáîðêå ðàçëè÷íû (âåäü P{xi = xj} = 0 ïðè

i 6= j). Åñëè íèêàêîé äðóãîé èí�îðìàöèè î òåîðåòè÷åñêîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ êðîìå âûáîðêè ó íàñ íåò, òî ñàìîå
ëó÷øåå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü, � ýòî çàìåíèòü ξ íåêîòîðîé
�èêòèâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé η, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ x1, x2, . . . , xn. Òàê êàê íè îäíîìó èç âûáîðî÷-

íûõ çíà÷åíèé íåëüçÿ îòäàòü ïðåèìóùåñòâî ïåðåä äðóãè-

ìè âûáîðî÷íûìè çíà÷åíèÿìè, òî åñòåñòâåííî ïðèïèñàòü

âñåì çíà÷åíèÿì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η îäèíàêîâûå âåðî-
ÿòíîñòè. Èòàê, ìû îæèäàåì, ÷òî �èêòèâíàÿ ñëó÷àéíàÿ

äèñêðåòíàÿ âåëè÷èíà ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ

η x1 x2 . . . . . . xn

P 1
n

1
n . . . . . . 1

n

,

íàçûâàåìàÿ ýìïèðè÷åñêîé èëè âûáîðî÷íîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíîé, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ

âåëè÷èíîé, íàïîìèíàþùåé íåèçâåñòíóþ íàì òåîðåòè÷å-

ñêóþ âåëè÷èíó ξ. Ïî êðàéíåé ìåðå, íè÷åãî ëó÷øåãî äëÿ

òîãî, ÷òîáû õîòü êàê-òî ïðåäñòàâèòü ξ ïî âûáîðêå, ìû

ñäåëàòü íå ìîæåì.
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Îïðåäåëåíèå 1.2. �àñïðåäåëåíèå P ∗
n(B) = P{η ∈

B}, B ∈ B, ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η íàçûâàåòñÿ

ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì, à åå �óíêöèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ F ∗
n(x) = Fη(x) = P{η < x} íàçûâàåòñÿ

ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî

P ∗
n(B) =

∑

k: xk∈B

P{η = xk} =
∑

k: xk∈B

1

n
=
µ(B)

n
,

ãäå µ(B) � ÷èñëî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé, ïîïàäàþùèõ â

B, à

F ∗
n(x) =

∑

k: xk<x

P{η = xk} =
∑

k: xk<x

1

n
=
µ(x)

n
,

ãäå µ(x) � ÷èñëî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñòðîãî ìåíüøèõ

x. Òàêèì îáðàçîì, P ∗
n(B) � îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîïà-

äàíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ â ìíîæåñòâî
B, à F ∗

n(x) � îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ñîáûòèÿ ξ < x, åñëè
íà âûáîðêó ñìîòðåòü êàê íà n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, â
êàæäîì èç êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà ξ. Åñëè çà óñïåõ ïðèíÿòü ñîáûòèå {ξ < x},
òî èìååì ñõåìó Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà â îò-

äåëüíîì èñïûòàíèè p = P{ξ < x} = F (x) è âåðîÿòíîñòüþ
íåóäà÷è q = 1 − F (x). Ïðè ýòîì µ(x) åñòü ÷èñëî óñïåõîâ
â n èñïûòàíèÿõ. Íå äàâàÿ ïîêà �îðìàëüíîãî îïðåäåëå-

íèÿ îöåíêè, à ðàññìàòðèâàÿ ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì

x ∈ R ýìïèðè÷åñêóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ êàê îöåíêó

òåîðåòè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî

1. MF ∗
n(x) = M

µ(x)

n
=

1

n
Mµ(x) =
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=
1

n
np =

1

n
nF (x) = F (x),

ò.å. ñðåäíåå çíà÷åíèå îöåíêè F ∗
n(x) ñîâïàäàåò ñ îöåíè-

âàåìîé âåëè÷èíîé F (x) (òàê íàçûâàåìàÿ íåñìåùåííîñòü

îöåíêè);

2. Ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Áåðíóëëè

F ∗
n(x) =

µ(x)

n

P→ F (x) ïðè n→ ∞

(òàê íàçûâàåìàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè).

Íà ñàìîì äåëå çäåñü èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî÷òè

íàâåðíîå (ïî óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå

Áîðåëÿ). Íî è ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî óñèëèòü äî ðàâíî-

ìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå. Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà �ëèâåíêî-Êàíòåëëè. Ýìïèðè÷åñêàÿ

�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî÷òè íàâåðíîå ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ ê òåîðåòè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

P
{

sup
x∈R

|F ∗
n(x) − F (x)| → 0 ïðè n→ ∞

}
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ íåïðåðûâ-

íîé �óíêöèè F (x) âûíîñèòñÿ â ïðèëîæåíèå.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûáîðîê áîëüøîãî îáúåìà ýì-

ïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò

òåîðåòè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. â ýòîì ñëó-

÷àå ýìïèðè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ äîñòà-

òî÷íî õîðîøèì îáðàçîì òåîðåòè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû, ïîñòðîåííûì ïî âûáîðêå.

�àññòàâèì çíà÷åíèÿ âûáîðêè â âîçðàñòàþùåì ïîðÿä-

êå:

x(1) < x(2) < . . . < x(n).
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Òîãäà, â ÷àñòíîñòè,

x(1) = min (x1, x2, . . . , xn), x(n) = max (x1, x2, . . . , xn).

Ïðè ýòîì xk íàçûâàåòñÿ k-é ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêîé,
Wn = x(n) −x(1) � ðàçìàõîì âûáîðêè, à êîíå÷íûé ðÿä

x(1), x(2), . . . , x(n) íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì ðÿäîì

âûáîðêè.

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êðàéíèõ

÷ëåíîâ âàðèàöèîííîãî ðÿäà.

Çàäà÷à 2. Ïðåäïîëàãàÿ òåîðåòè÷åñêóþ �óíêöèþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, íàéäèòå ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé k-é ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè

è �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçìàõà âûáîðêè.

Î÷åâèäíî, ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìî-

æåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

F ∗
n(x) =





0, åñëè x ≤ x(1),
1
n , åñëè x(1) < x ≤ x(2),
2
n , åñëè x(2) < x ≤ x(3),

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1, åñëè x > x(n).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè òåîðåòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé (íàïðèìåð, òåîðåòè÷å-

ñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äèñêðåòíà), òî íåêîòîðûå çíà-

÷åíèÿ â âûáîðêå ìîãóò ñîâïàäàòü. Òîãäà ýëåìåíòû âûáîð-

êè ìîæíî çàïèñàòü â íåóáûâàþùåì ïîðÿäêå è îáîçíà÷èòü

k-å ïî âåëè÷èíå çíà÷åíèå ÷åðåç x(k). Ýìïèðè÷åñêàÿ ñëó-
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÷àéíàÿ âåëè÷èíà áóäåò çàäàâàòüñÿ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ

η x(1) x(2) . . . . . . x(l)

P n1
n

n2
n . . . . . . nl

n

,

ãäå l � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé â âûáîðêå, nk � ÷èñëî

ïîâòîðåíèé çíà÷åíèÿ x(k) â íåé. Ïðè ýòîì ñìûñë µ(x) ñî-
õðàíÿåòñÿ, òîëüêî êàæäîå çíà÷åíèå x(k) < x ó÷èòûâàåòñÿ
ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî îíî âñòðå÷àåòñÿ â âûáîðêå. Ýìïè-

ðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê íåòðóäíî ïîíÿòü,

ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

F ∗
n(x) =





0, åñëè x ≤ x(1),
n1
n , åñëè x(1) < x ≤ x(2),
n1+n2

n , åñëè x(2) < x ≤ x(3),

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1, åñëè x > x(l).

Âñå ñâîéñòâà ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êàê

îöåíêè òåîðåòè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîõðàíÿò-

ñÿ.

Òàê êàê ïðè áîëüøèõ n çíà÷åíèÿ ýìïèðè÷åñêîé è òåî-
ðåòè÷åñêîé �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íåîãðàíè÷åííî ñáëè-

æàþòñÿ, òî ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ðàçëè÷íûå èõ ÷èñëî-

âûå õàðàêòåðèñòèêè, íàïðèìåð, ìîìåíòû îäíîãî è òî-

ãî æå ïîðÿäêà òàêæå áóäóò áëèçêè äðóã ê äðóãó. Ïóñòü

bl = Mξl =
+∞∫
−∞

xldF (x) � òåîðåòè÷åñêèé íà÷àëüíûé ìî-

ìåíò l-ãî ïîðÿäêà. Â êà÷åñòâå åãî îöåíêè âîçüìåì âûáî-

ðî÷íûé íà÷àëüíûé ìîìåíò l-ãî ïîðÿäêà

xl = Mηl =
n∑

k=1

xl
k

1

n
=

1

n

n∑

k=1

xl
k.
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè l = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî â êà÷åñòâå îöåíêè

òåîðåòè÷åñêîé ñðåäíåé a = b1 = Mξ áåðåòñÿ âûáîðî÷íàÿ

ñðåäíÿÿ x = 1
n

n∑
k=1

xk.

Ïóñòü òåïåðü ck = M(ξ −Mξ)l � òåîðåòè÷åñêèé öåí-

òðàëüíûé ìîìåíò l-ãî ïîðÿäêà. Â êà÷åñòâå åãî îöåíêè

âîçüìåì âûáîðî÷íûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò l-ãî ïîðÿäêà

S̃l = M(η −Mη)l = M(η − x)l =

=
n∑

k=1

(xk − x)l
1

n
=

1

n

n∑

k=1

(xk − x)l.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 2 îöåíêîé òåîðåòè÷åñêîé äèñïåðñèè
σ2 = Dξ ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

S̃2 = Dη = M(η −Mη)2 =
1

n

n∑

k=1

(xk − x)2.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå äðóãîå âûðàæåíèå

äëÿ âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè, ïîëó÷àþùååñÿ ïðèìåíåíèåì

èíîé �îðìóëû äëÿ äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,

S̃2 = Dη = Mη2 − (Mη)2 = Mη2 − x2 =

= x2 − x2 =
1

n

n∑

k=1

xk
2 − x2,

ãäå x2 = 1
n

n∑
k=1

xk
2
.

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà, x(1) è x(n) � íàè-

ìåíüøàÿ è íàèáîëüøàÿ ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè ñîîòâåò-

ñòâåííî. �àçäåëèì îòðåçîê [x(1), x(n)] íà k ðàâíûõ ÷à-

ñòåé äëèíîé l =
x(n)−x(1)

k êàæäàÿ. Îáîçíà÷èì ýòè ÷àñòè
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∆1,∆2, . . . ,∆k è ïóñòü µ(∆i) � ÷èñëî âûáîðî÷íûõ çíà-

÷åíèé, ïîïàâøèõ â ∆i. Íà êàæäîì ∆i êàê íà îñíîâàíèè

ïîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíèêè âûñîòîé hi = µ(∆i)
nl . Ïîëó÷åí-

íàÿ ñòóïåí÷àòàÿ �èãóðà íàçûâàåòñÿ ãèñòîãðàììîé îò-

íîñèòåëüíûõ ÷àñòîò. Åå ïëîùàäü ðàâíà

S =

k∑

i=1

|∆i|hi =
1

n

k∑

i=1

µ(∆i) = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåòè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x). Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

P{ξ ∈ ∆i} =

∫

∆i

p(x)dx = p(ci)|∆i|.

Ïî óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Áîðåëÿ

µ(∆i)

n

ï.í.→ P{ξ ∈ ∆i} = p(ci)l,

îòêóäà

hi =
µ(∆i)

nl

ï.í.→ p(ci).

Òàêèì îáðàçîì, â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ãèñòî-

ãðàììà äàåò êà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ïëîòíîñòè âå-

ðîÿòíîñòè òåîðåòè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Èíîãäà

íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ ñ÷èòàþò, ÷òî

ïðè áîëüøîì ÷èñëå íàáëþäåíèé ãèñòîãðàììà ñòðåìèòñÿ ê

ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p(x). Ýòî íåâåðíî: äëÿ òîãî ÷òî-

áû ýòî áûëî òàê, íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü äîâîëüíî

ñëîæíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó n è k.
Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûì íåäîñòàòêîì íå îáëàäàåò ýì-

ïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñêîëüêó Fn(x)
ï.í.→

F (x) ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R áåç âñÿêèõ äîïîëíèòåëüíûõ

îãðàíè÷åíèé.
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� 2. Òî÷å÷íûå îöåíêè íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ

Íà÷íåì ñ ïðèìåðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçìåðÿåòñÿ îïðåäå-

ëåííàÿ �èçè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ a. �åçóëüòàòû èçìåðåíèé

x1 = a+ δ1,

x2 = a+ δ2,

. . . . . . . . .

xn = a+ δn

îáëàäàþò íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé îøèáêîé δ. Åñëè îøèáêà

èçìåðåíèé ñêëàäûâàåòñÿ èç áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñè-

ìûõ âêëàäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îêàçûâàåò ðàâíîìåðíî

ìàëîå âëèÿíèå íà îøèáêó, òî ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé

òåîðåìå îøèáêà áóäåò ïðèáëèæåííî èìåòü íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçìåðåíèÿ ëèøå-

íû ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè, ò.å. Mδk = 0. Òîãäà

δk ∼ N(0, σ2). Ïî ëåììå î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè

xk ∼ N(a, σ2). Òàêèì îáðàçîì, x1, x2, . . . , xn îáðàçóþò

âûáîðêó èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè

(a, σ2). Âîçíèêàåò çàäà÷à îöåíêè ïî äàííîé âûáîðêå

ïàðàìåòðà a, ò.å. èçìåðÿåìîé �èçè÷åñêîé ïîñòîÿííîé.

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x/θ), çàâèñÿùåãî îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.Îöåíêîé èëè ñòàòèñòèêîé íåèç-

âåñòíîãî ïàðàìåòðà θ íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ áîðåëåâñêàÿ

�óíêöèÿ

θ̂n = θ̂(x1, x2, . . . , xn)
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îò âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé.

Â ýòîì îïðåäåëåíèè òðåáîâàíèå èçìåðèìîñòè ïî Áîðå-

ëþ íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè ïîäñòàíîâêå â îöåí-

êó ýëåìåíòîâ àáñòðàêòíîé âûáîðêè ïîëó÷àëàñü ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð,

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îöåíêè èëè äðóãèå ÷èñëîâûå

õàðàêòåðèñòèêè. Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå îöåíêè íî-

ñèò �îðìàëüíûé õàðàêòåð è íå îòðàæàåò èíòóèòèâíîãî

ïîíèìàíèÿ îöåíêè êàê íåêîòîðîé âåëè÷èíû, áëèçêîé ê

îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó. Íàïðèìåð, ïîñòîÿííàÿ � áîðå-

ëåâñêàÿ �óíêöèÿ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðà

θ ìîæíî âçÿòü θ̂n = 0, èëè θ̂n = 1010
, èëè θ̂n = −1050

, ò.å.

âåëè÷èíó êàê óãîäíî äàëåêóþ îò îöåíèâàåìîãî ïàðàìåò-

ðà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíêà îáëàäàëà äåéñòâèòåëüíî

õîðîøèìè êà÷åñòâàìè, ïðèáëèæàÿñü â íåêîòîðîì ñìûñëå

ê îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó, íà íåå íàêëàäûâàþò îïðåäå-

ëåííûå äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Îöåíêà íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà

θ íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé, åñëè åå ñðåäíåå çíà÷åíèå

ñîâïàäàåò ñ îöåíèâàåìûì ïàðàìåòðîì, ò.å.

Mθ̂n = θ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îöåíêè ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì ñìåùåíèåì íàçûâàåòñÿ βn = Mθ̂n − θ.
Òàêèì îáðàçîì, íåñìåùåííàÿ îöåíêà � îöåíêà ñî ñìåùå-

íèåì, ðàâíûì íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Îöåíêà íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ
íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè îíà ñõîäèòñÿ ïî âåðî-
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ÿòíîñòè ê îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó, ò.å.

θ̂n
P→ θ.

Ñîñòîÿòåëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñ ðîñòîì îáúåìà âû-

áîðêè êà÷åñòâî îöåíêè äîëæíî óëó÷øàòüñÿ: ÷åì áîëüøå

n, òåì áëèæå îöåíêà ê θ.
Êàê ìû ïîìíèì, â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω, F, P ) ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ êîíå÷íûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âòî-

ðîãî ïîðÿäêà (Mξ2 <∞), ðàññòîÿíèå ìåæäó ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè ξ è η îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ρ(ξ, η) =
√
M |ξ − η|2.

Åñòåñòâåííî ïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü òàêóþ îöåíêó, êîòîðàÿ

áûëà áû êàê ìîæíî áëèæå îò îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà

ïî ýòîìó ðàññòîÿíèþ.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Îöåíêà íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà

θ íàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíîé, åñëè ñðåäè âñåõ îöåíîê

ñ êîíå÷íûì ìîìåíòîì âòîðîãî ïîðÿäêà îíà äîñòàâëÿåò

ìèíèìóì M |θ̂n − θ|2.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ ëþáîé îöåíêè θ̂n è íåêîòîðîé

îöåíêè θ∗n ñ êîíå÷íûìè íà÷àëüíûìè ìîìåíòàìè âòîðîãî

ïîðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

M |θ∗n − θ|2 ≤M |θ̂n − θ|2,

òî îöåíêà θ∗n ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíîé.

×àñòî ý��åêòèâíóþ îöåíêó èùóò â êëàññå íåñìå-

ùåííûõ îöåíîê. Òàê êàê â ýòîì êëàññå Mθ̂n = θ, òî
M |θ̂n − θ|2 ïðåâðàùàåòñÿ â äèñïåðñèþ. Ïîýòîìó ý�-

�åêòèâíîé â êëàññå íåñìåùåííûõ îöåíîê áóäåò òàêàÿ
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íåñìåùåííàÿ îöåíêà, êîòîðàÿ ñðåäè âñåõ íåñìåùåííûõ

îöåíîê ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé èìååò íàèìåíüøóþ äèñ-

ïåðñèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà áóäåò íàèáîëåå êîìïàêòíî

ðàçáðàñûâàòü ñâîè çíà÷åíèÿ âîêðóã îöåíèâàåìîãî ïà-

ðàìåòðà, êîãäà äëÿ îöåíèâàíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ

ðàçëè÷íûå âûáîðêè îáúåìà n.

Òåîðåìà 2.5. Åñëè â êëàññå íåñìåùåííûõ îöåíîê ñó-

ùåñòâóåò ý��åêòèâíàÿ îöåíêà, òî îíà åäèíñòâåííà ñ

òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè (ò.å., åñëè θ̂n è ψ̂n �

äâå ý��åêòèâíûå íåñìåùåííûå îöåíêè, òî P{θ̂n = ψ̂n} =
1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü θ̂n è ψ̂n � äâå

ý��åêòèâíûå íåñìåùåííûå îöåíêè, ò.å.

Mθ̂n = Mψ̂n = θ

è, åñëè σ2
� íàèìåíüøàÿ èç äèñïåðñèé íåñìåùåííûõ îöå-

íîê, òî

Dθ̂n = Dψ̂n = σ2.

�àññìîòðèì îöåíêó

τ̂n =
θ̂n + ψ̂n

2
.

Îíà íåñìåùåííàÿ:

Mτ̂n =
1

2
M(θ̂n + ψ̂n) = θ.

Òàê êàê σ2
� íàèìåíüøàÿ èç äèñïåðñèé íåñìåùåííûõ

îöåíîê, òî

Dτ̂n =
1

4
D(θ̂n + ψ̂n) =

1

4
{Dθ̂n +Dψ̂n + 2cov(θ̂n, ψ̂n)} =
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=
1

4
(σ2 + σ2 + 2rσσ) =

1

2
σ2(1 + r) ≥ σ2,

ãäå r � êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó θ̂n è ψ̂n. Èç ïî-

ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî r ≥ 1. Òàê êàê êîý�-

�èöèåíò êîððåëÿöèè íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1, òî r = 1.
Ïî ñâîéñòâó êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

ψ̂n = Aθ̂n +B, ãäå A > 0.

Ïîñêîëüêó âòîðîå ñëàãàåìîå � ïîñòîÿííàÿ, òî ñëàãàåìûå

� íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïî ñâîéñòâàì äèñ-

ïåðñèè

Dψ̂n = A2Dθ̂n, ò.å. σ2 = A2σ2,

îòêóäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî A > 0, ñëåäóåò A = 1. Èòàê, ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1

ψ̂n = θ̂n +B.

Áåðÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷à-

ñòåé, ïîëó÷èì θ = θ + B, ò.å. B = 0. Òà-

êèì îáðàçîì, ψ̂n = θ̂n ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

�

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûáîðêó

x1, x2, . . . , xn èç íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òåîðå-

òè÷åñêèìè ñðåäíåé a = Mξ è äèñïåðñèåé σ2 = Dξ.
Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, èõ îöåíêàìè ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî âûáîðî÷íàÿ ñðåäíÿÿ x = 1
n

n∑
k=1

xk è âûáîðî÷íàÿ

äèñïåðñèÿ S̃2 = 1
n

n∑
k=1

(xk − x)2 = 1
n

n∑
k=1

xk
2 − x2

. Ñ

�îðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ � ýòî îöåíêè, ïîñêîëüêó îíè

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè îò x1, x2, . . . , xn,

ò.å. áîðåëåâñêèìè.
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Óñòàíîâèì, êàêèìè êà÷åñòâàìè îáëàäàþò ýòè îöåíêè.

1. Îöåíêà x òåîðåòè÷åñêîé ñðåäíåé a.

A. Mx =
1

n

n∑

k=1

Mxk =
1

n
(a+ a+ . . . + a) =

1

n
na = a,

ò.å. x � íåñìåùåííàÿ îöåíêà a.
Á. Òàê êàê x1, x2, . . . , xn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûì ìàòå-

ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Mξ = Mxk = a, òî ïî çàêîíó

áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Õèí÷èíà

x =
1

n

n∑

k=1

xk
P→ a,

ò.å. x � ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà a.
Â. Âîïðîñ îá ý��åêòèâíîñòè îöåíêè x â êëàññå íåñìå-

ùåííûõ îöåíîê ðåøàåòñÿ áîëåå ñëîæíî è çàâèñèò îò âèäà

òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîçæå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî

åñëè âûáîðêà âçÿòà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïà-

ðàìåòðàìè (a, σ2), òî x ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíîé â êëàññå

íåñìåùåííûõ è òàê íàçûâàåìûõ ðåãóëÿðíûõ îöåíîê.

Åñëè âûáîðêà áåðåòñÿ èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà

îòðåçêå [a− h, a+ h], òî ñóùåñòâóþò áîëåå ý��åêòèâíûå
îöåíêè a, ÷åì x.

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè x1, x2, . . . , xn � âû-

áîðêà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [a −
h, a + h], ân =

x(1)+x(n)

2 , òî Dx = O( 1
n), â òî âðåìÿ êàê

Dân = O( 1
n2 ), ò.å. ïðè áîëüøèõ n îöåíêà ân ç��åêòèâíåå

îöåíêè x.
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2. Îöåíêà S̃2
òåîðåòè÷åñêîé äèñïåðñèè σ2

.

A. Ïî ñâîéñòâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

MS̃2 =
1

n

n∑

k=1

Mxk
2 −Mx2. (2.1)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ MS̃2
îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü Mxk

2
èMx2

.

Èìååì

σ2 = Dξ = Dxk = Mx2
k − (Mxk)

2 = Mx2
k − a2,

Dx =
1

n2

n∑

k=1

Dxk =
σ2

n
= Mx2 − (Mx)2 = Mx2 − a2,

îòêóäà

Mx2
k = σ2 + a2, Mx2 =

σ2

n
+ a2. (2.2)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.2) â (2.1), ïîëó÷èì:

MS̃2 = σ2 + a2 − σ2

n
− a2 =

n− 1

n
σ2.

Èòàê, S̃2
íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé σ2

. Ïîýòî-

ìó ïîäïðàâèì åå, ââåäÿ òàê íàçûâàåìóþ èñïðàâëåííóþ

âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ

S2 =
n

n− 1
S̃2 =

1

n− 1

n∑

k=1

(xk − x)2.

Èñïðàâëåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ íåñìå-

ùåííîé îöåíêîé òåîðåòè÷åñêîé äèñïåðñèè:

MS2 =
n

n− 1
MS̃2 =

n

n− 1

n− 1

n
σ2 = σ2.
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Ïîýòîìó ëó÷øå ïîëüçîâàòüñÿ èñïðàâëåííîé âûáîðî÷íîé

äèñïåðñèåé. Îäíàêî äëÿ âûáîðîê áîëüøîãî îáúåìà ìíî-

æèòåëü

n−1
n ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò 1 è ðàçíèöà îò òîãî, êàêîé

âûáîðî÷íîé äèñïåðñèåé ïîëüçîâàòüñÿ, íå ñòîëü óæ ñóùå-

ñòâåííà.

Â. Òàê êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x1, x2, . . . , xn íåçàâè-

ñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî è ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû x2
1, x

2
2, . . . , x

2
n îáëàäàþò ýòèìè æå ñâîéñòâàìè (îá-

îñíóéòå ïî÷åìó). Åñëè òåîðåòè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà èìååò êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ (ìû ñòðîèì åå îöåíêó, ò.å.

ïðåäïîëàãàåòñÿ åå ñóùåñòâîâàíèå), òî îíà èìååò êîíå÷-

íûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà b2 = Mξ2. Ïî-
ýòîìó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξ2n)
âûïîëíåíû óñëîâèÿ çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Õèí-

÷èíà, ïî êîòîðîìó

1

n

n∑

k=1

ξ2k
P→ b2 = Mξ2 = σ2 + a2.

Òàê êàê x
P→ a, òî ïî ñâîéñòâàì ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíî-

ñòè x2 P→ a2
è S̃2 = 1

n

n∑
k=1

ξ2k − x2 P→ (σ2 + a2) − a2 = σ2
.

Òàêèì îáðàçîì, S̃2
� ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà σ2

.

Òàê êàê

n
n−1 → 1, òî è ïîäàâíî n

n−1
P→ 1. Ïî ñâîéñòâàì

ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè S2 = n
n−1 S̃

2 P→ 1 · σ2 = σ2
.

Ïîýòîìó S2
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé σ2

.

� 3. Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ îöåíîê

Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî äâà íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ìåòîäà

ïîëó÷åíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê.
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1. Ìåòîä ìîìåíòîâ.

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x/θ1, θ2, . . . , θm), çàâèñÿùåãî îò m íåèçâåñòíûõ ïàðà-

ìåòðîâ θ1, θ2, . . . , θm. �àíåå ãîâîðèëîñü î òîì, ÷òî â ñèëó

áëèçîñòè òåîðåòè÷åñêîé è ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèé ðàñïðå-

äåëåíèÿ äîëæíû áûòü áëèçêè äðóã ê äðóãó ñîîòâåòñòâó-

þùèå òåîðåòè÷åñêèå è âûáîðî÷íûå ìîìåíòû. Ïóñòü

bl = Mξl =

+∞∫

−∞

xldF (x/θ1, θ2, . . . , θm) = bl(θ1, θ2, . . . , θm) �

íà÷àëüíûé òåîðåòè÷åñêèé ìîìåíò l-ãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþ-

ùèéñÿ �óíêöèåé îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Òîãäà îí

áëèçîê ê ñîîòâåòñòâóþùåìó âûáîðî÷íîìó ìîìåíòó xl =

1
n

n∑
k=1

xl
k. Äëÿ ïåðâûõ m íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ âìåñòî ïðè-

áëèæåííûõ çàïèøåì òî÷íûå ðàâåíñòâà, â êîòîðûå âìåñòî

èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïîäñòàâèì èõ îöåíêè:

b1(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂m) = x1,

b2(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂m) = x2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

bm(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂m) = xm. (3.1)

Ñóòü ìåòîäà ìîìåíòîâ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îöåíîê

íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ êàê ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòå-

ìû m óðàâíåíèé ñ m íåèçâåñòíûìè.

Çàìå÷àíèå 1. Âìåñòî íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ ìîæíî

â íåêîòîðûõ èç óðàâíåíèé èñïîëüçîâàòü öåíòðàëüíûå
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ìîìåíòû. Ïðè ýòîì â êàæäîì èç óðàâíåíèé ñëåâà è

ñïðàâà äîëæíû ïðèðàâíèâàòüñÿ îäíîèìåííûå ìîìåíòû.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç íîðìàëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ2). Ïðèðàâíèâàÿ
ïåðâûå íà÷àëüíûå è âòîðûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû, ïîëó-

÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

â = x,

σ̂2 = S̃2,

êîòîðàÿ óæå ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ îöå-

íîê. Ïîëó÷èëè èçâåñòíûå íàì îöåíêè x è S̃2
íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ a è σ2
ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè áû ìû ïðèðàâ-

íÿëè â îáîèõ óðàâíåíèÿõ íà÷àëüíûå ìîìåíòû, òî âòîðîå

óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèøëîñü áû ðåøàòü. �åçóëüòàò,

ðàçóìååòñÿ, ïîëó÷èëñÿ áû òàêèì æå.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ñõåìó èç n íåçàâèñèìûõ èñ-

ïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p. �åçóëüòàò
xk k-ãî èñïûòàíèÿ áóäåì ðåãèñòðèðîâàòü êàê ÷èñëî óñïå-
õîâ â ýòîì èñïûòàíèè, ò.å.

xk =

{
1, åñëè â k-ì èñïûòàíèè ïðîèçîøåë óñïåõ,

0, åñëè â k-ì èñïûòàíèè ïðîèçîøëà íåóäà÷à.

Â äàííîì ñëó÷àå âûáîðêà x1, x2, . . . , xn ñîñòîèò òîëüêî

èç íóëåé è åäèíèö. Òåîðåòè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ
� ÷èñëî óñïåõîâ â îòäåëüíîì èñïûòàíèè, åå ðàñïðåäåëå-

íèå çàâèñèò îò åäèíñòâåííîãî ïàðàìåòðà p. Ïðèðàâíèâàÿ
ïåðâûå íà÷àëüíûå ìîìåíòû, ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç îäíîãî
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óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíêè p̂n íåèçâåñòíîãî ïà-

ðàìåòðà p:

p̂n = x =
1

n

n∑

k=1

xk =
µ

n
,

ãäå µ � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ. Òàêèì îáðàçîì,

îöåíêîé âåðîÿòíîñòè óñïåõà p ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ

÷àñòîòà óñïåõà

µ
n .

Òåîðåìà 3.1. Åñëè òåîðåòè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà èìååò êîíå÷íûé ìîìåíò m-ãî ïîðÿäêà, à ñèñòåìà
óðàâíåíèé (3.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

θ̂k = b−1
k (x1, x2, . . . , xm), k = 1,m,

çàäàâàåìîå íåïðåðûâíûìè îáðàòíûìè �óíêöèÿìè b−1
k ,

òî ýòî ðåøåíèå äàåò ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåò-

ðîâ θk, k = 1,m.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ

k = 1, 2, . . . ,m ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû xk
1, x

k
2 , . . . , x

k
n íåçà-

âèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò êîíå÷íîå ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå bk(θ1, θ2, . . . , θm). Ïî çàêîíó áîëü-

øèõ ÷èñåë â �îðìå Õèí÷èíà

xk =
1

n

n∑

i=1

xk
i

P→ bk, k = 1,m.

Ïî òåîðåìå 1.15.2 (îáîáùåííîé î÷åâèäíûì îáðàçîì íà

�óíêöèè n ïåðåìåííûõ)

θ̂k = b−1
k (x1, x2, . . . , xm)

P→

P→ b−1
k (b1(θ1, θ2, . . . , θm), . . . , bm(θ1, θ2, . . . , θm)) =
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= θk, k = 1,m. �

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä ìîìåíòîâ íå ó÷èòûâàåò êîíêðåò-

íûé âèä òåîðåòè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó

êðîìå ñîñòîÿòåëüíîñòè (ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðå-

ìû 1) îí íå ãàðàíòèðóåò äðóãèõ õîðîøèõ ñâîéñòâ îöåíîê.

Ïðè åãî ïðèìåíåíèè ïîëó÷åííûå îöåíêè íåîáõîäèìî

äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿòü, íàïðèìåð, íà íåñìåùåííîñòü,

ý��åêòèâíîñòü è ò.ï. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì åùå îäèí

ìåòîä, êîòîðûé ãàðàíòèðóåò õîðîøèå àñèìïòîòè÷åñêèå

ñâîéñòâà îöåíîê è ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòüñÿ èìè äëÿ

âûáîðîê áîëüøîãî îáúåìà áåç äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè

èõ êà÷åñòâà.

2. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ïóñòü èçìåðÿåòñÿ �èçè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà a,
ïðè÷åì ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé

x1 = a+ δ1,

. . . . . . . . . . . .

xn = a+ δn

ëèøåíû ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè è èìåþò íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ2). Òîãäà x1, x2, . . . , xn

� âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(a, σ2). Äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ åùå �àóññ ïðåäëîæèë âûáèðàòü

îöåíêó â ïàðàìåòðà a òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììà êâà-

äðàòîâ îøèáîê âñåõ èçìåðåíèé

n∑
i=1

(xi − â)2 áûëà ìèíè-

ìàëüíîé. Ïîëüçóÿñü íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà

è ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ïðîèçâîäíóþ ïî â îò ýòîé ñóììû,
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ïîëó÷èì, ÷òî â = x. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî � òî÷êà ìè-

íèìóìà. Ôèøåð óñìîòðåë, ÷òî ñóòü ýòîãî ìåòîäà òàêîâà.

Ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí x1, x2, . . . , xn

L(x1, x2, . . . , xn/a, σ
2) = p(x1)p(x2) . . . p(xn) =

=
1√
2πσ

e−
(x1−a)2

2σ2
1√
2πσ

e−
(x2−a)2

2σ2 . . .
1√
2πσ

e−
(xn−a)2

2σ2 =

=
1

(2π)
n
2 σn

e
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi−a)2

.

Îíà íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ. Î÷åâèäíî,

ñóììà êâàäðàòîâ îøèáîê

n∑
i=1

(xi − â)2 ìèíèìàëüíà â

òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ ïðàâäîïîäî-

áèÿ L(x1, x2, . . . , xn/a, σ
2) ìàêñèìàëüíà. Òåïåðü ìîæíî

çàáûòü î íîðìàëüíîñòè òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è,

ñëåäóÿ Ôèøåðó, èñêàòü îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

èç òîãî óñëîâèÿ, ÷òîáû �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèíèìà-

ëà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå. Ïåðåéäåì ê áîëåå �îðìàëüíî-

ìó îïèñàíèþ ìåòîäà.

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè

p(x/θ1, θ2, . . . , θm), çàâèñÿùåé îò m íåèçâåñòíûõ ïàðà-

ìåòðîâ θ1, θ2, . . . , θm.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x1, x2, . . . , xn

L(x1, x2, . . . , xn/θ1, θ2, . . . , θm) = L(θ1, θ2, . . . , θm) =

= p(x1/θ1, θ2, . . . , θm)p(x2/θ1, θ2, . . . , θm) . . .

28



� 3. Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ îöåíîê

. . . p(xn/θ1, θ2, . . . , θm),

ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê �óíêöèÿ îò θ1, θ2, . . . , θm, â êîòî-

ðîé xi � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � ýëåìåíòû àáñòðàêòíîé

âûáîðêè, íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ââåäåì ïîíÿòèå �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ âûáîðêè

èç äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âû-

áîðêà èç äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ uk ñ âåðîÿò-

íîñòÿìè P{ξ = uk} = p(uk/θ1, θ2, . . . , θm) , k = 1, 2, . . . ,
çàâèñÿùèìè îò m íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ θ1, θ2, . . . , θm.

�àññìîòðèì ñîâìåñòíóþ âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ñëó÷àé-

íûìè âåëè÷èíàìè ξ1, ξ2, . . . , ξn � ýëåìåíòàìè àáñòðàêò-

íîé âûáîðêè ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèé x1, x2, . . . , xn:

P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . , ξn = xn} =

= P{ξ1 = x1}P{ξ2 = x2} . . . P{ξn = xn}.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèé

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x1, x2, . . . , xn

L(x1, x2, . . . , xn/θ1, θ2, . . . , θm) = L(θ1, θ2, . . . , θm) =

= p(x1/θ1, θ2, . . . , θm)p(x2/θ1, θ2, . . . , θm) . . .

. . . p(xn/θ1, θ2, . . . , θm),

ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê �óíêöèÿ îò θ1, θ2, . . . , θm, â êîòî-

ðîé xi � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � ýëåìåíòû àáñòðàêòíîé

âûáîðêè, íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ.
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Ïðèìåð 3. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàâíî-

ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà

p(x/a, b) =

{
1

b−a , åñëè a ≤ x ≤ b,

0, åñëè x /∈ [a, b].

è �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèíèìàåò âèä

L(x1, x2, . . . , xn/a, b) = p(x1/a, b)p(x2/a, b) . . . p(xn/a, b) =

=

{
1

(b−a)n , åñëè x(1) ≥ a, x(n) ≤ b,

0 â èíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðå-

äåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Òîãäà

p(x/λ) = P{ξ = x} =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, . . .

è �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò �îðìó

L(λ) = p(x1/λ)p(x2/λ) . . . p(xn/λ) =
λx1+x2+...+xn

x1!x2! . . . xn!
e−nλ.

Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñîñòîèò â òîì,

÷òî â êà÷åñòâå îöåíîê âûáèðàþòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ

θ1, θ2, . . . , θm, ïðè êîòîðûõ �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè-

íèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå. Â ñèëó íåîáõîäèìîãî

óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà íàäî ïðèðàâíÿòü íóëþ ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ïî êàæäîìó èç ïàðà-

ìåòðîâ. Íî íàõîäèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ïðîèçâåäå-

íèÿ n ñîìíîæèòåëåé íå î÷åíü óäîáíî. Ëó÷øå ïîñòóïèòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òàê êàê �óíêöèÿ L = lnL âîçðà-

ñòàþùàÿ, òî òî÷êà ìàêñèìóìà �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ
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L(θ1, θ2, . . . , θm) ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ìàêñèìóìà òàê íàçû-
âàåìîé ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ

L(θ1, θ2, . . . , θm) = lnL(θ1, θ2, . . . , θm). Ïðèðàâíÿåì íóëþ

åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

∂L(θ1, θ2, . . . , θm)

∂θ1
=

n∑

k=1

∂ ln p(xk/θ1, θ2, . . . θn)

∂θ1
= 0,

∂L(θ1, θ2, . . . , θm)

∂θ2
=

n∑

k=1

∂ ln p(xk/θ1, θ2, . . . θn)

∂θ2
= 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂L(θ1, θ2, . . . , θm)

∂θm
=

n∑

k=1

∂ ln p(xk/θ1, θ2, . . . θn)

∂θm
= 0.

Èç ýòîé ñèñòåìû ìû è íàéäåì îöåíêè íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂m (Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ñëó÷àé õîðîøèé è íåò êîíöåâûõ ýêñòðåìóìîâ).

Ïðèìåð 5. �àññìîòðèì âûáîðêó ÷èñåë óñïåõîâ

x1, x2, . . . , xn â ñõåìå Áåðíóëëè èç ïðèìåðà 2. Äëÿ òåî-

ðåòè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � ÷èñëà óñïåõîâ â îò-

äåëüíîì èñïûòàíèè �

P{ξ = x} = px(1 − p)1−x, x = 1, 0.

Çíà÷èò, p(xi/p) = pxi(1−p)1−xi
è �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

ïðèíèìàåò âèä

L(p) = L(x1, x2, . . . , xn/p) = px1(1−p)1−x1px2(1−p)1−x2 . . .

. . . pxn(1 − p)1−xn = p

n∑
i=1

xi

(1 − p)
n−

n∑
i=1

xi

= pµ(1 − p)n−µ,
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ãäå µ � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ. Ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ
�óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ðàâíà

L(p) = lnL(p) = µ ln p+ (n− µ) ln (1 − p).

Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ ïî p íóëþ è çàìåíÿÿ p íà

îöåíêó p̂, ïîëó÷èì

µ

p̂
− n− µ

1 − p̂
= 0,

îòêóäà p̂ = µ
n , ò.å. â êà÷åñòâå îöåíêè âåðîÿòíîñòè óñïåõà

íàäî âçÿòü åãî îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó. Î÷åâèäíî, ýòî

íåñìåùåííàÿ è, â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå

Áåðíóëëè, ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà. Ïîçæå ìû óáåäèìñÿ,

÷òî îíà ý��åêòèâíà â êëàññå íåñìåùåííûõ è òàê íàçû-

âàåìûõ ðåãóëÿðíûõ îöåíîê.

Ïðèìåð 6. Èç âèäà �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèìåðà

3 çàêëþ÷àåì, ÷òî îöåíêàìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-

äîáèÿ äëÿ a è b â ñëó÷àå âûáîðêè èç ðàâíîìåðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [a, b] áóäóò ñîîòâåòñòâåííî

â = x(1) è b̂ = x(n).

Ïðèìåð 7. Äëÿ âûáîðêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññî-

íà ïðèìåðà 4 ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

èìååò �îðìó

L(λ) = (x1 + x2 + . . .+ xn) lnλ− ln (x1!x2! . . . xn!) − nλ.

Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ ïî λ íóëþ è çàìåíÿÿ λ íà

îöåíêó λ̂, ïîëó÷èì

x1 + x2 + . . .+ xn

λ̂
− n = 0,
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îòêóäà λ̂ = x.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïëîòíîñòü òåîðåòè÷åñêî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(x/θ) çàâèñèò îò îäíîãî ïàðàìåòðà θ.
Óñòàíîâèì àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê ìàêñèìàëü-

íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðåäïîëîæèì âûïîëíåííûìè ñëå-

äóþùèå óñëîâèÿ.

1. Ïàðàìåòð θ è åãî èñòèííîå çíà÷åíèå θ0 ëåæàò âíó-
òðè èíòåðâàëà (θ1, θ2), â êîòîðîì ñóùåñòâóþò ïðîèçâîä-

íûå

∂p
∂θ ,

∂2p
∂θ2 ,

∂3p
∂θ3 .

2. Äîïóñòèìî äâóêðàòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïîä

çíàêîì èíòåãðàëà

+∞∫
−∞

p(x/θ)dx = 1.

3. i(θ0) = M
(

∂ln p
∂θ

)2∣∣∣
θ=θ0

> 0,
∣∣∣∂

3p
∂θ3

∣∣∣ ≤
H(x), MH(ξ) ≤M , ãäå M íå çàâèñèò îò θ.

Òåîðåìà 3.4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1,2,3, òî óðàâ-

íåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ

∂L(x/θ)

∂θ
= 0

èìååò ðåøåíèå θ̂, ÿâëÿþùååñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé

θ0. Ýòà îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ àñèì-

ïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè (θ0,
1

n·i(θ0)
) è

àñèìïòîòè÷åñêè ý��åêòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4 âûíîñèòñÿ â ïðèëîæåíèå.

Çàìå÷àíèå 1. Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî i(θ0) ìî-
æåò òðàêòîâàòüñÿ êàê èí�îðìàöèÿ î ïàðàìåòðå θ0 â îò-
äåëüíîì íàáëþäåíèè (ò.å. â îäíîì âûáîðî÷íîì çíà÷åíèè),
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à âåëè÷èíà I(θ0) = ni(θ0) � êàê èí�îðìàöèÿ î ïàðàìåòðå

θ0 â âûáîðêå. Àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà íàçû-

âàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ý��åêòèâíîé, åñëè åå äèñïåðñèÿ

ðàâíà

1
I(θ0) .

� 4. Èí�îðìàöèÿ â íàáëþäåíèè è âûáîðêå.

Íåðàâåíñòâî �àî-Êðàìåðà

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè p(x/θ), çà-
âèñÿùåé îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ. Çàïèøåì �óíêöèþ

è ëîãàðè�ìè÷åñêóþ �óíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ

L(θ) = L(x1, x2, . . . , xn/θ) = p(x1/θ)p(x2/θ) . . . p(xn/θ)

è

L(θ) = L(x1, x2, . . . , xn/θ) = lnL(x1, x2, . . . , xn/θ).

Îïðåäåëåíèå 4.1. Âåëè÷èíà

I(θ) = M
∣∣∣∂L(x1, x2, . . . , xn/θ)

∂θ

∣∣∣
2

íàçûâàåòñÿ èí�îðìàöèåé ïî Ôèøåðó î ïàðàìåòðå θ
â âûáîðêå x1, x2, . . . , xn. Åñëè âûáîðêà ñîñòîèò èç îäíî-

ãî íàáëþäåíèÿ x1, òî èí�îðìàöèÿ â òàêîé âûáîðêå

i(θ) = M
∣∣∣∂ln p(x1/θ)

∂θ

∣∣∣
2

íàçûâàåòñÿ èí�îðìàöèåé ïî Ôèøåðó î ïàðàìåòðå

θ â íàáëþäåíèè x1.
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�àî-Êðàìåðà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàêîííî äè��åðåíöèðîâàíèå ïî

ïàðàìåòðó θ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà

∫
R

p(x/θ)dx, òàê ÷òî

∫

R

∂p(x/θ)

∂θ
dx =

∂
∫
R

p(x/θ)dx

∂θ
=
∂1

∂θ
= 0.

Òàê êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x1, x2, . . . , xn â àáñòðàêò-

íîé âûáîðêå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî èí�îðìàöèè â

íàáëþäåíèÿõ x1, x2, . . . , xn îäèíàêîâû è ðàâíû i(θ). Ïî-
ýòîìó

I(θ) = M
∣∣∣∂ln [p(x1/θ)p(x2/θ) . . . p(xn/θ)]

∂θ

∣∣∣
2

=

= M
[ n∑

i=1

∂ln p(xi/θ)

∂θ

]2
=

n∑

i=1

M
∣∣∣∂ln p(xi/θ)

∂θ

∣∣∣
2
+

+

n∑

i=1

n∑

j=1, j 6=i

M
[∂ln p(xi/θ)

∂θ

∂ln p(xj/θ)

∂θ

]
=

n∑

i=1

i(θ)+

+

n∑

i=1

n∑

j=1, j 6=i

∫∫

R2

∂ln p(xi/θ)

∂θ

∂ln p(xj/θ)

∂θ
p(xi/θ)p(xj/θ)·

·dxidxj = ni(θ)+

+

n∑

i=1

n∑

j=1, j 6=i

∫

R

∂p(xi/θ)

∂θ
dxi

∫

R

∂p(xj/θ)

∂θ
dxj = ni(θ).

Òîò �àêò, ÷òî èí�îðìàöèè â íàáëþäåíèÿõ ñëîæèëèñü,

îáóñëîâëåí íåçàâèñèìîñòüþ ýòèõ íàáëþäåíèé. Èòàê,

I(θ) = ni(θ).
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Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü

1) îáëàñòü çíà÷åíèé, ãäå L(x1, x2, . . . , xn/θ) = 0, íå
çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ;

2) äîïóñòèìî äè��åðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì ñëåäó-

þùèõ äâóõ èíòåãðàëîâ ïî ïàðàìåòðó θ:

∫
· · ·
∫

Rn

θ̂(x1, x2, . . . , xn)L(x1, x2, . . . , xn/θ)dx1dx2 . . . dxn

è

∫
· · ·
∫

Rn

L(x1, x2, . . . , xn/θ)dx1dx2 . . . dxn,

ãäå θ̂n = θ̂(x1, x2, . . . , xn) � íåêîòîðàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà

θ;

3) I(θ) 6= 0.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî �àî-Êðàìåðà:

M(θ̂n − θ)2 ≥ |1 + b′(θ)|2
I(θ)

,

ãäå b(θ) = Mθ̂n − θ � ñìåùåíèå îöåíêè θ̂n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ, êî-

ãäà L(x1, x2, . . . , xn/θ) > 0, ïîñêîëüêó âî âñåõ äàëåå ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ïðèìåðàõ ýòî âûïîëíÿåòñÿ. Ìîäè�èêàöèÿ

äîêàçàòåëüñòâà íà ñëó÷àé óñëîâèÿ 1) òåîðåìû íå ïðåäñòà-

âëÿåò áîëüøîé ñëîæíîñòè. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû

Mθ̂n = θ + b(θ) =

=

∫
· · ·
∫

Rn

θ̂(x1, x2, . . . , xn)L(x1, x2, . . . , xn/θ)dx1dx2 . . . dxn.
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Ïî ñâîéñòâó ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó-

÷àéíîãî âåêòîðà

1 =

∫
· · ·
∫

Rn

L(x1, x2, . . . , xn/θ)dx1dx2 . . . dxn.

Äè��åðåíöèðóÿ ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà ïî θ è èñïîëü-
çóÿ óñëîâèå 2), ïîëó÷èì

1 + b′(θ) =

∫
· · ·
∫

Rn

θ̂(x1, x2, . . . , xn)
∂L(x1, x2, . . . , xn/θ)

∂θ
·

·dx1dx2 . . . dxn, (4.1)

0 =

∫
· · ·
∫

Rn

∂L(x1, x2, . . . , xn/θ)

∂θ
dx1dx2 . . . dxn. (4.2)

Âû÷èòàÿ èç (4.1) ðàâåíñòâî (4.2), óìíîæåííîå íà θ, è âîç-
âîäÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò, ïðèõî-

äèì ê ñîîòíîøåíèþ

|1 + b′(θ)|2 =
∣∣∣
∫

· · ·
∫

Rn

(θ̂(x1, x2, . . . , xn) − θ)·

·∂L(x1, x2, . . . , xn/θ)

∂θ
dx1dx2 . . . dxn

∣∣∣
2
.

Òàê êàê

∂L
∂θ = L∂L

∂θ , òî ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-

Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà, ïîëó÷èì

|1 + b′(θ)|2 =
∣∣∣
∫

· · ·
∫

Rn

(θ̂(x1, x2, . . . , xn) − θ)·

·
√
L(x1, x2, . . . , xn/θ) ·

∂L(x1, x2, . . . , xn/θ)

∂θ
·
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·
√
L(x1, x2, . . . , xn/θ)dx1dx2 . . . dxn

∣∣∣
2
≤

≤
∫

· · ·
∫

Rn

(θ̂(x1, x2, . . . , xn) − θ)2L(x1, x2, . . . , xn/θ)dx1·

·dx2 . . . dxn ·
∫

· · ·
∫

Rn

∣∣∣∂L(x1, x2, . . . , xn/θ)

∂θ

∣∣∣
2
·

·L(x1, x2, . . . , xn/θ)dx1dx2 . . . dxn =

= M(θ̂n−θ)2 ·M
∣∣∣∂L(x1, x2, . . . , xn/θ)

∂θ

∣∣∣
2

= M(θ̂n−θ)2 ·I(θ).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî �àî-

Êðàìåðà. �

Â ÷àñòíîñòè, åñëè îöåíêà íåñìåùåííàÿ, òî ñìåùåíèå

b(θ) = Mθ̂n − θ = 0 è M(θ̂n − θ)2 = Dθ̂n. Ïîýòîìó äëÿ

íåñìåùåííûõ îöåíîê íåðàâåíñòâî �àî-Êðàìåðà ïðèíèìà-

åò ñëåäóþùèé âèä:

Dθ̂n ≥ 1

I(θ)
=

1

ni(θ)
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè äèñïåðñèÿ îöåíêè ìàëåíüêàÿ

(îöåíêà èí�îðìàòèâíàÿ), òî èí�îðìàöèÿ â âûáîðêå î

ïàðàìåòðå áîëüøàÿ, è íàîáîðîò, åñëè èí�îðìàöèÿ î ïà-

ðàìåòðå ìàëåíüêàÿ, òî äèñïåðñèÿ îöåíêè áîëüøàÿ. Ýòîò

�àêò îáúÿñíÿåò åñòåñòâåííîñòü íàçâàíèÿ "èí�îðìàöèÿ"

äëÿ I(θ).

Åñëè äëÿ îöåíêè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1,

ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî �àî-Êðàìåðà, òî

òàêàÿ îöåíêà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé.
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�àî-Êðàìåðà

Ïðèìåð 1. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç íîðìàëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ2). Íåèçâåñòíûì
ïàðàìåòðîì áóäåì ñ÷èòàòü a. Òàê êàê

p(x/a) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 , ln p(x/a) = − ln
√

2πσ−(x− a)2

2σ2
,

∂ln p(x/a)

∂a
=
x− a

σ2
,

òî èí�îðìàöèÿ î ïàðàìåòðå a â íàáëþäåíèè

i(a) = M
∣∣∣∂ln p(x1/a)

∂a

∣∣∣
2

= M
∣∣∣x1 − a

σ2

∣∣∣
2

=
1

σ4
M(x1 − a)2 =

=
1

σ4
Dx1 =

1

σ4
σ2 =

1

σ2
.

Â êà÷åñòâå îöåíêè òåîðåòè÷åñêîé ñðåäíåé a, êàê è ðà-

íåå, ðàññìîòðèì âûáîðî÷íóþ ñðåäíþþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé a. Íàéäåì åå äèñ-

ïåðñèþ. Òàê êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x1, x2, . . . , xn íåçà-

âèñèìû, òî ïî ñâîéñòâàì äèñïåðñèè

Dx =
1

n2

n∑

i=1

Dxi =
σ2

n
.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà �àî-Êðàìåðà äëÿ ëþáîé íåñìåùåííîé

ðåãóëÿðíîé îöåíêè ân ïàðàìåòðà a

Dân ≥ 1

I(a)
=

1

ni(a)
=
σ2

n
= Dx.

Èòàê, ñðåäè âñåõ íåñìåùåííûõ ðåãóëÿðíûõ îöåíîê ïàðà-

ìåòðà a îöåíêà x èìååò íàèìåíüøóþ äèñïåðñèþ. Òàêèì

îáðàçîì, îíà ý��åêòèâíà â êëàññå íåñìåùåííûõ ðåãóëÿð-

íûõ îöåíîê.
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Ïðèìåð 2. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäå-

ëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Äëÿ òåîðåòè÷åñêîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû

p(x/λ) = P{ξ = x} =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, . . . .

Ïîýòîìó

ln p(x/λ) = x lnλ− lnx! − λ,
∂ln p(x/λ)

∂λ
=
x

λ
− 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, èí�îðìàöèÿ î ïàðàìåòðå λ â íàáëþäåíèè

i(λ) = M
∣∣∣∂ln p(x1/λ)

∂λ

∣∣∣
2

= M
∣∣∣x1

λ
− 1
∣∣∣
2

=
1

λ2
M(x1 − λ)2 =

=
1

λ2
Dx1 =

1

λ2
λ =

1

λ
.

Òàê êàê Mξ = λ, òî â êà÷åñòâå îöåíêè λ ñíîâà âîçüìåì

âûáîðî÷íóþ ñðåäíþþ x. Åå äèñïåðñèÿ

Dx =
1

n2

n∑

i=1

Dxi =
λ

n
.

Åñëè λ̂n � ëþáàÿ íåñìåùåííàÿ ðåãóëÿðíàÿ îöåíêà λ, òî
â ñèëó íåðàâåíñòâà �àî-Êðàìåðà

Dλ̂n ≥ 1

ni(λ)
=
λ

n
= Dx.

Ïîýòîìó x � ý��åêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà λ â êëàññå

íåñìåùåííûõ ðåãóëÿðíûõ îöåíîê.

Çàìå÷àíèå 1. Òåîðåìà 4.2 ñ�îðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà

äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ, à â ïðèìåðå 2 ìû
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ïðèìåíèëè åå ê äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ. Íà ñàìîì äåëå

ïðèìåíåí ñëåäóþùèé àíàëîã ýòîé òåîðåìû äëÿ âûáîðîê

èç äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü

1) îáëàñòü çíà÷åíèé, ãäå L(x1, x2, . . . , xn/θ) = 0, íå
çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ;

2) äîïóñòèìî äè��åðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì ñëåäó-

þùèõ äâóõ ñóìì ïî ïàðàìåòðó θ:

∑

x1

∑

x2

. . .
∑

xn

θ̂(x1, x2, . . . , xn)L(x1, x2, . . . , xn/θ) è

∑

x1

∑

x2

. . .
∑

xn

L(x1, x2, . . . , xn/θ),

ãäå θ̂n = θ̂(x1, x2, . . . , xn) � íåêîòîðàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà

θ;

3) I(θ) 6= 0.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî �àî-Êðàìåðà:

M(θ̂n − θ)2 ≥ |1 + b′(θ)|2
I(θ)

,

ãäå b(θ) = Mθ̂n − θ � ñìåùåíèå îöåíêè θ̂n.

Äëÿ âûáîðîê èç äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ýòîé òåîðåìû, òàêæå íàçûâà-

þòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3 ïî÷òè

äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2, òîëüêî

âìåñòî íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà äëÿ

èíòåãðàëîâ íàäî ïðèìåíÿòü îäíîèìåííîå íåðàâåíñòâî

äëÿ ñóìì.
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Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå òåîðåìó 4.3.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðå-

äåëåíèÿ Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p (ò.å. ξ � ÷èñëî óñïåõîâ

â îòäåëüíîì èñïûòàíèè â ñõåìå n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé
Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p). �àíåå áûëà íàéäåíà
ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

L(p) = µ ln p+ (n− µ) ln (1 − p).

Ïîýòîìó èí�îðìàöèÿ ïî Ôèøåðó â âûáîðêå î ïàðàìåòðå

p ðàâíà

I(p) = M
∣∣∣∂L(p)

∂p

∣∣∣
2

= M
∣∣∣µ
p
− n− µ

1 − p

∣∣∣
2

=

=
1

p2(1 − p)2
M(µ− np)2 =

1

p2(1 − p)2
Dµ =

n

p(1 − p)
.

Â êà÷åñòâå îöåíêè âåðîÿòíîñòè óñïåõà p êàê è ðàíåå âîçü-
ìåì îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó

µ
n . �àíåå óñòàíîâëåíî, ÷òî

îíà íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ. Åå äèñïåðñèÿ

D
µ

n
=

1

n
Dµ =

pq

n
, ãäå q − 1 − p.

Åñëè p̂ � ëþáàÿ íåñìåùåííàÿ ðåãóëÿðíàÿ îöåíêà p, òî â
ñèëó íåðàâåíñòâà �àî-Êðàìåðà

Dp̂ ≥ 1

I(p)
=
pq

n
= D

µ

n
.

Òàêèì îáðàçîì,

µ
n � ý��åêòèâíàÿ îöåíêà p â êëàññå

íåñìåùåííûõ ðåãóëÿðíûõ îöåíîê.
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� 5. Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ëåììà

Ôèøåðà

� 5. Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ëåììà Ôèøåðà

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íûå îáîçíà-

÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè, áóêâà T áóäåò îáîçíà÷àòü îïåðàöèþ

òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû, âåêòîðà áóäóò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê ìàòðèöû. Òàê, åñëè x = (x1, x2, . . . , xn)T , òî
x � âåêòîð-ñòîëáåö, à xT = (x1, x2, . . . , xn) � âåêòîð-

ñòðîêà. Åñëè A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà

n, òî

xTAx =
n∑

i,j=1

aijxixj �

êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, ìàòðèöà êîòîðîé åñòü A.

Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)T � ñëó÷àéíûé âåêòîð; òîãäà

âåêòîð aξ = Mξ = (Mξ1,Mξ2, . . . ,Mξn)T íàçûâàåòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì âåêòîðà ξ, à ìàòðèöà

Cξ = (cov(ξi, ξj)) � êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé èëè

ìàòðèöåé êîâàðèàöèé âåêòîðà ξ. Î÷åâèäíî, Cξ �

ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

Ëåììà 5.1. Åñëè x = (x1, x2, . . . , xn)T � íåñëó÷àé-

íûé âåêòîð, à ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)T � ñëó÷àéíûé âåêòîð,

òî

D(xT ξ) = xT Cξx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì äèñïåðñèè

D(xT ξ) = D
( n∑

i=1

xiξi

)
=

n∑

i,j=1

xixjcov(ξi, ξj) = xTCξx.

�
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Òàê êàê xTCξx = D(xT ξ) ≥ 0 äëÿ ëþáûõ

x1, x2, . . . , xn, òî èç ëåììû 5.1 ñëåäóåò, ÷òî Cξ � íåîòðè-

öàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Èòàê, êîâàðèàöèîííàÿ

ìàòðèöà ëþáîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñèììåòðè÷åñêàÿ è

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.2. �îâîðÿò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ñîñðåäîòî÷åíî íà ïîâåðõíî-
ñòè S, åñëè

P{ξ ∈ S} = 1.

Ëåììà 5.3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àé-

íîãî âåêòîðà ξ áûëî ñîñðåäîòî÷åíî â íåêîòîðîé ãèïåð-

ïëîñêîñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî êîâà-

ðèàöèîííàÿ ìàòðèöà Cξ áûëà âûðîæäåíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü èìååò

âèä

L = {x : aTx = q},
ãäå a � íåíóëåâîé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé L.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ξ ñîñðåäîòî÷å-
íî â L. Òîãäà P{aT ξ = q} = 1, ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà aT ξ ïîñòîÿííà. Ïî ñâîéñòâàì äèñïåðñèè

è ëåììå 5.1 D(aT ξ) = aTCξa = 0. Òàê êàê Cξ ñèììåòðè÷-

íà è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî â íåêîòîðîì áàçèñå

îíà ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, ïðè÷åì íà äèà-

ãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, . . . , λn ≥ 0. Â ýòîì

áàçèñå êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà aTCξa ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

λ1a
′
1
2 +λ2a

′
2
2 + . . .+λna

′
n
2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâó-

åò λi = 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â ñèëó òîãî, ÷òî a 6= 0,
áûëî áû λ1a

′
1
2 +λ2a

′
2
2 + . . .+λna

′
n
2 > 0). Çíà÷èò |Cξ| = 0

è Cξ âûðîæäåíà.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü Cξ âûðîæäåíà; òîãäà

â íåêîòîðîì áàçèñå îíà äèàãîíàëüíà ñ ýëåìåíòà-

ìè λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, . . . , λn ≥ 0, ïðè÷åì õîòÿ áû

îäíî λj = 0. Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå a åäèíè÷íûé

âåêòîð, j-ÿ êîîðäèíàòà êîòîðîãî ðàâíà 1, ïîëó÷èì

aTCξa = λ1a
2
1 + λ2a

2
2 + . . . + λna

2
n = 0. Ïî ëåììå 5.1

D(aT ξ) = 0, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ q òàêàÿ, ÷òî

P{aT ξ = q} = 1. Çíà÷èò ðàñïðåäåëåíèå ξ ñîñðåäîòî÷åíî
â ãèïåðïëîñêîñòè L = {x : aT ξ = q}. �

Ëåììà 5.4. Ïóñòü η = Aξ + a, ãäå A � íåñëó÷àé-

íàÿ ìàòðèöà, ξ � ñëó÷àéíûé âåêòîð, a � íåñëó÷àéíûé

âåêòîð. Òîãäà

Cη = ACξA
T .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ëåììû 5.1

xTCηx = D(xT η) = D(xT (Aξ + a)) = D(xTAξ) =

= D((ATx)T ξ) = (AT x)TCξA
Tx = xT (ACξA)x,

ò.å. äâå êâàäðàòè÷íûå �îðìû ñîâïàäàþò ïðè ëþ-

áûõ çíà÷åíèÿõ x1, x2, . . . , xn. Ïîýòîìó ðàâíû ìåæ-

äó ñîáîé ìàòðèöû ýòèõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì:

Cη = ACξA
T . �

Îïðåäåëåíèå 5.5. Ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì â Rn
íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó-

÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)T , êîîðäèíàòû êîòîðî-

ãî � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ñòàí-

äàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî

pξ(x) =
n∏

i=1

pξi
(xi) =

n∏

i=1

( 1√
2π
e−

x2
i
2

)
=

1

(
√

2π)n
e
− 1

2

n∑
i=1

x2
i

=
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=
1

(
√

2π)n
e−

1
2
xT x.

Òàê êàê äëÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Mξi = 0, cov(ξi, ξj) = 0 ïðè i 6=
j è cov(ξi, ξi) = Dξi = 1, òî aξ = Mξ = 0, Cξ = E �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Îïðåäåëåíèå 5.6.Íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì

â Rn
íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

η = Aξ + a,

ãäå A � íåñëó÷àéíàÿ íåíóëåâàÿ ìàòðèöà, a � íåñëó-

÷àéíûé âåêòîð, ξ � ñëó÷àéíûé âåêòîð, èìåþùèé

ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â Rn
.

Î÷åâèäíî, aη = Mη = A · Mξ + a = A · aξ + a =
a, Cη = ACξA

T = AAT
. Ñèìâîëè÷åñêè òîò �àêò, ÷òî

ñëó÷àéíûé âåêòîð η èìååò n-ìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì aη è êîâàðèàöèîí-

íîé ìàòðèöåé Cη, áóäåì îáîçíà÷àòü êàê η ∼ Nn(aη, Cη).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ξ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå â Rn

, òî ýòà �ðàçà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

ξ ∼ Nn(0, E).
Òàê êàê |Cη| = |A|2, òî ìàòðèöû Cη è A âûðîæäåíû

èëè íåâûðîæäåíû îäíîâðåìåííî. Åñëè ìàòðèöà A âûðî-

æäåíà, òî ïî ëåììå 5.3 ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà η ñîñðå-

äîòî÷åíî â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñëó÷àéíûé âåêòîð η íå èìååò ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â

Rn
.

Åñëè æå A íåâûðîæäåíà, òî Cη íåâûðîæäåíà è èìååò

ìåñòî
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Òåîðåìà 5.7. Åñëè ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà, òî ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η = Aξ + a, ãäå ξ ∼
Nn(0, E), àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé çàäàåòñÿ �îð-

ìóëîé

pη(x) =
1

(
√

2π)n
√

|Cη|
e−

1
2
(x−a)T Cη

−1(x−a). (5.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðà-

çîâàíèþ η = Aξ + a ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèå

ïåðåìåííûõ y = Ax+a ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ñ îòëè÷íûì îò

íóëÿ ÿêîáèàíîì |A|. Ïðè ýòîì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

èìååò âèä x = A−1(y − a). Ïî òåîðåìå 1.13.1 (�îðìóëà

(1.13.1)) ñëó÷àéíûé âåêòîð η àáñîëþòíî íåïðåðûâåí, à

ïëîòíîñòü åãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà

pη(y) = pξ(A
−1(y − a)) · 1

|A| =

=
1

(
√

2π)n|A|
e−

1
2
(y−a)T (AAT )−1(y−a) =

=
1

(
√

2π)n
√
|Cη|

e−
1
2
(y−a)T Cη

−1(y−a). �

�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà η = (η1, η2)
T
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ2

1 = Dξ1, σ
2
2 =

Dξ2, r = cov(η1, η2)
σ1σ2

� êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó η1

è η2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |Cη| = (1 − r2)σ2
1σ

2
2 ,

Cη
−1 =

1

1 − r2
·
(

1
σ2
1

− r
σ1σ2

− r
σ1σ2

1
σ2
2

)
.

Ïîýòîìó

pη1,η2(x1, x2) =
1

2πσ1σ2

√
1 − r2

·
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·e
− 1

2(1−r2)

[
(x1−a1)2

σ2
1

−2r·
(x1−a1)(x2−a2)

σ1σ2
+

(x2−a2)2

σ2
2

]

. (5.2)

Â ïðîñòðàíñòâå Ox1x2z ýòà ïëîòíîñòü èìååò âèä "õîëìà"
ñ âåðøèíîé â òî÷êå (a1, a2,

1
2πσ1σ2

√
1−r2

), êîòîðûé ëåæèò

âûøå ïëîñêîñòè Ox1x2 è àñèìïòîòè÷åñêè ñïóñêàåòñÿ ê

íåé ïðè x1 → ∞, x1 → ∞. Â ñå÷åíèè ãðà�èêà ïëîò-

íîñòè ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz, ïîëó÷àþòñÿ
êðèâûå, ïîäîáíûå îäíîìåðíûì ïëîòíîñòÿì íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, à â ñå÷åíèè ïëîñêîñòÿìè, ïåðïåíäèêóëÿð-

íûìè îñè Oz, ïîëó÷àþòñÿ ýëèïñû (ñì. �èñ.6)

(x1 − a1)
2

σ2
1

− 2r · (x1 − a1)(x2 − a2)

σ1σ2
+

(x2 − a2)
2

σ2
2

= C

(ïîñêîëüêó êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà).

z=p     (x ,x )1 2

x2a2

h  h1 2,

x1

z

a1

�èñ.6
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Ñëåäñòâèå 5.8. Åñëè ñëó÷àéíûé âåêòîð η = (η1, η2)
T

èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è åãî êîîðäèíàòû η1 è

η2 � íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî η1 è η2

íåçàâèñèìû è êàæäàÿ èç íèõ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè η1 è η2 � íåêîððå-

ëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî êîý��èöèåíò êîð-

ðåëÿöèè ìåæäó íèìè r = 0. Èç (5.2) ñëåäóåò, ÷òî

pη1,η2(x1, x2) =
1√

2πσ1

e
− (x1−a1)2

2σ2
1 · 1√

2πσ2

e
− (x2−a2)2

2σ2
2 .

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.12.4 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî η1 è η2 íåçàâè-

ñèìû è η1 ∼ N(a1, σ
2
1), η2 ∼ N(a2, σ

2
2). �

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì

îáîáùàåòñÿ íà n-ìåðíûé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 5.9. Äëÿ òîãî, ÷òîáû η ∼ Nn(a,D), ãäå
a = (a1, a2, . . . , an)T , D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëå-

ìåíòàìè σ2
1, σ

2
2 , . . . , σ

2
n íà äèàãîíàëè, íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η1, η2, . . . , ηn áû-

ëè íåçàâèñèìûìè è ηi ∼ N(ai, σ
2
i ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè çàìåòèì, ÷òî ñ ó÷å-

òîì âèäà ìàòðèöû D �îðìóëà (5.1) ïðèìåò âèä

pη(x) =
1

(
√

2π)nσ1σ2 . . . σn

e
− 1

2

n∑
i=1

(xi−ai)
2

σ2
i =

=
1√

2πσ1

e
− (x1−a1)2

2σ2
1

1√
2πσ2

e
− (x2−a2)2

2σ2
2 . . .

1√
2πσn

e
− (xn−an)2

2σ2
n .
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Äàëåå îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå

ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 5.8. �

Òàêèì îáðàçîì, åñëè êîîðäèíàòû n-ìåðíîãî íîð-

ìàëüíîãî âåêòîðà ïîïàðíî íåêîððåëèðîâàíû, òî îíè

íåçàâèñèìû è êàæäàÿ èç íèõ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå.

Òåîðåìà 5.10. Ïóñòü η = (η1, η2, . . . , ηn)T ∼
Nn(0, σ2E), C � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ζ =
Cη ∼ Nn(0, σ2E), ò.å. îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

ñîõðàíÿåò íåçàâèñèìîñòü êîîðäèíàò íîðìàëüíîãî ñëó-

÷àéíîãî âåêòîðà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîá-

ðàçîâàíèþ ζ = Cη ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèå

ïåðåìåííûõ y = Cx � ãëàäêîå ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ ÿêî-

áèàíîì. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå åñòü x = C−1y = CTy,

ïðè÷åì |CT | = |C| = 1. Ïî òåîðåìå 1.13.1 (�îðìóëà

(1.13.1)) ñëó÷àéíûé âåêòîð ζ àáñîëþòíî íåïðåðûâåí, à

ïëîòíîñòü åãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà

pζ(y) = pη(C
Ty) · 1 =

1

(
√

2π)nσn
e−

1
2σ2 (CT y)T CT y =

=
1

(
√

2π)nσn
e−

1
2σ2 yT y.

�

Íàïîìíèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà χ2
n =

ξ21 + ξ22 + . . . + ξ2n íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé

õè-êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, åñëè ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû, à êàæäàÿ èç íèõ

èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
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Ëåììà Ôèøåðà. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû, êàæäàÿ èç íèõ èìååò

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (0, σ2) è

äëÿ p < n ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η1, η2, . . . , ηp ÿâëÿ-

þòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè îò ξ1, ξ2, . . . , ξn ñ

ìàòðèöåé êîý��èöèåíòîâ, ñòðîêè êîòîðîé îðòî-

íîðìèðîâàíû (ò.å. îðòîãîíàëüíû è äëèíà êàæäîé

âåêòîð-ñòðîêè ðàâíà 1). Òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

Q(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
n∑

k=1

ξ2k − η2
1 − η2

2 − . . . − η2
p íå çàâèñèò

îò η1, η2, . . . , ηp è
Q
σ2 = χ2

n−p.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü

η1 = c11ξ1 + c12ξ2 + . . . + c1nξn,

η2 = c21ξ1 + c22ξ2 + . . . + c2nξn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ηp = cp1ξ1 + cp2ξ2 + . . .+ cpnξn

� çàäàííûå â óñëîâèè ëåììû ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, ïðè-

÷åì cij óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îðòîíîðìèðîâàííîñòè

n∑

j=1

cijckj = δik, i, k = 1, p.

Äîïîëíèì ìàòðèöó êîý��èöèåíòîâ n − p ñòðîêàìè òàê,

÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà C áûëà îðòîãîíàëüíîé (ëþ-

áóþ ñèñòåìó îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ ìîæíî äîïîë-

íèòü äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â n-ìåðíîì ëèíåé-

íîì ïðîñòðàíñòâå), è ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ηp+1 = cp+1,1ξ1 + cp+1,2ξ2 + . . .+ cp+1,nξn,
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ηp+2 = cp+2,1ξ1 + cp+2,2ξ2 + . . .+ cp+2,nξn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ηp = cn1ξ1 + cn2ξ2 + . . .+ cnnξn.

Òîãäà ñëó÷àéíûå âåêòîðà η = (η1, η2, . . . , ηn)T è ξ =
(ξ1, ξ2, . . . , ξn)T ñâÿçàíû îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíè-

åì η = Cξ. Ïî òåîðåìå 5.10 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

η1, η2, . . . , ηn íåçàâèñèìû, à êàæäàÿ èç íèõ èìååò íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (0, σ2). Î÷åâèäíî,
ξ = C−1η = CTη. Ïîýòîìó

Q(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = ξT ξ− η2
1 − η2

2 − . . .− η2
p = (CT η)TCTη−

−η2
1 − η2

2 − . . .− η2
p = ηT η − η2

1 − η2
2 − . . .− η2

p =

= η2
p+1 + η2

p+2 + . . .+ η2
n =

= σ2
[(ηp+1

σ

)2
+
(ηp+2

σ

)2
+ . . .+

(ηn

σ

)2]
= σ2χ2

n−p.

Òàê êàê Q(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = η2
p+1+η2

p+2+. . .+η2
n � áîðåëåâ-

ñêàÿ �óíêöèÿ îò ηp+1, ηp+2, . . . , ηn, êîòîðûå íå çàâèñÿò

îò η1, η2, . . . , ηp, òî è Q íå çàâèñèò îò íèõ. �

Ñëåäñòâèå èç ëåììû Ôèøåðà. Ïóñòü

x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ2). Òîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x
è S2

íåçàâèñèìû è

nS̃2

σ2
=

(n− 1)S2

σ2
= χ2

n−1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü a = 0 (èíà÷å íàäî ïåðåéòè ê ñëó÷àéíûì
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âåëè÷èíàì x1 − a, x2 − a, . . . , xn − a, êîòîðûå îáðàçóþò

âûáîðêó èç N(0, σ2) ñ òåìè æå S̃2
è S2

). Òîãäà

Q(x1, x2, . . . , xn) = nS̃2 = (n− 1)S2 =

=

n∑

i=1

x2
i − nx2 =

n∑

i=1

x2
i − η2

1 ,

ãäå η1 =
√
nx = 1√

n
x1 + 1√

n
x2 + . . . + 1√

n
xn = c11x1 +

c12x2 + + . . . + c1nxn è

n∑
i=1

c21i = 1. Ïî ëåììå Ôèøåðà nS̃2

íå çàâèñèò îò η2
1 = nx2

è

nS̃2

σ2
= χ2

n−1. �

� 6. Èíòåðâàëüíûå îöåíêè íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ

Â ñõåìå Áåðíóëëè, êàê ìû ïîìíèì, íåñìåùåííîé, ñîñòîÿ-

òåëüíîé è ý��åêòèâíîé â êëàññå íåñìåùåííûõ ðåãóëÿð-

íûõ îöåíîê îöåíêîé âåðîÿòíîñòè óñïåõà p ÿâëÿåòñÿ îòíî-
ñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà p̂ = µ

n . Âûÿñíèì, íàñêîëüêî îíà áëèçêà

ê îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó p. Ïî ñëåäñòâèþ èç èíòåãðàëü-

íîé òåîðåìû Ìóàâðà-Ëàïëïñà ïðè áîëüøèõ n

P{|p̂− p| < ε} = P
{∣∣∣µ
n
− p
∣∣∣ < ε

}
≈ 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
.

Îáîçíà÷àÿ ε = t
√

pq
n , ïîëó÷èì

P
{
|p̂− p| < t

√
pq

n

}
≈ 2Φ(t).
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Íåðàâåíñòâî, ñòîÿùåå ïîä çíàêîì âåðîÿòíîñòè, ýêâèâà-

ëåíòíî íåðàâåíñòâó

(
1 +

t2

n

)
p2 − 2

(
p̂+

t2

n

)
p+ p̂2 ≤ 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

p̂+ t2

2n − t

√
p̂(1−p̂)

n +
(

t
2n

)2

1 + t2

n

≤ p ≤
p̂+ t2

2n + t

√
p̂(1−p̂)

n +
(

t
2n

)2

1 + t2

n

.

(6.1)
Çàäàäèì íàäåæíîñòü (äîâåðèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü,

êîý��èöèåíò äîâåðèÿ) P , ãäå 0.5 < P < 1. ×àùå âñå-
ãî áåðóò P = 0.95 èëè P = 0.99. Íàõîäÿ t ïî òàáëèöàì

�óíêöèè Ëàïëàñà èç óðàâíåíèÿ 2Φ(t) = P , ïîëó÷àåì äî-

âåðèòåëüíûé èíòåðâàë (îòðåçîê) äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðà-

ìåòðà p, à èìåííî (6.1). Ñ÷èòàåì, ÷òî p âñåãäà íàõîäèòñÿ
â íåì, ïðè ýòîì â ñðåäíåì îøèáàåìñÿ ïðèáëèçèòåëüíî â

100 · (1 − P ) ñëó÷àÿõ èç 100. Åñëè P = 0.99, òî îøèáêà

ïðîèñõîäèò â ñðåäíåì ïðèáëèçèòåëüíî â 1 ñëó÷àå èç 100.

×èñëî α = 1 − P íàçûâàåòñÿ óðîâíåì çíà÷èìîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíûìè ÿâëÿþòñÿ êîíöû îòðåçêà

(èíòåðâàëà), à p õîòü è íåèçâåñòíî, íî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, à
íå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïîýòîìó ïðàâèëüíåå ãîâîðèòü,

÷òî äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

( p̂+ t2

2n − t

√
p̂(1−p̂)

n +
(

t
2n

)2

1 + t2

n

,
p̂+ t2

2n + t

√
p̂(1−p̂)

n +
(

t
2n

)2

1 + t2

n

)

ïîêðûâàåò ñ íàäåæíîñòüþ P íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð p, íî
íå óòâåðæäàòü, ÷òî ñ íàäåæíîñòüþ P ïàðàìåòð p ïîïàäà-
åò â ýòîò äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë.
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Åñëè n âåëèêî, òî ïðåíåáðåãàÿ â (6.1) âåëè÷èíàìè áî-

ëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì

1√
n
, ïîëó÷èì áîëåå ïðîñòîé

äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

p̂− t

√
p̂(1 − p̂)

n
< p < p̂+ t

√
p̂(1 − p̂)

n
.

Òàê êàê p̂ � òî÷å÷íàÿ îöåíêà p, òî äîâåðèòåëüíûé èí-

òåðâàë â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíî-

ñèòåëüíî ýòîé òî÷å÷íîé îöåíêè. Ïîëîâèíà äëèíû ýòîãî

èíòåðâàëà, ò.å. âåëè÷èíà δ = t

√
p̂(1−p̂)

n , íà êîòîðóþ ìîæåò

ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îòêëîíèòüñÿ p̂ îò p, íàçûâàåòñÿ
òî÷íîñòüþ îöåíêè.

Ïåðåéäåì ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçëîæåíèþ äàííîé

òåìû. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x/θ), çàâèñÿùåãî îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ. Ïîä
ñòàòèñòèêîé áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ áîðåëåâñêóþ �óíê-

öèþ îò x1, x2, . . . , xn, òàê ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â íåå

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � ýëåìåíòîâ àáñòðàêòíîé âûáîðêè

� ïîëó÷àåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ñòàòèñòèêà θ
â

= θ
â

(x1, x2, . . . , xn)
íàçûâàåòñÿ îäíîñòîðîííèì âåðõíèì äîâåðèòåëü-

íûì ïðåäåëîì äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ ñ íà-
äåæíîñòüþ (äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, êîý�-

�èöèåíòîì äîâåðèÿ) P (0.5<P<1) èëè ñ óðîâíåì

çíà÷èìîñòè α = 1 − P , åñëè

P{θ < θ
â

} = P.

Ñòàòèñòèêà θ
í

= θ
í

(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ îäíî-
ñòîðîííèì íèæíèì äîâåðèòåëüíûì ïðåäåëîì äëÿ

íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ ñ íàäåæíîñòüþ (äîâåðè-

òåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, êîý��èöèåíòîì äîâåðèÿ)
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P (0.5<P<1) èëè ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α = 1 − P ,
åñëè

P{θ > θ
í

} = P.

Ïðè ýòîì èíòåðâàëû (−∞, θ
â

) è (θ
í

,+∞) íàçûâàþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèì è íèæíèì îäíîñòîðîííèìè

(ëåâîñòîðîííèì è ïðàâîñòîðîííèì) äîâåðèòåëü-

íûìè èíòåðâàëàìè äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà

θ ñ íàäåæíîñòüþ (äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ,

êîý��èöèåíòîì äîâåðèÿ) P èëè ñ óðîâíåì çíà÷è-

ìîñòè α = 1 − P .

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ñòàòèñòèêè θ
í

= θ
í

(x1, x2, . . . , xn)
è θ

â

= θ
â

(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äâó-
ñòîðîííèìè íèæíèì è âåðõíèì äîâåðèòåëüíûìè

ïðåäåëàìè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðà-

ìåòðà θ ñ íàäåæíîñòüþ (äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíî-

ñòüþ, êîý��èöèåíòîì äîâåðèÿ) P èëè ñ óðîâíåì

çíà÷èìîñòè α = 1 − P , åñëè

P{θ
í

< θ < θ
â

} = P.

Ïðè ýòîì èíòåðâàë (θ
í

, θ
â

) íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííèì

äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ íåèçâåñòíîãî

ïàðàìåòðà θ ñ íàäåæíîñòüþ (äîâåðèòåëüíîé âå-

ðîÿòíîñòüþ, êîý��èöèåíòîì äîâåðèÿ) P èëè ñ

óðîâíåì çíà÷èìîñòè α = 1 − P .

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ θ
ÿâëÿåòñÿ õîòü è íåèçâåñòíûì, íî ÷èñëîì, à ñëó÷àéíûìè

ÿâëÿþòñÿ θ
í

è θ
â

.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè θ̂n � òî÷å÷íàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà

θ, à äâóñòîðîííèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ íåèçâåñò-
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íîãî ïàðàìåòðà θ ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îöåíêè θ̂n:

θ̂n − δ < θ < θ̂n + δ,

òî δ íàçûâàåòñÿ òî÷íîñòüþ èíòåðâàëüíîé îöåíêè.

Ëåììà (î ïîñòðîåíèè äâóñòîðîííèõ äîâåðè-

òåëüíûõ èíòåðâàëîâ ïî îäíîñòîðîííèì). Åñëè θ
í

è

θ
â

� ñîîòâåòñòâåííî íèæíèé è âåðõíèé îäíîñòîðîí-

íèå ïðåäåëû äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ ñ íàäåæíî-

ñòüþ P (0.5 < P < 1), òî θ
í

è θ
â

ÿâëÿþòñÿ äâóñòîðîí-

íèìè äîâåðèòåëüíûìè ïðåäåëàìè äëÿ θ ñ íàäåæíîñòüþ

γ = 2P − 1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ P{θ > θ

í

} =
P, P{θ < θ

â

} = P . Ñëåäîâàòåëüíî,

P{θ
í

< θ < θ
â

} = P{θ < θ
â

} − P{θ ≤ θ
í

} =

= P − (1 − P ) = 2P − 1 = γ.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 6.2 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî θ
í

è θ
â

�

äâóñòîðîííèå äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû äëÿ θ ñ íàäåæíî-
ñòüþ γ. �

Ëåììà (î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè). Åñ-

ëè �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
íåïðåðûâíà, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = F (ξ) ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, 1].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê 0 ≤ F (x) ≤ 1 ∀x,
òî 0 ≤ F (ξ) ≤ 1. Ïîýòîìó äëÿ x ≤ 0 Fη(x) = P{F (ξ) <
x} = 0, à äëÿ x > 1 Fη(x) = P{F (ξ) < x} = 1. Åñëè æå

0 < x ≤ 1, òî

Fη(x) = P{F (ξ) < x} = P{ξ < F−1(x)} = F (F−1(x)) = x.
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Èòàê,

Fη(x) =





0, åñëè x ≤ 0,

x, åñëè 0 < x ≤ 1,

1, åñëè x > 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî η ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå
[0, 1]. �

Îñíîâíàÿ òåîðåìà èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ.

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F (x/θ),
çàâèñÿùåãî îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ è ζ =
ζ(x1, x2, . . . , xn/θ) � íåêîòîðàÿ áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ îò

x1, x2, . . . , xn, òàêæå çàâèñÿùàÿ îò θ. Êðîìå òîãî,

ïóñòü G(x/θ) � çàâèñÿùàÿ îò θ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ, êîòîðàÿ íåïðåðûâíà ïî x.

1. Åñëè G(x/θ) ïðè �èêñèðîâàííîì x íå âîçðàñòàåò

ïî θ, òî îäíîñòîðîííèå äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû äëÿ θ ñ
íàäåæíîñòüþ P íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé

G(ζ/θ
í

) = P, G(ζ/θ
â

) = 1 − P, 0.5 < P < 1, (6.2)

à äâóñòîðîííèå ïðåäåëû ñ íàäåæíîñòüþ γ � èç óðàâíå-

íèé

G(ζ/θ
í

) =
1 + γ

2
, G(ζ/θ

â

) =
1 − γ

2
. (6.3)

2. Åñëè G(x/θ) ïðè �èêñèðîâàííîì x íå óáûâàåò ïî

θ, òî îäíîñòîðîííèå äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû äëÿ θ ñ íà-
äåæíîñòüþ P íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé

G(ζ/θ
í

) = 1 − P, G(ζ/θ
â

) = P, 0.5 < P < 1, (6.4)

à äâóñòîðîííèå ïðåäåëû ñ íàäåæíîñòüþ γ � èç óðàâíå-

íèé

G(ζ/θ
í

) =
1 − γ

2
, G(ζ/θ

â

) =
1 + γ

2
. (6.5)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ïóñòü G(x/θ) ïðè �èêñèðî-
âàííîì x íå âîçðàñòàåò ïî θ, à θ

í

è θ
â

� êîðíè óðàâíåíèé

(6.2). Òàê êàê ïî ëåììå î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè

η = G(ζ/θ) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, 1], òî

P{θ > θ
í

} = P{G(ζ/θ) ≤ G(ζ/θ
í

)} = P{G(ζ/θ) ≤ P} =

= P{η ≤ P} = P.

Ïî ëåììå î íàõîæäåíèè äâóñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ïî îäíî-

ñòîðîííèì θ
í

è θ
â

� äâóñòîðîííèå äîâåðèòåëüíûå ïðåäå-

ëû ñ íàäåæíîñòüþ γ = 2P − 1. Çíà÷èò, îíè íàéäóòñÿ èç

òåõ æå óðàâíåíèé (6.2), êîòîðûå ïðèíèìàþò �îðìó (6.3)

ïðè çàìåíå P íà

γ+1
2 .

2. Ñëó÷àé íåóáûâàþùåé ïî θ �óíêöèè G(x/θ) ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ïîäîáíûì ñïîñîáîì. �

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå ïóíêò 2 òåîðåìû.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû õè-

êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû åñòü

kn(x) =





1

2
n
2 Γ(n

2
)
x

n
2
−1e−

x
2 , åñëè x > 0,

0, åñëè x ≤ 0.

Ñîîòâåòñòâóþùóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ îáîçíà-

÷èì Kn(x) = P{χ2
n < x} =

x∫
−∞

kn(t)dt. Î÷åâèäíî,

Kn(x) = 0 äëÿ x ≤ 0 è Kn(x) =
x∫
0

kn(t)dt äëÿ x > 0.

Çàäàäèì ÷èñëî α ∈ (0, 1).

×èñëî χ2
α, n = χ2(100α%; n), íàçûâàåòñÿ êðèòè÷å-

ñêîé òî÷êîé ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò, ñîîòâåò-
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ñòâóþùåé óðîâíþ çíà÷èìîñòè α è ÷èñëó ñòåïåíåé ñâî-

áîäû n èëè 100α-ïðîöåíòíîé òî÷êîé ðàñïðåäåëåíèÿ
õè-êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, åñëè

P{χ2
n ≥ χ2(100α%; n)} =

∞∫

χ2(100α%; n)

kn(x)dx = α.

Èìåþòñÿ òàáëèöû ïðîöåíòíûõ òî÷åê ðàñïðåäåëåíèÿ

õè-êâàäðàò.

Íàïîìíèì, ÷òî îòíîøåíèå

tn =
ζ√
χ2

n

,

â êîòîðîì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü � íåçàâèñèìûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû, ζ ∼ N(0, 1), à χ2
� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà õè-êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, íàçûâàåòñÿ îòíî-

øåíèåì Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, à ðàñ-

ïðåäåëåíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ � ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþ-

äåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ñòüþäåíòà èìååò âèä

sn(x) =
Γ
(

n+1
2

)

√
πΓ
(

n
2

)
(
1 + x2

)−n+1
2
.

Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëå-

íèÿ Sn(x) = P{tn < x} =
x∫

−∞
sn(t)dt. Òàê êàê sn(x) �

÷åòíàÿ �óíêöèÿ, òî Sn(x)+Sn(−x) = Sn(x)+
−x∫
−∞

sn(t)dt =

Sn(x) +
+∞∫
x
sn(t)dt = Sn(x) + P{tn ≥ x} = Sn(x) +
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1 − Sn(x) = 1. Èòàê, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ

Ñòüþäåíòà óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

Sn(x) + Sn(−x) = 1.

Êàê è äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò, äëÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ Ñòüþäåíòà èìåþòñÿ òàáëèöû ïðîöåíòíûõ òî÷åê.

×èñëî tα, n = t(100α%; n), íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé

òî÷êîé ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåé

óðîâíþ çíà÷èìîñòè α è ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû n èëè

100α-ïðîöåíòíîé òî÷êîé ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåí-

òà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, åñëè

P{tn ≥ t(100α%; n)} =

∞∫

t(100α%; n)

sn(x)dx = α.

Çàéìåìñÿ îöåíêîé ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ N(a, σ2). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü èíòåðâàëü-
íûå îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðîâ a è σ2

. Âîçìîæíû ñèòóàöèè,

êîãäà îäèí èç ïàðàìåòðîâ òî÷íî èçâåñòåí è íåîáõîäèìî

îöåíèòü äðóãîé è êîãäà íåèçâåñòíû îáà ïàðàìåòðà è

íåîáõîäèìî îöåíèòü êàæäûé èç íèõ. �àññìîòðèì 4

ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü σ2
èçâåñòíà, òðåáóåòñÿ îöåíèòü a.

Òàê êàê x1, x2, . . . , xn íåçàâèñèìû è êàæäàÿ èç ýòèõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî

è

n∑
i=1

xi èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïî ëåììå î

íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âûáîðî÷íàÿ ñðåäíÿÿ x =
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1
n

n∑
i=1

xi òàêæå èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîñêîëü-

êó Mx = a, Dx = σ2

n , òî x ∼ N(a, σ2

n ). Ïî ëåììå î íîð-
ìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ζ = x−a

σ√
n

∼ N(0, 1). Ïîäñòàâèì ζ

â åå �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ N(x). Ïðè óâåëè÷åíèè a âå-
ëè÷èíà

x−a
σ√
n

óìåíüøàåòñÿ. Òàê êàê N(x) � âîçðàñòàþùàÿ

�óíêöèÿ, òî ïðè ýòîì N
(

x−a
σ√
n

)
òàêæå óìåíüøèòñÿ. Òàêèì

îáðàçîì, N
(

x−a
σ√
n

)
íå âîçðàñòàåò ïî a. Ïî îñíîâíîé òåîðå-

ìå èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ íèæíèé è âåðõíèé äâóñòî-

ðîííèå äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû a
í

è a
â

ñ íàäåæíîñòüþ γ
íàéäóòñÿ èç óðàâíåíèé

N
(x− a

í

σ

√
n
)

=
1 + γ

2
, N

(x− a
â

σ

√
n
)

=
1 − γ

2
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t = tγ êîðåíü óðàâíåíèÿ Φ(t) = γ
2 . Ïî-

ñêîëüêó N(x) = 1
2 + Φ(x) è Φ(x) � íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ,

òî

x− a
í

σ

√
n = t,

x− a
â

σ

√
n = −t,

îòêóäà èñêîìûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë èìååò âèä

x− σ√
n
tγ < a < x+

σ√
n
tγ ,

ãäå tγ � êîðåíü óðàâíåíèÿ Φ(tγ) = γ
2 , êîòîðûé íàõîäèòñÿ

èç òàáëèö �óíêöèè Ëàïëàñà.

2. Ïóñòü σ2
íåèçâåñòíà, òðåáóåòñÿ îöåíèòü a.

Ïîëüçîâàòüñÿ ïîñòðîåííûì âûøå èíòåðâàëîì ìû íå

ìîæåì, òàê êàê â åãî êîíöû âõîäèò íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà

σ. Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå â êà÷åñòâå ζ, �èãóðèðóþùåì â

îñíîâíîé òåîðåìå èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ, ìû áðàëè
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x−a
σ√
n

. ×òîáû èñêëþ÷èòü îòñþäà íåèçâåñòíóþ σ, âûáåðåì â

êà÷åñòâå ζ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

ζ = tn−1 =
x− a

S√
n

=

x−a
σ√
n

S
σ

,

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå Ñòüþäåíòà ñ n−1
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Â ñàìîì äåëå, ÷èñëèòåëü

x−a
σ√
n

∼
N(0, 1) è çíàìåíàòåëü S

σ � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû êàê áîðåëåâñêèå �óíêöèè îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí x è S2
, à ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû Ôèøåðà

(n−1)S2

σ2 = χ2
n−1, îòêóäà

S
σ =

√
χ2

n−1

n−1 .

Ïîäñòàâèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ζ â åå æå �óíê-

öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Sn−1(t) , êîòîðàÿ íå óáûâàåò. Ïðè

óâåëè÷åíèè a àðãóìåíò

x−a
S√
n

óìåíüøàåòñÿ, ñëåäîâàòåëü-

íî, Sn−1

(
x−a

S√
n

)
íå óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîýòîìó �óíêöèÿ

Sn−1

(
x−a

S√
n

)
íå âîçðàñòàåò ïî a è ïî îñíîâíîé òåîðåìå èí-

òåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ íèæíèé è âåðõíèé äâóñòîðîí-

íèå äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû ñ íàäåæíîñòüþ γ íàéäóòñÿ

èç óðàâíåíèé

Sn−1

(x− a
í

S√
n

)
=

1 + γ

2
, Sn−1

(x− a
â

S√
n

)
=

1 − γ

2
.

Îáîçíà÷èì

x−a
í

S√
n

= t. Òîãäà Sn−1(t) = 1+γ
2 . Â ñèëó

ñâîéñòâà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà Sn−1(−t) =
1 − Sn−1(t) = 1 − 1+γ

2 = 1−γ
2 , îòêóäà

x−a
â

S√
n

= −t. Èòàê,

a
í

= x− S√
n
t, a

â

= x+ S√
n
t. Äàëåå,

P{tn−1 ≥ t} = 1 − Sn−1(t) =
1 − γ

2
.
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Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

x− S√
n
t < a < x+

S√
n
t,

ãäå t = t(1001−γ
2 %; n− 1).

�àçóìååòñÿ, ÷òî ýòèì äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì

ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ è â ñëó÷àå, êîãäà σ2
èçâåñòíà, íî

ïðè îäíîé è òîé æå íàäåæíîñòè èíòåðâàë, ïîñòðîåííûé

â 1., áóäåò âõîäèòü â äàííûé èíòåðâàë, ò.å. áóäåò áîëåå

èí�îðìàòèâíûì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè

äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà â 2. íå èñïîëüçîâàëàñü èí�îð-

ìàöèÿ î òî÷íîì çíà÷åíèè σ2
.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à: êàêîâî ÷èñëî íà-

áëþäåíèé n, îáåñïå÷èâàþùåå ñ äàííîé íàäåæíîñòüþ γ
íóæíóþ òî÷íîñòü ∆a èíòåðâàëüíîé îöåíêè. Äëÿ ïîñòðî-

åííîé íàìè îöåíêè òî÷íîñòü δa = S√
n
t, ò.å.

P{x− δa < a < x− δa} = γ.

Íàì íàäî âûáðàòü n èç óñëîâèÿ

P{x− ∆a < a < x− ∆a} ≥ γ,

îòêóäà ∆a ≥ δa = S√
n
t. Òàêèì îáðàçîì,

n ≥ t2
S2

∆2
a

,

ãäå t = t(1001−γ
2 %; n− 1).

3. Ïóñòü a èçâåñòíà, òðåáóåòñÿ îöåíèòü σ2
.

�àíåå áûëè èññëåäîâàíû äâå òî÷å÷íûå îöåíêè S̃2
è

S2
òåîðåòè÷åñêîé äèñïåðñèè σ2

. Íî â ñëó÷àå, êîãäà çíà-

÷åíèå ïàðàìåòðà a òî÷íî èçâåñòíî, ëó÷øå èñïîëüçîâàòü
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òî÷å÷íóþ îöåíêó

S∗2 =
1

n

n∑

i=1

(xi − a)2,

â êîòîðóþ âõîäèò ýòî çíà÷åíèå. Òàê êàê ñëó÷àéíûå âå-

ëè÷èíû

x1−a
σ , x2−a

σ , . . . xn−a
σ íåçàâèñèìû, à ïî ëåììå î

íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè êàæäàÿ èç íèõ èìååò ñòàí-

äàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà

ζ =
nS∗2

σ2
=

n∑

i=1

(xi − a

σ

)2

ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé õè-êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Ïîäñòàâèì ζ â åå æå �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

Kn(t). Òàê êàê ïðè óâåëè÷åíèè σ2
âåëè÷èíà

nS∗2

σ2 óìåíü-

øàåòñÿ, Kn(t) � íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, òî Kn

(
nS∗2

σ2

)

íå âîçðàñòàåò ïî σ2
. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå èíòåðâàëüíîãî

îöåíèâàíèÿ äâóñòîðîííèå äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû äëÿ σ2

ñ íàäåæíîñòüþ γ íàéäóòñÿ èç óðàâíåíèé

Kn

(nS∗2

σ2
í

)
=

1 + γ

2
, Kn

(nS∗2

σ2
â

)
=

1 − γ

2
.

Îáîçíà÷èì

nS∗2

σ2
í

= χ2
1,γ ,

nS∗2

σ2
â

= χ2
2,γ . Òîãäà σ2

í

=

nS∗2

χ2
1,γ

, σ2
â

= nS∗2

χ2
2,γ

. Äàëåå,

P{χ2
n ≥ χ2

1,γ} = 1 −Kn(χ2
1,γ) = 1 −Kn

(nS∗2

σ2
í

)
=

= 1 − 1 + γ

2
=

1 − γ

2
,
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P{χ2
n ≥ χ2

2,γ} = 1 −Kn(χ2
2,γ) = 1 −Kn

(nS∗2

σ2
â

)
=

= 1 − 1 − γ

2
=

1 + γ

2
.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

nS∗2

χ2
1,γ

< σ2 <
nS∗2

χ2
2,γ

,

ãäå

χ2
1,γ = χ2

(
100

1 − γ

2
%; n

)
, χ2

2,γ = χ2
(
100

1 + γ

2
%; n

)
.

4. Ïóñòü a íåèçâåñòíà, òðåáóåòñÿ îöåíèòü σ2
.

Ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû Ôèøåðà

(n− 1)S2

σ2
= χ2

n−1.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñ çàìåíîé n
íà n−1, S∗2

íà S2
, ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìûé äîâåðèòåëü-

íûé èíòåðâàë èìååò âèä

(n− 1)S2

χ2
1,γ

< σ2 <
(n− 1)S2

χ2
2,γ

,

ãäå

χ2
1,γ = χ2

(
100

1 − γ

2
%; n−1

)
, χ2

2,γ = χ2
(
100

1 + γ

2
%; n−1

)
.
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ãèïîòåç...

� 7. Îñíîâàíèÿ òåîðèè ïðîâåðêè

ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç. Ëåììà

Íåéìàíà-Ïèðñîíà. �àâíîìåðíî íàèáîëåå

ìîùíûå êðèòåðèè

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ p(x), êîòîðàÿ íàì íåèç-

âåñòíà. Âåêòîð x = (x1, x2, . . . , xn)T íàçîâåì âåêòîðîì

íàáëþäåíèé, à ìíîæåñòâî åãî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé X
� âûáîðî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì. Ìû õîòèì ïðîâåðèòü

îñíîâíóþ èëè êàê åå åùå íàçûâàþò íóëåâóþ ãèïî-

òåçó H0, ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî p(x) = p0(x), ãäå p0(x)
� çàäàííàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (ò.å.

p0(x) ≥ 0,
+∞∫
−∞

p0(x)dx = 1). Íóëåâóþ ãèïîòåçó ìîæíî

ñ�îðìóëèðîâàòü ïî äðóãîìó. Òàê êàê íàáëþäåíèÿ â âû-

áîðêå íåçàâèñèìû, òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíî-

ãî âåêòîðà x ðàâíà L(x) = p(x1)p(x2) . . . p(xn). Ïîýòîìó
íóëåâàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â âûáîðî÷íîì ïðî-

ñòðàíñòâå X âåêòîð íàáëþäåíèé x ðàñïðåäåëåí ñ ïëîò-

íîñòüþ L(x)(= L(x1, x2, . . . , xn)) = L0(x), ãäå L0(x) =
p0(x1)p0(x2) . . . p0(xn). Â ñîîòâåòñòâèå ñî ñêàçàííûì, ñèì-

âîëè÷åñêè íóëåâóþ ãèïîòåçó áóäåì çàïèñûâàòü ëèáî â âè-

äå

H0 : p(x) = p0(x), ëèáî â âèäå H0 : L(x) = L0(x).

�àññìàòðèâàåìàÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé,

èáî âûðàæàåò åäèíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå p0(x). Åñëè
íóëåâàÿ ãèïîòåçà âûðàæàåò ïðèíàäëåæíîñòü p(x) ê íåêî-
òîðîìó êëàññó ðàñïðåäåëåíèé, ñîñòîÿùåìó áîëåå ÷åì èç

îäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé. Íà-

ïðèìåð, ãèïîòåçà, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî âûáîðêà âçÿòà èç
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íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé, èáî îíà

ñîñòîèò â ïðèíàäëåæíîñòè p(x) êëàññó íîðìàëüíûõ ïëîò-
íîñòåé {p(x/a, σ2), a ∈ R, σ > 0}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì ïðîâåðèòü ïðîñòóþ ãè-

ïîòåçó H0 ïðîòèâ êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçû èëè àëü-

òåðíàòèâû H1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåðíà îäíà è òîëüêî

îäíà èç ãèïîòåç H0 èëè H1. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì íàè-

áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòàÿ ãèïî-

òåçà H0 : L(x) = L0(x) ïðîòèâ ïðîñòîé àëüòåðíà-

òèâû H1 : L(x) = L1(x) (p(x) = p1(x)). Çäåñü
p1(x) �íåêîòîðàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, îòëè÷íàÿ îò

p0(x), L1(x) = p1(x1)p1(x2) . . . p1(xn).
Êðèòåðèé èëè ðåøàþùåå ïðàâèëî äëÿ ïðîâåðêè

íóëåâîé ãèïîòåçû áóäåì ñòðîèòü íà îñíîâàíèè âûáîðà â

âûáîðî÷íîì ïðîñòðàíñòâå X êðèòè÷åñêîé îáëàñòè K òà-

êîé, ÷òî åñëè âåêòîð íàáëþäåíèé x ∈ K, òî íóëåâàÿ ãèïî-

òåçà H0 îòâåðãàåòñÿ (ò.å. ïðèíèìàåòñÿ àëüòåðíàòèâà H1),

à åñëè x ∈ K̄ = X\K, òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 ïðèíèìàåò-

ñÿ (ò.å. îòâåðãàåòñÿ H1). Åñëè êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü èìååò

âèä K = {x ∈ X : ϕ(x) ≥ C}, ãäå ϕ : Rn −→ R � íåêî-

òîðàÿ áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ, C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ,

òî ϕ(x) íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé êðèòåðèÿ.
Ïðèíèìàÿ èëè îòâåðãàÿ íóëåâóþ ãèïîòåçó, ìû ìîæåì

ñîâåðøèòü îøèáêè äâóõ ðîäîâ.

1. Îøèáêà 1-ãî ðîäà ïðîèñõîäèò, åñëè íóëåâàÿ ãèïîòå-

çà H0 îòâåðãàåòñÿ, õîòÿ, íà ñàìîì äåëå, îíà âåðíà. Âåðî-

ÿòíîñòü îøèáêè 1-ãî ðîäà ðàâíà

α = P{x ∈ K/H0 âåðíà} =

∫

K

L0(x)dx.

Ïî äðóãîìó âåðîÿòíîñòü îøèáêè 1-ãî ðîäà α íàçûâàþò

óðîâíåì çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ.
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2. Îøèáêà 2-ãî ðîäà ïðîèñõîäèò, åñëè íóëåâàÿ ãèïî-

òåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ, õîòÿ îíà íåâåðíà. Âåðîÿòíîñòü

îøèáêè 2-ãî ðîäà ðàâíà

β = P{x ∈ K̄/H1 âåðíà} =

∫

K̄

L1(x)dx.

Çäåñü ðàññìàòðèâàåìûå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ n-
êðàòíûìè, dx = dx1dx2 . . . dxn.

Êðèòåðèé ïðîâåðêè ÿâëÿëñÿ áû èäåàëüíûì, åñëè áû

âåðîÿòíîñòè îøèáîê îáîèõ ðîäîâ α è β ðàâíÿëèñü íó-

ëþ. Ê ñîæàëåíèþ, ìû íå ìîæåì ýòîãî ñäåëàòü, ïîñêîëü-

êó íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, âûçâàííîé

ñëó÷àéíîñòüþ ïðîâîäèìûõ èçìåðåíèé. Óìåíüøàÿ âåðî-

ÿòíîñòü îøèáêè 1-ãî ðîäà, ìû òåì ñàìûì óâåëè÷èâàåì

âåðîÿòíîñòü îøèáêè 2-ãî ðîäà è íàîáîðîò, óâåëè÷èâàÿ âå-

ðîÿòíîñòü îøèáêè 1-ãî ðîäà, ìû óìåíüøàåì âåðîÿòíîñòü

îøèáêè 2-ãî ðîäà. Äåéñòâèòåëüíî, ñóæàÿ êðèòè÷åñêóþ

îáëàñòü K, ìû óìåíüøàåì ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ è óâå-

ëè÷èâàåì âòîðîé èíòåãðàë è íàîáîðîò. Ïîýòîìó íåîáõî-

äèìî íàéòè íåêîòîðûé êîìïðîìèññ, ïðè êîòîðîì âåðî-

ÿòíîñòè îøèáîê îáîèõ ðîäîâ áûëè áû íåçíà÷èòåëüíûìè.

Ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ïðåäëàãàåòñÿ âûáèðàòü êðè-

òè÷åñêóþ îáëàñòü K èç òîãî óñëîâèÿ, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü

îøèáêè 2-ãî ðîäà áûëà ìèíèìàëüíà ïðè óñëîâèè, ÷òî âå-

ðîÿòíîñòü îøèáêè 1-ãî ðîäà íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðûé

êðèòè÷åñêèé óðîâåíü (óðîâåíü çíà÷èìîñòè) α0. Ñèìâî-

ëè÷åñêè ýòó çàäà÷ó îïòèìèçàöèè çàïèñûâàþò â âèäå

Íàéòè K : β → min ïðè óñëîâèè, ÷òî α ≤ α0.

Òàê êàê ïðè óìåíüøåíèè α âåëè÷èíà β ðàñòåò, òî äàííàÿ

îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:

Íàéòè K : β → min ïðè óñëîâèè, ÷òî α = α0.
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Îïðåäåëåíèå 7.1. ×èñëî

1−β = 1−P{x ∈ K̄/H1 âåðíà} = P{x ∈ K/H1 âåðíà} =

=

∫

K

p1(x)dx

íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ êðèòåðèÿ. Êðèòåðèé, äëÿ

êîòîðîãî ìîùíîñòü ìàêñèìàëüíà, íàçûâàåòñÿ íàèáîëåå

ìîùíûì.

Ìèíèìèçèðîâàòü îøèáêó 2-ãî ðîäà � ýòî òî æå ñà-

ìîå, ÷òî ìàêñèìèçèðîâàòü ìîùíîñòü êðèòåðèÿ. Ïîýòî-

ìó ñ�îðìóëèðîâàííàÿ âûøå çàäà÷à îïòèìèçàöèè ìîæåò

áûòü çàïèñàíà â �îðìå

Íàéòè K : 1 − β → max ïðè óñëîâèè, ÷òî α = α0.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó.

Ëåììà Íåéìàíà-Ïèðñîíà. Èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ

K∗ ⊂ X ñ �èêñèðîâàííîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè 1-ãî ðî-

äà ∫

K∗

L0(x)dx = α0

êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü ñïåöèàëüíîãî âèäà K = {x :
L1(x) ≥ zL0(x)} äàåò íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé (äàåò

íàèìåíüøóþ îøèáêó 2-ãî ðîäà). Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

z ìîæåò áûòü íàéäåíî èç óðàâíåíèÿ

∫

K

L0(x)dx = α0.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ

∫

K

L0(x)dx =

∫

K∗

L0(x)dx = α0.

Ïîýòîìó

(1 − β) − (1 − β∗) =

∫

K

L1(x)dx −
∫

K∗

L1(x)dx =

=

∫

K\(K∩K∗)

L1(x)dx −
∫

K∗\(K∩K∗)

L1(x)dx ≥

≥ z

∫

K\(K∩K∗)

L0(x)dx − z

∫

K∗\(K∩K∗)

L0(x)dx =

= z
( ∫

K

L0(x)dx −
∫

K∗

L0(x)dx
)

= z(α0 − α0) = 0,

îòêóäà 1 − β ≥ 1 − β∗. �

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåêòîð íàáëþäåíèé x èìååò

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ L(x), ïðèíàäëåæàùóþ ñåìåé-

ñòâó ðàñïðåäåëåíèé {L(x/θ)}, íåïðåðûâíî çàâèñÿùåìó îò
íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà θ ∈ Θ. Ìû õîòèì ïðîâåðèòü ïðî-

ñòóþ ãèïîòåçó H0 : θ = θ0 ïðîòèâ ñëîæíîé àëüòåðíà-

òèâû H1 : θ ∈ Θ \ {θ0}. Â òåðìèíàõ �óíêöèè ïðàâ-

äîïîäîáèÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçà è àëüòåðíàòèâà ìîãóò áûòü

çàïèñàíû êàê

H0 : x â âûáîðî÷íîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåí

ñ ïëîòíîñòüþ L(x/θ0),
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H1 : x â âûáîðî÷íîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåí

ñ ïëîòíîñòüþ L(x/θ),

ãäå θ ∈ Θ \ {θ0} � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Ôóíêöèþ îò ïàðàìåòðà θ, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

f(θ) = P{x ∈ K/èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà åñòü θ},
íàçîâåì�óíêöèåé ìîùíîñòè. Åñëè çà�èêñèðîâàòü θ =
θ1 6= θ0, òî ïî ëåììå Íåéìàíà-Ïèðñîíà îïòèìàëüíàÿ êðè-
òè÷åñêàÿ îáëàñòü äëÿ ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû H0 :
θ = θ0 ïðîòèâ ïðîñòîé àëüòåðíàòèâû H1 : θ = θ1
èìååò âèä Kθ1 = {x : L(x/θ1) ≥ z1L(x/θ0)}. Åñ-
ëè çà�èêñèðîâàòü äðóãîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ2, òî îï-
òèìàëüíîå çíà÷åíèå z2 ìîæåò îêàçàòüñÿ, âîîáùå ãîâî-

ðÿ, äðóãèì. Èòàê, âèä îïòèìàëüíîé êðèòè÷åñêîé îáëàñòè

Kθ = {x : L(x/θ) ≥ z(θ)L(x/θ0)} çàâèñèò îò ïàðàìåòðà
θ.

Êðèòåðèé ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû H0 : θ = θ0
ïðîòèâ ñëîæíîé àëüòåðíàòèâû H1 : θ ∈ Θ \ {θ0}
íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûì, åñëè âèä

ñîîòâåòñòâóþùåé åìó îïòèìàëüíîé êðèòè÷åñêîé îáëàñòè

íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ. Îòìåòèì, ÷òî ðàâíîìåðíî

íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé ñóùåñòâóåò äàëåêî íå âñåãäà.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(a, 1). Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäî-

áèÿ èìååò �îðìó

L(x/a) =
1

(
√

2π)n
e
− 1

2

n∑
i=1

(xi−a)2

.

Ïðîâåðèì ïðîñòóþ ãèïîòåçó H0 : a = 0 ïðîòèâ ñëîæíîé
àëüòåðíàòèâû H1 : a > 0. Âèä îïòèìàëüíîé êðèòè÷åñêîé
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îáëàñòè íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ L(x/a) ≥ z(a)L(x/0), ò.å.

e
− 1

2

n∑
i=1

(xi−a)2+ 1
2

n∑
i=1

x2
i ≥ z(a),

÷òî ýêâèâàëåíòíî

a

n∑

i=1

xi ≥
na2

2
+ ln z(a).

Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü èìååò âèä

K = {x : x ≥ C},

êîòîðûé íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà a. Çíà÷èò ñóùåñòâóåò

ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé. Äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ ïîñòîÿííîé C âûáåðåì åå èç òîãî óñëîâèÿ, ÷òî âåðî-

ÿòíîñòü îøèáêè 1-ãî ðîäà ðàâíà çàäàííîìó óðîâíþ çíà-

÷èìîñòè α0:

P{x ∈ K/H0} = P{x ≥ C/a = 0} = α0.

Òàê êàê ïðè a = 0 ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ x ∼ N
(
0, 1

n

)
, ò.å.

√
nx ∼ N(0, 1), òî

α0 = P{
√
nx ≥ C

√
n/a = 0} = 1−N(C

√
n) =

1

2
−Φ(C

√
n).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòîÿííàÿ C íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Φ(C
√
n) =

1

2
− α0.

Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè H0 ïðîòèâ H1 ñëåäóþùèé:

åñëè x ≥ C, òî ñ÷èòàåì, ÷òî a > 0;
åñëè x < C, òî ñ÷èòàåì, ÷òî a = 0.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ñëîæíàÿ ãèïîòåçà H1 èìåëà âèä

a 6= 0, òî â çàâèñèìîñòè îò çíàêà a âèä êðèòè÷åñêîé îáëà-
ñòè îáëàñòè îïðåäåëÿëñÿ áû íåðàâåíñòâàìè ïðîòèâîïî-

ëîæíîãî çíàêà, ò.å. âèä êðèòè÷åñêîé îáëàñòè çàâèñåë áû

îò a. Ïîýòîìó äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå

ìîùíîãî êðèòåðèÿ íå ñóùåñòâóåò.

� 8. Êðèòåðèè çíà÷èìîñòè. Êðèòåðèé χ
2

Ïèðñîíà

Åñëè èìååòñÿ òîëüêî íóëåâàÿ ãèïîòåçà è íåò íèêàêîé àëü-

òåðíàòèâû èëè àëüòåðíàòèâà ñëèøêîì ñëîæíàÿ, òî ïðî

âåðîÿòíîñòü îøèáêè 2-ãî ðîäà çàáûâàþò è ñòðîÿò êðèòå-

ðèè, ó÷èòûâàþùèå òîëüêî âåðîÿòíîñòü îøèáêè 1-ãî ðîäà.

Âåðîÿòíîñòü îøèáêè 1-ãî ðîäà òîãäà íàçûâàþò óðîâíåì

çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåìóþ ãè-

ïîòåçó íàçûâàþò ãèïîòåçîé çíà÷èìîñòè, à êðèòåðèè

äëÿ åå ïðîâåðêè � êðèòåðèÿìè çíà÷èìîñòè. Ïîñêîëü-

êó íå ó÷èòûâàåòñÿ îøèáêà 2-ãî ðîäà, òî òàêèå êðèòåðèè

ìåíåå íàäåæíû. Çàäàâàÿ óðîâåíü çíà÷èìîñòè α (îáû÷-

íî áåðóò α = 0.05 èëè α = 0.01), íàõîäÿò êðèòè÷åñêóþ

îáëàñòü K èç óñëîâèÿ

P{x ∈ K/H0} = α,

ãäå H0 � ïðîâåðÿåìàÿ ãèïîòåçà. Åñëè ïî èìåþùèìñÿ

ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî x ∈ K, òî

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ãèïîòåçà H0 âåðíà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

ïðîèçîøëî ñîáûòèå, èìåþùåå íè÷òîæíî ìàëóþ âåðîÿò-

íîñòü α. Äîâåðÿòü ýòîìó âðÿä ëè èìååò ñìûñë, ïîýòîìó

ñ÷èòàåì, ÷òî âûäâèíóòî íåïðàâèëüíîå ïðåäïîëîæåíèå,

è ãèïîòåçó H0 íàäî îòâåðãíóòü. Åñëè æå îêàæåòñÿ, ÷òî
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Ïèðñîíà

x ∈ K̄, òî ïðåäïîëîæèâ, ÷òî íàøà ãèïîòåçà âûïîëíÿåòñÿ,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå, èìåþùåå áîëü-

øóþ âåðîÿòíîñòü 1 − α. Ïîýòîìó ìîæíî ñäåëàòü âûâîä

î òîì, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå íå ïðîòèâîðå÷àò âû-

äâèíóòîé ãèïîòåçå. Ýòî âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî ãèïîòåçó

íàäî ïðèíÿòü. Íà ñàìîì äåëå, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèíÿòü

ñ îïðåäåëåííîé óâåðåííîñòüþ ïðîâåðÿåìóþ ãèïîòåçó,

íàäî åå ïðîâåðèòü íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå

âûáîðîê. Åñëè âî âñåõ ñëó÷àÿõ ãèïîòåçà íå ïðîòèâîðå÷èò

èìåþùèìñÿ äàííûì, òî òîëüêî òîãäà åå ìîæíî ïðèíÿòü.

Â ýòîì îñíîâíîé íåäîñòàòîê èãíîðèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòè

îøèáêè 2-ãî ðîäà.

À. Ïîñòðîåíèå êðèòåðèåâ çíà÷èìîñòè ïî èíòåðâàëü-

íûì îöåíêàì.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ çíà÷èìî-

ñòè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ.

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F (x/θ),
çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà θ, è äëÿ ýòîãî ïàðàìåòðà ïî-

ñòðîåí äâóñòîðîííèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë:

P{θ
í

< θ0 < θ
â

} = γ,

ãäå θ0 � èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ (çàìåòèì, ÷òî

ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðâàëüíûõ îöåíîê èñòèííîå çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà îáîçíà÷àëîñü θ, ïîñêîëüêó äðóãèå çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðà òàì íå èñïîëüçîâàëèñü). Íåîáõîäèìî ïðîâå-

ðèòü ãèïîòåçó H0 : θ = θ0. Â êà÷åñòâå êðèòè÷åñêîé

îáëàñòè âîçüìåì

Kθ = {x : θ ≤ θ
í

èëè θ ≥ θ
â

}.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà

α = P{x ∈ Kθ/θ = θ0} = P{x ∈ Kθ0} =
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= 1 − P{θ
í

< θ0 < θ
â

} = 1 − γ.

�åøàþùåå ïðàâèëî (êðèòåðèé) äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû

H0:

H0 îòâåðãàåòñÿ, åñëè θ0 ≤ θ
í

èëè θ0 ≥ θ
â

;

H0 íå ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, åñ-

ëè θ
í

< θ0 < θ
â

.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè êðèòåðèÿ óðîâåíü

çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ α ïîëó÷àåòñÿ âû÷èòàíèåì èç 1

íàäåæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâà-

ëà γ. À êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê

äîâåðèòåëüíîìó èíòåðâàëó â âûáîðî÷íîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî x1, x2, . . . , xn � âûáîð-

êà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(a, σ2).
* Ïóñòü ïàðàìåòð σ2

èçâåñòåí. Ìû õîòèì ïðîâåðèòü

ãèïîòåçó H0 : a = a0. Ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðâàëüíûõ

îöåíîê ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

P
{
x− σ√

n
tγ < a0 < x+

σ√
n
tγ

}
= γ,

ãäå tγ � êîðåíü óðàâíåíèÿ Φ(tγ) = γ
2 . Çàäàäèì óðîâíü

çíà÷èìîñòè α = 1 − γ è âûáåðåì êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü

êàê

Ka =
{
x : a ≤ x− σ√

n
tγ èëè a ≥ x+

σ√
n
tγ

}
.

Òîãäà P{x ∈ Ka/H0} = P{x ∈ Ka0} = α. Ïîëó÷àåì ñëå-

äóþùèé êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0:

åñëè a0 ≤ x− σ√
n
tγ èëè a0 ≥ x+ σ√

n
tγ , òî H0 îòâåðãà-

åòñÿ, ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî a 6= a0;

åñëè x− σ√
n
tγ < a0 < x+ σ√

n
tγ , òî ñ÷èòàåì, ÷òî H0 íå

ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

76



� 8. Êðèòåðèè çíà÷èìîñòè. Êðèòåðèé χ2
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Ïðè ýòîì, ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α ÷èñëî

tγ íàéäåòñÿ êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ Φ(tγ) = 1−α
2 .

** Ïóñòü òåïåðü ïàðàìåòð σ2
íåèçâåñòåí è íàäî ïðî-

âåðèòü òó æå ãèïîòåçó H0 : a = a0. Ïðè ïîñòðîåíèè

èíòåðâàëüíûõ îöåíîê ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

P
{
x− S√

n
t < a0 < x+

S√
n
t
}

= γ,

ãäå t = t(1001−γ
2 %; n− 1).

Êðèòåðèé ïðîâåðêè íàøåé ãèïîòåçû âûãëÿäèò ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

åñëè a0 ≤ x− S√
n
t èëè a0 ≥ x+ S√

n
t, òî H0 îòâåðãàåòñÿ,

ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî a 6= a0;

åñëè x − S√
n
t < a0 < x + S√

n
t, òî ñ÷èòàåì, ÷òî H0 íå

ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Ïðè ýòîì, ïðè çàäàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè α ÷èñëî

t = t(100α
2 %; n− 1).

*** Äîïóñòèì, ÷òî ïàðàìåòð a èçâåñòåí. Òðåáóåòñÿ

ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 : σ2 = σ2
0 . �àíåå áûëî óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî

P
{nS∗2

χ2
1,γ

< σ2
0 <

nS∗2

χ2
2,γ

}
= γ,

ãäå χ2
1,γ = χ2

(
1001−γ

2 %; n
)
, χ2

2,γ = χ2
(
1001+γ

2 %; n
)
.

Ïîýòîìó êðèòåðèé ïðâåðêè ãèïîòåçû σ2 = σ2
0 âûãëÿ-

äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè σ2
0 ≤ nS∗2

χ2
1,γ

èëè σ2
0 ≥ nS∗2

χ2
2,γ

, òî H0 îòâåðãàåòñÿ, ò.å.

ñ÷èòàåì, ÷òî σ2 6= σ2
0;

åñëè

nS∗2

χ2
1,γ

< σ2
0 <

nS∗2

χ2
2,γ

, òî ñ÷èòàåì, ÷òî H0 íå ïðîòè-

âîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.
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Ïðè ýòîì χ2
1,γ = χ2

(
100α

2 %; n
)
, χ2

2,γ =

χ2
(
100
(
1 − α

2

)
%; n

)
.

**** Ïóñòü ïàðàìåòð a íåèçâåñòåí è òðåáóåòñÿ ïðî-

âåðèòü ãèïîòåçó H0 : σ2 = σ2
0 . �àíåå áûëî óñòàíîâëåíî,

÷òî

P
{(n− 1)S2

χ2
1,γ

< σ2
0 <

(n− 1)S2

χ2
2,γ

}
= γ,

ãäå

χ2
1,γ = χ2

(
100

1 − γ

2
%; n− 1

)
,

χ2
2,γ = χ2

(
100

1 + γ

2
%; n− 1

)
.

Ïîýòîìó êðèòåðèé ïðâåðêè ãèïîòåçû σ2 = σ2
0 âûãëÿ-

äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè σ2
0 ≤ (n−1)S2

χ2
1,γ

èëè σ2
0 ≥ (n−1)S2

χ2
2,γ

, òî H0 îòâåðãàåòñÿ,

ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî σ2 6= σ2
0 ;

åñëè

(n−1)S2

χ2
1,γ

< σ2
0 < (n−1)S2

χ2
2,γ

, òî ñ÷èòàåì, ÷òî H0 íå

ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Ïðè ýòîì χ2
1,γ = χ2

(
100α

2 %; n − 1
)
, χ2

2,γ =

χ2
(
100
(
1 − α

2

)
%; n− 1

)
.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìû õîòèì ïîñòðîèòü êðèòåðèé çíà-

÷èìîñòè ñ îäíîñòîðîííåé êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ, òî ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü îäíîñòîðîííèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâà-

ëû. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x/θ), çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà θ, è äëÿ ýòîãî ïàðàìåò-
ðà ïîñòðîåí ïðàâîñòîðîííèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë:

P{θ0 > θ
í

} = P,
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Ïèðñîíà

ãäå θ0 � èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ. Äëÿ ïðîâåðêè

ãèïîòåçû H0 : θ = θ0 íàäî âçÿòü ëåâîñòîðîííþþ êðèòè-

÷åñêóþ îáëàñòü

Kθ = {x : θ ≤ θ
í

}.

Î÷åâèäíî, ÷òî êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

H0 îòâåðãàåòñÿ, åñëè θ0 ≤ θ
í

;

H0 íå ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, åñ-

ëè θ0 > θ
í

.

Ïðè ýòîì óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ α ïîëó÷àåòñÿ

âû÷èòàíèåì èç 1 íàäåæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî äîâåðè-

òåëüíîãî èíòåðâàëà P .

Á. Êðèòåðèè ñðàâíåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâóõ âûáîðîê.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè

x1, x2, . . . , xn1 èç N(a1, σ
2
1) è

y1, y2, . . . , yn2 èç N(a2, σ
2
2)

(âûáîðêè íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû x1, x2, . . . , xn1 , y1, y2, . . . , yn2 íåçàâèñèìû).

* Ïóñòü σ2
1 è σ2

2 èçâåñòíû. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ãè-

ïîòåçó H0 : a1 = a2.

Òàê êàê x ∼ N
(
a1,

σ2
1

n1

)
, y ∼ N

(
a2,

σ2
2

n2

)
íåçàâèñèìû,

òî y−x èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Åãî ïàðàìåòðû
M(y − x) = a2 − a1, D(y − x) = Dy + Dx =

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
,

ò.å. y − x ∼ N
(
a2 − a1,

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

)
. Ïî ëåììå î íîðìàëüíîì

ðàñïðåäåëåíèè

ζ =
y − x− (a2 − a1)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïîòåçà H0 âåðíà, òîãäà

ζ0 = ζ
∣∣∣
H0

=
y − x√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1).

Ïîíÿòíî, ÷òî ÷åì áëèæå äðóã ê äðóãó a1 è a2, òåì ìåíüøå

ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñòàòèñòèêà ζ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå
êðèòè÷åñêîé îáëàñòè åñòåñòâåííî âçÿòü

K = {x : |ζ| ≥ C}.

Íàçíà÷àÿ óðîâåíü çíà÷èìîñòè α, âûáåðåì ïîñòîÿííóþ C
èç óñëîâèÿ

P{x ∈ K/H0} = P{|ζ| ≥ C/H0} = P{|ζ0| ≥ C} =

= 1 − P{|ζ0| < C} = 1 − 2Φ(C) = α,

îòêóäà C íàõîäèòñÿ ïî òàáëèöàì �óíêöèè Ëàïëàñà êàê

êîðåíü óðàâíåíèÿ Φ(C) = 1−α
2 .

Êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû a1 = a2 èìååò ñëåäóþ-

ùèé âèä:

åñëè |ζ0| ≥ C, òî ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ;
åñëè |ζ0| < C, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ãèïîòåçà íå ïðîòèâîðå-

÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

** Ïóñòü σ2
1 = σ2

2 = σ2
íåèçâåñòíà. Òðåáóåòñÿ ïðîâå-

ðèòü òó æå ãèïîòåçó H0 : a1 = a2. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû õè-êâàäðàò äëÿ âûáîðî÷íûõ äèñïåð-

ñèé S̃2
x = 1

n1

n1∑
i=1

(xi−x)2 è S̃2
y = 1

n2

n2∑
i=1

(yi−y)2 âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

n1S̃2
x

σ2
= χ2

n1−1;
n2S̃2

y

σ2
= χ2

n2−1;
n1S̃2

x + n2S̃2
y

σ2
= χ2

n1+n2−2.

(8.1)
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Ïèðñîíà

Ïîýòîìó

√
n1S̃2

x + n2S̃2
y

σ
√
n1 + n2 − 2

=

√
χ2

n1+n2−2

n1 + n2 − 2
.

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå,

y − x− (a2 − a1)

σ
√

1
n1

+ 1
n2

∼ N(0, 1). (8.2)

Â ñèëó ëåììû Ôèøåðà è òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ íåçà-

âèñèìûå âûáîðêè, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (8.1) è (8.2) íåçà-

âèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî,

ζ =

y−x−(a2−a1)

σ
√

1
n1

+ 1
n2√

n1S̃2
x+n2S̃2

y

σ
√

n1+n2−2

=
y − x− (a2 − a1)√

n1S̃2
x + n2S̃2

y

√
n1n2(n1 + n2 − 2)

n1 + n2

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì Ñòüþäåíòà ñ n1 + n2 − 1 ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïîòåçà H0 âåðíà, òîãäà

ζ0 =
y − x√

n1S̃2
x + n2S̃2

y

√
n1n2(n1 + n2 − 2)

n1 + n2

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n1 + n2 − 1 ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû. Ïîíÿòíî, ÷òî ÷åì áëèæå äðóã ê äðóãó a1 è a2,

òåì ìåíüøå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñòàòèñòèêà ζ. Ïîýòî-
ìó â êà÷åñòâå êðèòè÷åñêîé îáëàñòè åñòåñòâåííî âçÿòü

K = {x : |ζ| ≥ C}.

81



�ËÀÂÀ 2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

Íàçíà÷àÿ óðîâåíü çíà÷èìîñòè α, âûáåðåì ïîñòîÿííóþ C
èç óñëîâèÿ

P{x ∈ K/H0} = P{|ζ| ≥ C/H0} = P{|ζ0| ≥ C} =

= 2P{ζ0 ≥ C} = α,

îòêóäà C = t
(
100α

2 %; n1 + n2 − 1
)
.

Êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû a1 = a2 èìååò ñëåäóþ-

ùèé âèä:

åñëè |ζ0| ≥ C, òî ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ;
åñëè |ζ0| < C, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ãèïîòåçà íå ïðîòèâîðå-

÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñëåäóþùåãî ñëó÷àÿ ââåäåì

Îïðåäåëåíèå 8.1. Îòíîøåíèå

Fn1,n2 =

χ2
n1

n1

χ2
n2

n2

,

â êîòîðîì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-

ìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, íàçûâàåòñÿ F - îòíîøå-
íèåì èëè îòíîøåíèåì Ôèøåðà ñ n1 è n2 ñòåïåíÿ-

ìè ñâîáîäû, à ðàñïðåäåëåíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ � F -
ðàñïðåäåëåíèåì èëè ðàñïðåäåëåíèåì Ôèøåðà ñ n1

è n2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. ×èñëî F (100α%; n1, n2), óäî-
âëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ

P{Fn1,n2 ≥ F (100α%; n1, n2)} = α,

íàçûâàåòñÿ 100α-ïðîöåíòíîé òî÷êîé F -
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ n1 è n2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Èìåþòñÿ òàáëèöû ïðîöåíòíûõ òî÷åê F -
ðàñïðåäåëåíèÿ.
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� 8. Êðèòåðèè çíà÷èìîñòè. Êðèòåðèé χ2
Ïèðñîíà

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Fn1,n2 èìååò âèä

gn1,n2(x) =
(n1

n2

)n1
2
B−1

(n1

2
,
n2

2

)
x

n1
2
−1
(
1 +

n1

n2
x
)−n1+n2

2
,

ãäå B(a, b) =
1∫
0

xa−1(1 − x)b−1dx � èíòåãðàë Ýéëåðà.

*** Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1 è a2 íåèçâåñòíû; òðåáóåò-

ñÿ ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 : σ2
1 = σ2

2. Äëÿ èñïðàâ-

ëåííûõ âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé S2
x = 1

n1−1

n1∑
i=1

(xi − x)2 è

S2
y = 1

n2−1

n2∑
i=1

(yi−y)2 â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç ëåììû Ôèøåðà

S2
x

σ2
1

=
χ2

n1−1

n1 − 1
,

S2
y

σ2
2

=
χ2

n2−1

n2 − 1
.

Ýòè äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó îò-

íîñÿòñÿ ê íåçàâèñèìûì âûáîðêàì. Ïîýòîìó ïðè âûïîëíå-

íèè ãèïîòåçû H0 îòíîøåíèå

S2
x

S2
y

=

χ2
n1−1

n1−1

χ2
n2−1

n2−1

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñ n1 − 1 è n2 − 1 ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû, à îòíîøåíèå

S2
y

S2
x

=

χ2
n2−1

n2−1

χ2
n1−1

n1−1

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñ n2 − 1 è n1 − 1 ñòåïå-

íÿìè ñâîáîäû. Ïðèíÿòî âûáèðàòü â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè
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êðèòåðèÿ òî èç ýòèõ äâóõ îòíîøåíèé, ó êîòîðîãî ÷èñëè-

òåëü áîëüøå çíàìåíàòåëÿ. Ïóñòü S2
1 = max (S2

x, S
2
y), S2

2 =
min (S2

x, S
2
y). Òîãäà

ζ =
S2

1

S2
2

,

ïðè÷åì ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû H0

ζ0 = ζ
∣∣∣
H0

= Fk1,k2,

ãäå k1 è k2 ëåãêî âûïèñûâàþòñÿ ïî n1 è n2, è ìåíüøå

îäíîãî èç íèõ íà 1 (ò.å., åñëè S2
x > S2

y , òî k1 = n1−1, k2 =
n2 − 1, à åñëè S2

x < S2
y , òî k1 = n2 − 1, k2 = n1 − 1). Ïóñòü

÷èñëà F1 è F2 âûáðàíû èç óñëîâèÿ

P{Fk1,k2 ≤ F1} = P{Fk1,k2 ≥ F2} =
α

2
,

ãäå α � óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ. Î÷åâèäíî,

P{Fk1,k2 ≤ F1} = P{Fk2,k1 ≥ 1

F1
} =

α

2
.

Òàêèì îáðàçîì,

F2 = F
(
100

α

2
%; k1, k2

)
;

1

F1
= F

(
100

α

2
%; k2, k1

)
.

Âûáåðåì êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü êàê

KF1,F2 = {x : ζ ≤ F1 èëè ζ ≥ F2}.

Òîãäà

P{x ∈ K/H0} = P{ζ ≤ F1 èëè ζ ≥ F2/H0} =

= P{Fk1,k2 ≤ F1 èëè Fk1,k2 ≥ F2} =
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Ïèðñîíà

= P{Fk1,k2 ≤ F1} + P{Fk1,k2 ≥ F2} =
α

2
+
α

2
= α.

Êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû σ2
1 = σ2

2 èìååò ñëåäóþ-

ùèé âèä:

åñëè ζ0 ≤ F1 èëè ζ0 ≥ F2, òî ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ;

åñëè F1 < ζ0 < F2, òî ãèïîòåçà H0 ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Îòìåòèì, ÷òî òî÷íî òàêèì æå ñïîñîáîì, êîòîðûì

ñòðîèëèñü êðèòåðèè çíà÷èìîñòè ïî äîâåðèòåëüíûì èí-

òåðâàëàì, ìîæíî ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó, à èìåííî,

ïî êðèòåðèÿì çíà÷èìîñòè ìîæíî ñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå

èíòåðâàëû. Íàïðèìåð, äëÿ êðèòåðèÿ ñðàâíåíèÿ * â ñëó-

÷àå èçâåñòíûõ äèñïåðñèé σ2
1 è σ

2
2 äëÿ a2 − a1 ïîëó÷àåòñÿ

äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

y − x− C

√
σ2

1

n1
+
σ2

2

n2
< a2 − a1 < y − x+ C

√
σ2

1

n1
+
σ2

2

n2
,

ãäå C � êîðåíü óðàâíåíèÿ Φ(C) = 1−α
2 .

Â. Êðèòåðèé χ2
Ïèðñîíà êàê êðèòåðèé ñîîòâåò-

ñòâèÿ âåðîÿòíîñòåé â ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìå.

�àññìîòðèì n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, â êàæäîì èç

êîòîðûõ ìîæåò ïðîèçîéòè îäèí èç k íåñîâìåñòèìûõ èñ-

õîäîâ

u1, , u2, . . . , uk,

ïðè÷åì âåðîÿòíîñòè ýòèõ èñõîäîâ â îòäåëüíîì èñïûòàíèè

ðàâíû

p(u1) = P ({u1}) = p1, p(u2) = P ({u2}) = p2, . . . ,

p(uk) = P ({uk}) = pk (
k∑

i=1

pi = 1).

85



�ËÀÂÀ 2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µi ÷èñëî ïîÿâëåíèé èñõîäà ui â ýòèõ n

èñïûòàíèÿõ (i = 1, k,
k∑

i=1
µi = n). Ñîñòàâèì ñëåäóþùóþ

ñòàòèñòèêó:

χ2 =

k∑

i=1

(µi − npi)
2

npi
.

Ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàò Ê.Ïèðñîíà:

lim
n→∞

P{χ2 < t} = P{χ2
k−1 < t},

ãäå χ2
k−1 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà õè-êâàäðàò ñ k − 1 ñòå-

ïåíÿìè ñâîáîäû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè áîëüøîì îáú-

åìå âûáîðêè n ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà χ2
âåäåò ñåáÿ ïðèáëè-

æåííî êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà õè-êâàäðàò ñ k − 1 ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïî ðåçóëüòàòàì n íåçàâèñè-
ìûõ èñïûòàíèé íàäî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó

H0 : p1 = p0
1, p2 = p0

2, . . . , pk = p0
k,

ãäå p0
1, p

0
2, . . . , p

0
k � �èêñèðîâàííûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî

p0
1 + p0

2 + . . . + p0
k = 1. Òàê êàê ïðè áîëüøîì n ïî çàêîíó

áîëüøèõ ÷èñåë

µi

n ≈ pi, ò.å. µi − npi ≈ 0, òî çíà÷åíèÿ ñòà-
òèñòèêè χ2

íå äîëæíû áûòü î÷åíü áîëüøèìè. Ïîýòîìó

êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü öåëåñîîáðàçíî âûáðàòü òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òîáû ïðè ïðåâûøåíèè åþ íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî

çíà÷åíèÿ ãèïîòåçà îòâåðãàëàñü. Ïîýòîìó âîçüìåì

Kp = {x : χ2 ≥ χ2
êðèò.

}.
Çàäàäèì óðîâåíü çíà÷èìîñòè α. Ïóñòü

χ2
0 = χ2

∣∣∣
H0

=
k∑

i=1

(µi − np0
i )

2

np0
i

.
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� 9. Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ

Âûáåðåì χ2
êðèò.

òàê, ÷òîáû

P{x ∈ Kp/H0} = P{χ2 ≥ χ2
êðèò.

/H0} = P{χ2
0 ≥ χ2

êðèò.

} = α.

Â ñèëó ðåçóëüòàòà Ïèðñîíà ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàìå-

íèòü ïðèáëèæåííûì ðàâåíñòâîì

P{χ2
k−1 ≥ χ2

êðèò.

} ≈ α.

Ïîýòîìó ïðèáëèæåííî χ2
êðèò.

= χ2(100α%; k − 1).

Êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 èìååò ñëåäóþùóþ

�îðìó:

åñëè χ2
0 ≥ χ2(100α%; k − 1), òî ãèïîòåçà H0 îòâåðãà-

åòñÿ;

åñëè χ2
0 < χ2(100α%; k − 1), òî ãèïîòåçà H0 ñîãëàñó-

åòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàííîå ðåøàþùåå ïðàâèëî ìîæíî

ïðèìåíÿòü òîëüêî äëÿ âûáîðîê äîñòàòî÷íî áîëüøîãî îáú-

åìà.

� 9. Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F (x),
ïðè÷åì �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F íåèçâåñòíà. Òðåáóåò-

ñÿ ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 : F (x) = F 0(x), ãäå F 0(x)
� çàäàííàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (ò.å. F 0

íå óáûâàåò,

íåïðåðûâíà ñëåâà, F 0(−∞) = 0, F 0(+∞) = 1). �èïîòåçó
òàêîãî âèäà íàçûâàþò ãèïîòåçîé ñîãëàñèÿ, à êðèòåðèè

äëÿ åå ïðîâåðêè � êðèòåðèÿìè ñîãëàñèÿ.

Îáû÷íî êðèòåðèè ñîãëàñèÿ ñòðîÿò òàê. Êàê ìû çíà-

åì, òåîðåòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F è ýìïèðè-

÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗
n ìàëî îòëè÷àþòñÿ ïðè

áîëüøèõ n. Âûáåðåì íåêîòîðóþ ìåðó îòêëîíåíèÿ νn =
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νn(F ∗
n , F ) = νn(x1, x2, . . . , xn) �óíêöèè F ∗

n îò �óíêöèè F .
Ýòà ìåðà âûáèðàåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, è, â çàâèñèìîñòè îò

ñïîñîáà åå âûáîðà, ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå êðèòåðèè ñîãëà-

ñèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü ðàçûñêàòü ïðåäåëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû νn ïðè n → ∞.

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ν îáëàäàåò ýòèì ðàñïðåäåëå-

íèåì. Òîãäà êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü âûáèðàåì êàê

KF = {x : ν ≥ ν
êðèò.

}.

Äàëåå ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α íàõîäèì ν
êðèò.

èç óðàâíåíèÿ

P{x ∈ KF /H0} = P{ν ≥ ν
êðèò.

/H0} = P{ν0 ≥ ν
êðèò.

} = α,

ãäå ν0 = ν
∣∣∣
H0

� çíà÷åíèå ïðåäåëüíîé ìåðû ν â ïðåäïî-

ëîæåíèè, ÷òî âåðíà ãèïîòåçà H0. È, íàêîíåö, êðèòåðèé

ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ñòðîèòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì:

åñëè ν0 ≥ ν
êðèò.

, òî H0 îòâåðãàåòñÿ;

åñëè ν0 < ν
êðèò.

, òî ñ÷èòàåì ãèïîòåçó H0 ñîãëàñóþùåé-

ñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Îòìåòèì, ÷òî êðèòåðèè ñîãëàñèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè

âèäàìè êðèòåðèåâ çíà÷èìîñòè, òàê êàê íå ó÷èòûâàþò

âåðîÿòíîñòü îøèáêè 2-ãî ðîäà.

1. Êðèòåðèé χ2
Ïèðñîíà êàê êðèòåðèé ñîãëàñèÿ.

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x), êîòîðîå íàì íåèçâåñòíî. Ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà H0 :
F (x) = F 0(x), ãäå F 0

� çàäàííàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ. �àçîáúåì ÷èñëîâóþ îñü íà k íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ ÷àñòåé ∆1 = (z0 = −∞, z1), ∆2 = [z1, z2), ∆3 =
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[z2, z3), . . . , ∆k = [zk−1, zk = +∞). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ui

ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî òåîðåòè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ξ ïîïàäåò â ∆i, òîãäà pi = p(ui) = P{ξ ∈ ∆i} =
F (zi) − F (zi−1) (i = 1, k). Â ñèëó ñâîéñòâ �óíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ýòî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ∆1, ∆k. Ïóñòü µi �

÷èñëî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ïîïàâøèõ â ∆i, ò.å. ÷èñëî

ïîÿâëåíèé èñõîäà ui â n èñïûòàíèÿõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïîòåçà H0 âåðíà, ò.å. F = F 0
.

Òîãäà òåì áîëåå âåðíà ãèïîòåçà H ′
0 : p1 = p0

1, p2 =
p0
2, . . . , pk = p0

k, ãäå p
0
1 = F 0(z1) − F 0(z0) = F 0(z1), p

0
2 =

F 0(z2) − F 0(z1), . . . , p0
k = F 0(zk) − F 0(zk−1) = 1 −

F 0(zk−1).
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê ïðîâåðêå ãèïîòåçû

ñîîòâåòñòâèÿ âåðîÿòíîñòåé â ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìå. Ñî-

ñòàâèì ñòàòèñòèêó

χ2 =

k∑

i=1

(µi − npi)
2

npi
,

ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé ïðè n → ∞ â ñè-

ëó ðåçóëüòàòà Ïèðñîíà ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì χ2

ñ k − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Âû÷èñëÿåì p0
i = F 0(zi) −

F 0(zi−1), i = 1, k, çàòåì âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè

χ2
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãèïîòåçà H0 âåðíà:

χ2
0 = χ2

∣∣∣
H0

=

k∑

i=1

(µi − np0
i )

2

np0
i

.

Ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α íàõîäèì 100α-
ïðîöåíòíóþ òî÷êó ðàñïðåäåëåíèÿ χ2

, ñîîòâåòñòâóþùóþ

÷èñëó k − 1 ñòåïåíåé ñâîáîäû.
Êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 èìååò ñëåäóþùóþ

�îðìó:
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åñëè χ2
0 ≥ χ2(100α%; k − 1), òî ãèïîòåçà H0 îòâåðãà-

åòñÿ;

åñëè χ2
0 < χ2(100α%; k − 1), òî ãèïîòåçà H0 ñîãëàñó-

åòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Çàìå÷àíèå 1. Â äàííîì ñëó÷àå â ðîëè ìåðû îòêëîíå-

íèÿ F ∗
n îò F ñëóæèò

χ2 = ν(F ∗
n , F ) =

k∑

i=1

(µi − npi)
2

npi
.

Çàìå÷àíèå 2. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé è êàêèì îáðàçîì ðàç-

áèâàòü ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà ∆i? Íà ýòîò ñ÷åò ñóùåñòâó-

åò ìíîãî ðàçëè÷íûõ ìíåíèé. Êåíäàëë è Ñòüþàðò ïðåä-

ëàãàþò äîâîëüíî ñëîæíóþ ïðîöåäóðó, â êîòîðîé ÷àñòè

ðàçáèåíèÿ âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåðîÿòíî-

ñòè ïîïàäàíèÿ â íèõ áûëè îäèíàêîâû: p0
1 = p0

2 = . . . =
p0

k = 1
k . Îáû÷íî ïîñòóïàþò ïðîùå. �àçáèâàþò ïîëóîòðå-

çîê [x(1), x(n)) íà äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî k ðàâíûõ ÷à-
ñòåé, çàòåì âíóòðåííèå ÷àñòè áåðóò çà ∆2,∆3, . . . ,∆k−1.

Â êà÷åñòâå ∆1 áåðóò îáúåäèíåíèå êðàéíåé ëåâîé ÷àñòè ñ

(−∞, x(1)), à â êà÷åñòâå ∆n áåðóò îáúåäèíåíèå êðàéíåé

ïðàâîé ÷àñòè ñ [x(n),+∞).

�åêîìåíäóåòñÿ, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî ∆i âûïîëíÿëîñü

íåðàâåíñòâî np0
i ≥ 5. Ïîýòîìó äîëæíà áûòü ðàçðàáîòà-

íà ïðîöåäóðà èçìåíåíèÿ ∆i äëÿ òåõ ÷àñòåé, â êîòîðûõ

ýòî óñëîâèå íàðóøåíî. Ñàìî ðàçáèåíèå ÷èñëîâîé ïðÿìîé

è ýòà ïðîöåäóðà äîëæíû áûòü âûðàáîòàíû äî òîãî, êàê

ìû óâèäåëè âûáîðêó. Åñëè îíè ïîäãîíÿþòñÿ ïîä âûáîð-

êó, òî êîíöû zi îêàæóòñÿ �óíêöèÿìè îò x1, x2, . . . , xn, ò.å.

ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, à ïðåäåëüíûé ðåçóëüòàò Ïèðñî-

íà äîêàçàí òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ÷àñòåé ñ �èêñèðîâàííûìè
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êîíöàìè. Ïðèìåðîì ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùåé óäîâëåòâî-

ðèòü óñëîâèå np0
i ≥ 5, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: åñëè ýòî óñëî-

âèå âûïîëíÿåòñÿ â ∆1, òî îñòàâëÿåì åãî; åñëè íåò, òî â

êà÷åñòâå íîâîãî ∆1 áåðåì îáúåäèíåíèå ñòàðûõ ∆1 è∆2.

Åñëè è â íîâîì ∆1 óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî îáúåäèíÿ-

åì ∆1, ∆2, ∆3 â íîâîå ∆1 è ò.ä. äî òåõ ïîð, ïîêà âûïîë-

íèòñÿ óñëîâèå. Âûáðàâ ∆1, áåðåì ñëåäóþùèé èíòåðâàë è

îáúåäèíÿåì åãî ñ ïîñëåäóþùèìè äî òåõ ïîð, êîãäà óñëî-

âèå âûïîëíèòñÿ è ò.ä. Ïðè ýòîì ÷èñëî ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ

óìåíüøèòñÿ èëè îñòàíåòñÿ òàêèì æå.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êðèòåðèåì Ïèðñîíà ìîæíî ïîëü-

çîâàòüñÿ òîëüêî äëÿ âûáîðîê áîëüøîãî îáúåìà. Íàèáîëåå

îñòîðîæíûå àâòîðû ðåêîìåíäóþò ïðèìåíÿòü åãî äëÿ

n ≥ 150, åñòü ðåêîìåíäàöèè áîëåå ñìåëûå, íàïðèìåð,

ïðåäëàãàåòñÿ, ÷òîáû n ≥ 30.

Çàìå÷àíèå 3. Ìû ïîäîçðåâàåì, ÷òî òåîðåòè÷åñêàÿ ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, íî ïà-

ðàìåòðû íåèçâåñòíû. Òîãäà åñòåñòâåííî ïðîâåðÿòü ãèïî-

òåçó H0 : ξ ∼ N(x, S2). Ìîæíî ëè ïîëüçîâàòüñÿ êðè-

òåðèåì χ2
? Äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñÿ ïðîöåäó-

ðà îñòàåòñÿ â ñèëå ñ åäèíñòâåííûì ðàçëè÷èåì, ÷òî íà-

äî áðàòü ïðîöåíòíóþ òî÷êó ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû

k − 3, à íå k − 1. È âîîáùå, åñëè ãèïîòåòè÷åñêè âûáîð-

êà áåðåòñÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ F 0(x/θ1, θ2, . . . , θm), çàâèñÿ-
ùåãî îò m íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, òî ñíà÷àëà íàõîäÿò-

ñÿ èõ îöåíêè θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂m (ñòðîãî ãîâîðÿ ñ ïîìîùüþ

òàê íàçûâàåìîãî ìåòîäà ìèíèìóìà χ2
èëè àñèìïòîòè÷å-

ñêè ýêâèâàëåíòíîãî åìó ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-

ïîäîáèÿ). Çàòåì ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà H0 : F (x) =

F 0(x/θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂m). Òîãäà ðåçóëüòàò Ïèðñîíà îñòàåòñÿ
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â ñèëå, òîëüêî ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñòàòèñòèêè

χ2 =

k∑

i=1

(µi − npi)
2

npi

áóäåò õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ k−m−1 ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû. Ïîýòîìó êðèòåðèé Ïèðñîíà áóäåò ïðèìåíèì, òîëü-

êî ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ó ïðîöåíòíîé òî÷êè èçìåíèòñÿ

ñ k − 1 íà k −m− 1. Åñòåñòâåííî, ÷òî ÷èñëî ÷àñòåé ðàç-

áèåíèÿ k äîëæíî áðàòüñÿ áîëüøèì, ÷åì m.
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2. Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ ω2
.

Ïðè ïðèìåíåíèè êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿ χ2
ðàçáèåíèå ÷è-

ñëîâîé ïðÿìîé íà ÷àñòè â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè ïðîèç-

âîëüíî. �åçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ Ïèðñîíà çàâè-

ñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ ïîòåðåé èí�îð-

ìàöèè. Ýòîãî íåäîñòàòêà ëèøåí ðàññìàòðèâàåìûé íèæå

êðèòåðèé.

�.Êðàìåð, �.Ìèçåñ è Í.Â.Ñìèðíîâ âïåðâûå ðàññìî-

òðåëè ìåðû îòêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ îò òåîðåòè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

ν(F ∗
n , F ) =

+∞∫

−∞

|F ∗
n(x) − F (x)|2dK(x),

ãäå K(x) � â äîñòàòî÷íîé ìåðå ïðîèçâîëüíàÿ íåóáûâàþ-

ùàÿ �óíêöèÿ. Í.Â.Ñìèðíîâ ïðåäëîæèë â êà÷åñòâå K(x)
âçÿòü F (x) è ðàññìîòðåë ìåðó

ω2 =

+∞∫

−∞

|F ∗
n(x) − F (x)|2dF (x).

Åñëè ïîäñòàâèòü â ýòîò èíòåãðàë

F ∗
n(x) =





0, åñëè x ≤ x(1),
1
n , åñëè x(1) < x ≤ x(2),
2
n , åñëè x(2) < x ≤ x(3),

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1, åñëè x > x(n)

è ïîñ÷èòàòü, òî ïîëó÷èòñÿ

ω2 =
1

12n2
+

1

n

n∑

k=1

[
F (x(k)) −

2k − 1

2n

]2
.
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Çàäà÷à 1. Ïîñ÷èòàéòå ýòîò èíòåãðàë.

Ñìèðíîâ äîêàçàë, ÷òî åñëè F (x) íåïðåðûâíà, òî äëÿ
Wn = nω2

ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

P{Wn < x} = P{W < x},

íå çàâèñÿùèé îò F .
Èìåþòñÿ òàáëèöû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàñïðåäåëåíèÿ

ïðåäåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû W , ïîçâîëÿþùèå ïî

óðîâíþ çíà÷èìîñòè α íàõîäèòü êðèòè÷åñêóþ òî÷êó Wα,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ P{W ≥Wα} = α.
Çàäàäèì óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è íàéäåì ïî íåìó Wα.

Äàëåå ïîäñ÷èòûâàåì

Wn0 = nω0 = nω
∣∣∣
H0

= n
{ 1

12n2
+

1

n

n∑

k=1

[
F 0(x(k))−

2k − 1

2n

]2}
.

Êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 òàêîé:

åñëè Wn0 ≥ Wα, òî ãèïîòåçà F (x) = F 0(x) îòâåðãàåò-
ñÿ,

åñëè Wn0 < Wα, òî ãèïîòåçà F (x) = F 0(x) íå ïðîòè-
âîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

3. Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Êîëìîãîðîâà.

À.Í.Êîëìîãîðîâ ïðåäëîæèë â êà÷åñòâå ìåðû îòêëî-

íåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò òåîðåòè-

÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàòü

Dn = sup
x∈R

|F ∗
n(x) − F (x)|.
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Îí äîêàçàë, ÷òî åñëè F (x) íåïðåðûâíà, òî äëÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Kn =

√
nDn ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿùèé îò F

ïðåäåë:

lim
n→∞

P{Kn < x} = P{K < x} = 1 − 2
∞∑

r=1

(−1)r−1e−2r2x2
.

Èìåþòñÿ òàáëèöû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàñïðåäåëåíèÿ ïðå-

äåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû K, ïîçâîëÿþùèå ïî óðîâíþ

çíà÷èìîñòè α íàõîäèòü êðèòè÷åñêóþ òî÷êó Kα, êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ P{K ≥ Kα} = α.
Çàäàäèì óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è íàéäåì ïî íåìó Kα.

Äàëåå ïîäñ÷èòûâàåì

Kn0 =
√
nDn0 =

√
nDn

∣∣∣
H0

=
√
n sup |F ∗

n(x) − F 0(x)|.

Êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 òàêîé:

åñëè Kn0 ≥ Kα, òî ãèïîòåçà F (x) = F 0(x) îòâåðãàåòñÿ,
åñëè Kn0 < Kα, òî ãèïîòåçà F (x) = F 0(x) íå ïðîòèâî-

ðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.
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� 10. Îäíî�àêòîðíûé äèñïåðñèîííûé àíàëèç

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáëþäàåòñÿ m íåçàâèñèìûõ

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ1, ξ2, . . . , ξm, èìåþùèõ îäíó è òó æå äèñïåðñèþ σ2
,

è ïóñòü Mξ1 = a1, Mξ2 = a2, . . . , Mξm = am. Ïóñòü

êàæäîå ξi èçìåðÿåòñÿ n ðàç:

ξ1 : x11, x12, . . . , x1n

ξ2 : x21, x22, . . . , x2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ξi : xi1, xi2, . . . , xin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ξm : xm1, xm2, . . . , xmn

Ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàëîñü ðàíåå, ó íàñ

èìååòñÿ íå îäíà òåîðåòè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à m
íåçàâèñèìûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, è êàæ-

äàÿ èçìåðÿåòñÿ n ðàç. Ïðè ýòîì âñå mn ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí xij íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé (êîãäà âûáîðêè ðàññìà-

òðèâàþòñÿ êàê àáñòðàêòíûå).

Ìû õîòèì ïðîâåðèòü íóëåâóþ ãèïîòåçó

H0 : a1 = a2 = . . . = am.

�åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà óäîáíî çàïèñàòü â âèäå òàáëè-

öû

Çäåñü

x1. =
1

n

n∑

j=1

x1j, . . . , xi. =
1

n

n∑

j=1

xij, . . . , xm. =
1

n

n∑

j=1

xmj �
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Íîìåð

ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû

(ãðóïïû)

Íîìåð èçìåðåíèÿ

Ñðåäíèå

1 2 3 . . . n

1 x11 x12 x13 . . . x1n x1.

2 x21 x22 x23 . . . x2n x2.

3 x31 x32 x33 . . . x3n x3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

m xm1 xm2 xm3 . . . xmn xm.

ñðåäíèå àðè�ìåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé âíóòðè

ãðóïï. Ïóñòü

x =
1

mn

m∑

i=1

n∑

j=1

xij =
1

m

m∑

i=1

xi. �

ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå âñåõ èçìåðåíèé.

�àçëîæèì ïîëíóþ ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé âû-

áîðî÷íûõ çíà÷åíèé îò âûáîðî÷íîé ñðåäíåé ïî âñåì mn
èçìåðåíèÿì:

m∑

i=1

n∑

j=1

(xij − x)2 =

m∑

i=1

n∑

j=1

(xij − xi. + xi. − x)2 =

=

m∑

i=1

n∑

j=1

(xij − xi.)
2 +

m∑

i=1

n∑

j=1

(xi. − x)2+

+2

m∑

i=1

n∑

j=1

(xij − xi.)(xi. − x).

97



�ËÀÂÀ 2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

Íî ïîñëåäíÿÿ ñóììà

S =

m∑

i=1

n∑

j=1

(xij−xi.)(xi.−x) =

m∑

i=1

(xi.−x)
n∑

j=1

(xij−xi.) = 0,

òàê êàê

n∑

j=1

(xij − xi.) =
n∑

j=1

xij − nxi. = nxi. − nxi. = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

Q2 = Q2
1 +Q2

2,

ãäå

Q2 =
m∑

i=1

n∑

j=1

(xij − x)2 � ïîëíàÿ ñóììà êâàäðàòîâ,

Q2
1 =

m∑

i=1

n∑

j=1

(xi. − x)2 = n

m∑

i=1

(xi. − x)2 � ìåæãðóïïîâàÿ

ñóììà êâàäðàòîâ (õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ðàñõîæäåíèÿ

â ñèñòåìàòè÷åñêèõ ïîãðåøíîñòÿõ ãðóïï),

Q2
2 =

m∑

i=1

n∑

j=1

(xij −xi.)
2

� âíóòðèãðóïïîâàÿ ñóììà êâàä-

ðàòîâ (õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ðàñõîæäåíèÿ âíóòðè ãðóïï).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïîòåçà H0 âåðíà. Òîãäà âñå mn
íàáëþäåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âûáîðêó èç îäíîãî

è òîãî æå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(a1, σ
2). Ïîýòî-

ìó ïî îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû õè-êâàäðàò

Q2

mn− 1
= σ2 · χ

2
mn−1

mn− 1
.
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Î÷åâèäíî, x1., x2., . . . , xm. íåçàâèñèìû, Dxi. = σ2

n . Ïî-

ýòîìó

1

m− 1

m∑

i=1

(xi. − x)2 =
Q2

1

n(m− 1)
=
σ2

n

χ2
m−1

m− 1
.

Äàëåå,

1

n− 1

n∑

j=1

(xij − xi.)
2 = σ2 χ

2
n−1

n− 1
,

îòêóäà

n∑

j=1

(xij − xi.)
2 = σ2χ2

n−1.

Òàê êàê ïðè ðàçëè÷íûõ i = 1,m ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

íåçàâèñèìû, òî

Q2
2 =

m∑

i=1

n∑

j=1

(xij − xi.)
2 = σ2χ2

m(n−1),

ò.å.

Q2
2

m(n− 1)
=
σ2χ2

m(n−1)

m(n− 1)
.

Ïîýòîìó, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãèïîòåçà H0 âåðíà, ñòà-

òèñòèêà

F =
1

m−1Q
2
1

1
m(n−1)Q

2
2

=

χ2
m−1

m−1

χ2
m(n−1)

m(n−1)

åñòü îòíîøåíèå Ôèøåðà ñ m − 1 è m(n − 1) ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Ïóñòü Fα = F (100α%; m− 1, m(n − 1)) � ïðî-

öåíòíàÿ òî÷êà F -ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. êîðåíü óðàâíåíèÿ

P{Fm−1,m(n−1) > Fα} = α.
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Ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α ïî òàáëèöàì ïðî-

öåíòíûõ òî÷åê F -ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèì Fα.

Êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 âûãëÿäèò òàê:

åñëè F ≥ Fα, òî ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ;

åñëè F < Fα, òî ãèïîòåçà íå ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûì äàííûì.

Ñõåìó îäíî�àêòîðíîãî äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà óäîá-

íî ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû (ñì. òàáë. 1).

Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèé óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäó-

þùèìè �îðìóëàìè:

Q2 =

m∑

i=1

n∑

j=1

x2
ij −mnx2; Q2

1 = n
[ m∑

i=1

xi.
2 −mx2

]
;

Q2
2 = Q2 −Q2

1.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëà íàáëþäåíèé â ãðóï-

ïàõ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ. Åñëè ni � ÷èñëî íàáëþäåíèé â

i-é ãðóïïå, N =
m∑

i=1
ni, òî ðàññìîòðåííàÿ ñõåìà îñòàíåòñÿ

ñïðàâåäëèâîé ñî ñëåäóþùèìè èçìåíåíèÿìè:

xi. =
1

ni

ni∑

j=1

xij , x =
1

N

m∑

i=1

ni∑

j=1

xij =
1

N

m∑

i=1

nixi.,

Q2 = Q2
1 +Q2

2,

ãäå òåïåðü

Q2 =

m∑

i=1

ni∑

j=1

(xij − x)2; Q2
1 =

m∑

i=1

ni(xi. − x)2;

Q2
2 =

m∑

i=1

ni∑

j=1

(xij − xi.)
2.
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Òàáëèöà 1.

Êîìïîíåíòà

äèñïåðñèè

Ñóììà

êâàäðàòîâ

×èñëî

ñòåïå-

íåé

ñâîáîäû

Ñðåäíèé

êâàäðàò

Ìåæäó

ãðóïïàìè

(�àêòîð-

íàÿ)

∑
i,j

(xi. − x)2 m− 1 1
m−1

∑
i,j

(xi. −

x)2

Âíóòðè

ãðóïï

(îñòàòî÷-

íàÿ)

∑
i,j

(xij −

xi.)
2

mn−m 1
mn−m

∑
i,j

(xij −

xi.)
2

Îáùàÿ

∑
i,j

(xij −x)2 mn− 1 1
mn−1

∑
i,j

(xij −

x)2

101



�ËÀÂÀ 2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

Òàáëè÷íàÿ ñõåìà èçìåíèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òàáëèöà 2.

Êîìïîíåíòà

äèñïåðñèè

Ñóììà

êâàäðàòîâ

×èñëî

ñòå-

ïåíåé

ñâî-

áîäû

Ñðåäíèé

êâàäðàò

Ìåæäó

ãðóïïàìè

(�àêòîð-

íàÿ)

m∑
i=1

ni∑
j=1

(xij−

x)2

m− 1 1
m−1

m∑
i=1

ni∑
j=1

(xij −

x)2

Âíóòðè

ãðóïï

(îñòàòî÷-

íàÿ)

m∑
i=1

ni∑
j=1

(xij−

xi.)
2

N−m 1
N−m

m∑
i=1

ni∑
j=1

(xij −

xi.)
2

Îáùàÿ

m∑
i=1

ni∑
j=1

(xij−

x)2

N − 1 1
N−1

m∑
i=1

ni∑
j=1

(xij −

x)2
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� 11. Îñíîâû ëèíåéíîãî ðåãðåññèîííîãî

àíàëèçà

�åãðåññèîííûé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì îðóæèåì

ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óñòàíîâ-

ëåíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ñëó÷àéíûìè

ñîáûòèÿìè, ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è ìåæäó

ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè. Ìû ðàññìîòðèì íà÷àëà ýòîé

òåîðèè ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì. Öåí-

òðàëüíûì ïîíÿòèåì â íåé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå óñëîâíîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, îáùåå îïðåäåëåíèå êîòî-

ðîãî ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé òåîðåìû �àäîíà-

Íèêîäèìà èç òåîðèè ìåðû. Â îáùåì êóðñå ââåñòè òàêîå

îïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì, ïîýòîìó ìû

ââåäåì îïðåäåëåíèå äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äèñêðåòíûõ

è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðè÷åì

áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé ñëó÷àé, äëÿ êî-

òîðîãî ðåëüå�íî ïðîñìàòðèâàþòñÿ èäåéíûå îñîáåííîñòè

ââîäèìîãî ïîíÿòèÿ.

11.1. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Ïóñòü (ξ, η) � äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, ïðè-

íèìàþùèé çíà÷åíèÿ (xi, yj) èç íåêîòîðîãî íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñ âåðîÿòíîñòÿ-

ìè

pij = P{ξ = xi, η = yj}.
Êàê ìû çíàåì, ÷àñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ýòîãî

âåêòîðà îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

pi. = P{ξ = xi} =
∑

j

pij; p.j = P{η = yj} =
∑

i

pij.

(11.1)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η èìååò ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Mη =
∑

j

yj P{η = yj} =
∑

j

yjp.j (11.2)

(ò.å. ðÿä (11.2) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ). Ìû õîòèì îïðåäå-

ëèòü óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû η ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå {ξ = xi}.
Äëÿ ýòîãî åñòåñòâåííî â (11.2) âåðîÿòíîñòü p.j = P{η =
yj} çàìåíèòü íà óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü

qj/i = P{η = yj/ξ = xi} =
P{ξ = xi, η = yj}

P{ξ = xi}
=

=
pij

pi.
=

pij∑
j
pij
.

Ïîýòîìó äàåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 11.1. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η
èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Óñëîâíûì ìàòåìà-

òè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ïðè
óñëîâèè, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíÿëà çíà-
÷åíèå xi, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

M(η/ξ = xi) =
∑

j

yj qj/i =
∑

j

yj P{η = yj/ξ = xi} =

=
1

pi.

∑

j

yj pij . (11.3)

Òàê êàê pij ≤ p.j, òî àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà

(11.3) âûòåêàåò èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (11.2).
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðî-

èçîøëî ñîáûòèå {η = yj}:

M(ξ/η = yj) =
∑

i

xi pi/j =
∑

i

xi P{ξ = xi/η = yj} =

=
1

p.j

∑

i

xi pij. (11.4)

â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ Mξ, ãäå

pi/j = P{ξ = xi/η = yj} =
P{ξ = xi, η = yj}

P{η = yj}
=

=
pij

p.j
=

pij∑
i
pij
.

Ïîñêîëüêó äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé i ÷èñëà xi ðàçëè÷-

íû, òî ðàçëè÷íû òàêæå ñîáûòèÿ {ξ = xi}. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ i óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ
M(η/ξ = xi), âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

M(η/ξ = xi) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò xi, êîòîðóþ îáîçíà-

÷èì ÷åðåç f(xi):

f(xi) = M(η/ξ = xi). (11.5)

Îïðåäåëåíèå 11.2. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η
èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Óñëîâíûì ìàòåìà-

òè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ïðè
óñëîâèè ξ èëè îòíîñèòåëüíî ξ íàçûâàåòñÿ f(ξ), ãäå
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�óíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (11.5).

Òàê êàê ξ = ξ(ω) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò ýëåìåíòàðíî-
ãî èñõîäà ω ∈ Ω, òî M(η/ξ) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé �óíêöèåé

f(ξ(ω)), êîòîðàÿ íà ìíîæåñòâàõ {ω : ξ(ω) = xi}
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ f(xi) = M(η/ξ = xi). Òàêèì

îáðàçîì, M(η/ξ) � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ M(η/ξ = xi) ñ âåðîÿòíîñòÿìè

pi. = P ({ω : ξ(ω) = xi}) = P{ξ = xi}.

Ñâîéñòâà óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

1. Åñëè η(ω) = C � ïîñòîÿííàÿ (íåñëó÷àéíàÿ) âåëè-

÷èíà, òî

M(η/ξ) = M(C/ξ) = C.

Äåéñòâèòåëüíî, íà âñåõ ìíîæåñòâàõ {ω : ξ(ω) = xi},
îáðàçóþùèõ ðàçáèåíèå Ω, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà M(η/ξ)
ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå C â ñèëó òîãî, ÷òî

M(C/ξ = xi) = C P{η = C/ξ = xi} = C P{Ω/ξ = xi} = C

(óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

åäèíèöå).

2. M(η1 + η2/ξ) = M(η1/ξ) +M(η2/ξ).
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà àíàëîãè÷íî äîêàçà-

òåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåãî ñâîéñòâà äëÿ áåçóñëîâíûõ

(îáû÷íûõ) ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.

3. Èìååò ìåñòî �îðìóëà ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ:

MM(η/ξ) = Mη.
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Â ñàìîì äåëå, òàê êàê M(η/ξ) � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ M(η/ξ = xi) ñ âå-
ðîÿòíîñòÿìè pi., òî ñ ó÷åòîì �îðìóë (11.1)-(11.3) åå ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî

MM(η/ξ) =
∑

i

M(η/ξ = xi) pi. =
∑

i

∑

j

1

pi.
yj pij pi. =

=
∑

i

∑

j

yj pij =
∑

j

∑

i

yj pij =
∑

j

yj

∑

i

pij =

=
∑

j

yj p.j = Mη.

Âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ ñëåäóåò

èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè äâîéíîãî ðÿäà.

Çàìå÷àíèå 1. �àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà η ÿâ-
ëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì ñîáûòèÿ A, ò.å.

η(ω) = IA(ω) =

{
1, åñëè ω ∈ A,

0, åñëè ω /∈ A.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîáûòèÿ H1, H2, . . . Hn îáðàçóþò ïîë-

íóþ ãðóïïó, ò.å. H1 +H2 + . . .+Hn = Ω. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò íà ìíîæåñòâàõ H1, H2, . . . Hn ñî-

îòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . , n. Íà ìíîæåñòâå Hi =
{ω : ξ(ω) = i} ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà M(IA/ξ) ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå M(IA/ξ = i) = 1 · P{IA = 1/ξ = i} + 0 · P{IA =
0/ξ = i} = P{A/ξ = i} = P (A/Hi). Ïîýòîìó åå ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî MM(IA/ξ) =

∑
i
P (A/Hi)P (Hi).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, MIA = 1 · P (IA = 1) + 0 · P (IA =
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0) = P (A). Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî 3 â ðàññìàòðèâàå-

ìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íóþ �îðìóëó

ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

P (A) =
∑

i

P (Hi)P (A/Hi).

4. Åñëè a(x) � áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ, òî

M(a(ξ)η/ξ) = a(ξ)M(η/ξ).

Ñíà÷àëà ïîÿñíèì ñìûñë íà èíòóèòèâíîì óðîâíå. Ïðè

�èêñèðîâàíííîì çíà÷åíèè ξ, ðàâíîì xi, ìíîæèòåëü a(ξ)
ïðåâðàùàåòñÿ â ïîñòîÿííóþ (íåñëó÷àéíóþ, ò.å. íå çàâè-

ñÿùóþ îò ω) âåëè÷èíó. Ïîñòîÿííóþ ìîæíî âûíîñèòü çà

çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî

M(a(ξ) η/ξ = xi) = M(a(xi) η/ξ = xi) = a(xi)M(η/ξ = xi),

îòêóäà è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå ñâîéñòâî.

Òåïåðü äàäèì ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî. Çàíóìåðóåì

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû a(ξ) η ñ ïîìîùüþ èíäåêñà s òàê, ÷òî êîãäà
ξ è η ïðîáåãàþò ìíîæåñòâà ñâîèõ çíà÷åíèé xk è yj ñî-

îòâåòñòâåííî, îíà ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ zs èç íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà. Èçìåíåíèå ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ è

ãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ ðÿäà, ïðîèçâîäèìûå äàëåå, çàêîííû

â ñèëó åãî àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè. Èìååì:

M(a(ξ) η/ξ = xi) =
∑

s

zs P (a(ξ) η = zs/ξ = xi) =

=
∑

s

zs
∑

(k,j): zs=a(xk) yj

P (ξ = xk, η = yj/ξ = xi) =
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=
∑

(k,j)

∑

s: zs=a(xk) yj

zs P (ξ = xk, η = yj/ξ = xi) =

=
∑

k

∑

j

a(xk) yj P (ξ = xk, η = yj/ξ = xi) =

=
∑

j

a(xi) yj P (η = yj/ξ = xi) = a(xi)M(η/ξ = xi).

Çäåñü ó÷èòûâàëîñü, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííûõ xk è yj ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå s, äëÿ êîòîðîãî zs = a(xk) yj , è

òîò �àêò, ÷òî

P (ξ = xk, η = yj/ξ = xi) =
P (ξ = xk, η = yj, ξ = xi)

P (ξ = xi)
=

= δki
P (η = yj, ξ = xi)

P (ξ = xi)
= δki P (η = yj/ξ = xi),

ãäå δki � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Çíà÷èò íà ìíîæåñòâàõ

{ω : ξ(ω) = xi} ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû M(a(ξ) η/ξ) è

a(ξ)M(η/ξ) ñîâïàäàþò. Òàê êàê ýòè ìíîæåñòâà îáðàçó-

þò ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω,
òî óêàçàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñîâïàäàþò íà âñåì Ω.

5. Åñëè ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî

M(η/ξ) = Mη.
Äåéñòâèòåëüíî,

M(η/ξ = xi) =
∑

j

yj P (η = yj/ξ = xi) =

=
∑

j

yj P (η = yj) = Mη.
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�àññìîòðèì òåïåðü àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñëó÷àé-

íûé âåêòîð (ξ, η) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé pξ,η(x, y). ×àñòíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé êîìïîíåíò ýòîãî âåêòîðà, êàê ìû çíàåì, îïðåäå-

ëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

pξ(x) =

+∞∫

−∞

pξ,η(x, y)dy; pη(y) =

+∞∫

−∞

pξ,η(x, y)dx.

Îïðåäåëåíèå 11.3. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η
èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Óñëîâíûì ìàòåìà-

òè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ïðè
óñëîâèè, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíÿëà çíà-
÷åíèå x, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

M(η/ξ = x) =

+∞∫

−∞

y pη/ξ(y/x)dy,

ãäå

pη/ξ(y/x) =
pξ,η(x, y)

pξ(x)
�

òàê íàçûâàåìàÿ óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ïðè óñëîâèè, ÷òî

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíÿëà çíà÷åíèå x.

Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà, ó÷àñòâóþùåãî â

îïðåäåëåíèè, ñëåäóåò èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðà-

ëà M |η|.
Ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè x óñëîâíîå ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì. Òàê êàê äëÿ

ðàçëè÷íûõ x ýòè ÷èñëà, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû, òî
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M(η/ξ = x) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò x. Åñëè â ýòó �óíê-

öèþ âìåñòî x ïîäñòàâèòü ñàìó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ,
òî ïîëó÷èòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðóþ íàçûâàþò

óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì η îòíîñèòåëüíî ξ.

Îïðåäåëåíèå 11.4. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η
èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Óñëîâíûì ìàòåìà-

òè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ïðè
óñëîâèè ξ èëè îòíîñèòåëüíî ξ íàçûâàåòñÿ f(ξ), ãäå
�óíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì f(x) = M(η/ξ = x).

Ñâîéñòâà óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, äî-

êàçàííûå äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà,

îñòàþòñÿ â ñèëå è äëÿ ñëó÷àÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî

âåêòîðà.

11.2. �åãðåññèÿ. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà. Óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé

ðåãðåññèè

Îïðåäåëåíèå 11.5. Óðàâíåíèå η = f(ξ) = M(η/ξ)
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ðåãðåññèè η íà ξ, à óðàâíåíèå
ξ = g(η) = M(ξ/η) � óðàâíåíèåì ðåãðåññèè ξ íà η.

�åãðåññèÿ íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé, åñëè f(x) �
ìíîãî÷ëåí íå ìåíåå âòîðîé ñòåïåíè, è ëèíåéíîé, åñëè

f(x) = a0 + a1 x, ãäå a1 6= 0. �åãðåññèÿ η íà ξ ïîêàçû-

âàåò êàê â ñðåäíåì ìåíÿåòñÿ âåëè÷èíà η ïðè èçìåíåíèè

âåëè÷èíû ξ.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà

(ïðèíöèï íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ).

Íàèëó÷øèì ïðîãíîçîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ïî

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå

ÿâëÿåòñÿ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M(η/ξ)
(íàèëó÷øèé â çòîì ñìûñëå ïðîãíîç äàåòñÿ óðàâíåíèåì

ðåãðåññèè).

Ïîÿñíèì áîëåå ïîäðîáíî �îðìóëèðîâêó òåîðåìû.

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ââåñòè ñðåä-

íþþ êâàäðàòè÷åñêóþ ìåòðèêó ρ(ξ, η) = (M(ξ − η)2)
1
2

(ìåòðèêó L2) è íàçûâàòü ïðîãíîçîì η ïî ξ ëþáóþ

�óíêöèþ h(ξ) ∈ L2, òî â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî

èç âñåõ âîçìîæíûõ ïðîãíîçîâ η ïî ξ óñëîâíîå ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå M(η/ξ) ÿâëÿåòñÿ ñàìûì áëèçêèì

ê ïðîãíîçèðóåìîé âåëè÷èíå η ïî ýòîìó ðàññòîÿíèþ:

M(η − f(ξ))2 ≤M(η − h(ξ))2, ãäå f(ξ) = M(η/ξ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

M(η − h(ξ))2 = M(η − f(ξ) + f(ξ) − h(ξ))2 =

= M(η−f(ξ))2+M [(η−f(ξ))(f(ξ)−h(ξ))]+M(f(ξ)−h(ξ))2 .
Ïî ñâîéñòâàì 4 è 1 óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

M [(η−f(ξ))(f(ξ)−h(ξ))/ξ] = [f(ξ)−h(ξ)]M [(η−f(ξ))/ξ] =

= [f(ξ) − h(ξ)] [M(η/ξ) − f(ξ)M(1/ξ)] =

= [f(ξ) − h(ξ)] [M(η/ξ) − f(ξ)] = 0,

Ïî �îðìóëå ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ñâîé-

ñòâî 3)

M [(η − f(ξ))(f(ξ) − h(ξ))] = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

M(η−h(ξ))2 = M(η−f(ξ))2+M(f(ξ)−h(ξ))2 ≥M(η−f(ξ))2.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

�àññìîòðèì ñëó÷àé ëèíåéíîé ðåãðåññèè η íà ξ:

f(ξ) = M(η/ξ) = a0 + a1 ξ. (11.6)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

a = Mξ; b = Mη; σξ =
√
Dξ; ση =

√
Dη; r =

cov(ξ, η)

σξ ση
.

Ïî ñâîéñòâó 3 óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

b = Mη = MM(η/ξ) = a0 + a1Mξ = a0 + a1 a. (11.7)

Âû÷èòàÿ (11.7) èç (11.6) è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 2, ïîëó÷èì:

M(η − b/ξ) = a1 (ξ − a). (11.8)

Óìíîæàÿ (11.8) íà ξ − a è ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî 4, èìååì

M [(ξ − a) (η − b)/ξ] = a1 (ξ − a)2. (11.9)

Áåðÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé (11.9) è

èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 3, ïîëó÷èì:

M [(ξ − a)(η − b)] = a1M(ξ − a)2

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, r σξ ση = a1 σ
2
ξ , îòêóäà

a1 = r
ση

σξ
.
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Òàêèì îáðàçîì,

M(η − b/ξ) = r
ση

σξ
(ξ − a).

Ïîýòîìó óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè η íà ξ èìååò âèä

η − b = r
ση

σξ
(ξ − a). (11.10)

Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè ξ íà η áóäåò
èìåòü �îðìó

ξ − a = r
σξ

ση
(η − b). (11.11)

Îñíîâíàÿ òåîðåìà ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ïîêàçûâà-

åò, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíîé ðåãðåññèè η íà ξ óðàâíåíèå

(11.10) äàåò íàèëó÷øèé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ñìû-

ñëå ïðîãíîç ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ïî ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíå ξ. Îøèáêà òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðàâíà

δη/ξ = η − b− r
ση

σξ
(ξ − a).

Äèñïåðñèÿ ýòîé îøèáêè �

σ2
η/ξ = M(δη/ξ−Mδη/ξ)

2 = Mδ2η/ξ = M [η−b−rση

σξ
(ξ−a)]2 =

= M(η − b)2 − 2r
ση

σξ
M [(ξ − a)(η − b)] + r2

σ2
η

σ2
ξ

M(ξ − a)2 =

= σ2
η − 2r

ση

σξ
rσξση + r2

σ2
η

σ2
ξ

σ2
ξ = σ2

η(1 − r2).

Èòàê, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå îøèáêè ïðè-

áëèæåíèÿ â óðàâíåíèè ðåãðåññèè η íà ξ ðàâíî

ση/ξ = ση

√
1 − r2. (11.12)
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Àíàëîãè÷íî, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå îøèáêè

ïðèáëèæåíèÿ â óðàâíåíèè ðåãðåññèè ξ íà η ðàâíî

σξ/η = σξ

√
1 − r2. (11.13)

Èç óðàâíåíèé ëèíåéíîé ðåãðåññèè âèäíî, ÷òî îáå ïðÿìûå

ðåãðåññèè ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ (Mξ, Mη) = (a, b). Óãëîâûå êîý��èöèåíòû ïðÿìûõ

ðåãðåññèè ðàâíû

tg α = r
ση

σξ
; tg β =

1

r

ση

σξ
.

Îáà óãëîâûõ êîý��èöèåíòà îäíîãî çíàêà ñ r, ñëåäîâà-
òåëüíî, ëèáî ó îáåèõ ïðÿìûõ óãîë íàêëîíà ê îñè OX
îñòðûé, ëèáî ó îáåèõ � òóïîé. Ïðè r = 0 èç (11.10) âèäíî,
÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå îøèáêè ïðèáëèæå-

íèÿ η íà ξ ñîâïàäàåò ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíå-

íèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîãíîç ñ
ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè (11.10) òàêîé æå íåîïðå-

äåëåííûé êàê ñàìà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η, ò.å. óðàâíåíèå
�àêòè÷åñêè íå ïðîãíîçèðóåò çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû η. Óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè ïðåâðàùàþòñÿ â

η = b, ξ = a.

ò.å. ëèíèè ðåãðåññèè (11.10), (11.11) ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Ïðè ýòîì ïðîãíîç η ïî ξ âûðàæàåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå η è íå èñïîëüçóåò íèêàêîé èí�îðìàöèè î

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ. Èç (11.12), (11.13) âèäíî, ÷òî ïðè
óâåëè÷åíèè r2 îò 0 äî 1 ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè

ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèÿìè ðåãðåññèè óáûâàþò äî 0, ïðå-

âðàùàÿñü â íåãî ïðè r2 = 1. Óãîë ìåæäó ëèíèÿìè ïðè

ýòîì óáûâàåò îò 90oC äî 0o
. Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìûå ðå-

ãðåññèè ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r2 = 1. Â

115



�ËÀÂÀ 2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû çíàåì, η è ξ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñâÿçà-

íû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ, êîòîðàÿ êàê ðàç âûðàæàåòñÿ

ñîâïàäàþùèìè ìåæäó ñîáîé óðàâíåíèÿìè ðåãðåññèè. Òà-

êèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ðåãðåññèè âûðàæàåò â ýòîì ñëó-

÷àå òî÷íûé ïðîãíîç. ×åì áëèæå r2 ê 1, òåì ëó÷øå êà÷å-

ñòâî ïðîãíîçà óðàâíåíèÿìè ðåãðåññèè, ÷åì áëèæå r ê 0,

òåì êà÷åñòâî ïðîãíîçà õóæå.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ðåãðåññèÿ η íà ξ íå ÿâëÿåò-
ñÿ ëèíåéíîé:

M(η/ξ) 6= a0 + a1 ξ;

òåì íå ìåíåå ìû õîòèì ïîñòðîèòü íàèëó÷øèé â ñìûñëå

ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ëèíåéíûé ïðîãíîç

äëÿ âåëè÷èíû η. Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü

a0 è a1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûM(η−a0−a1 ξ)
2
ïðèíèìàëî

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Èìååì

M(η−a0−a1 ξ)
2 = M [(η−b)−a1(ξ−a)+(b−a1 a−a0)]

2 =

= σ2
η + a2

1σ
2
ξ + (b− a1 a− a0)

2 − 2a1rσξση.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî âûðàæåíèå äàâàëî ìèíèìóì, íåîáõî-

äèìî, ÷òîáû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî a0 è a1 îáðàùàëèñü

â 0:

b− a1a− a0 = 0;

2a1σ
2
ξ − 2a1rσξση = 0;

îòêóäà

a1 = r
ση

σξ
; a0 = b− r

ση

σξ
a.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàéäåííàÿ òî÷êà � òî÷êà ìè-

íèìóìà. Ïîýòîìó íàèëó÷øåå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ

η ïî ξ äàåòñÿ ñ ïîìîùüþ

η = a0 + a1 ξ = b− r
ση

σξ
a+ r

ση

σξ
ξ,
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÷òî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ëèíåéíîé ðåãðåññèè (11.10)

âåëè÷èíû η íà ξ.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè äàþò

íàèëó÷øèé ïðîãíîç ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ ïðîãíîçîâ äàæå

â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåãðåññèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé.

11.3. Âûáîðî÷íûå óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Ïóñòü èìååòñÿ âûáîðêà (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn, )
íåýàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η). Íà
ïðàêòèêå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè a = Mξ, b =
Mη, σξ =

√
Dξ, ση =

√
Dη, r = cov(ξ, η)/(σξση),

êàê ïðàâèëî, íåèçâåñòíû, à ìû ìîæåì ïîñòðîèòü òîëüêî

èõ îöåíêè

x =
1

n

n∑

i=1

xi; y =
1

n

n∑

i=1

yi;

Sx =

√√√√ 1

n− 1

n∑

i=1

(xi − x)2; Sy =

√√√√ 1

n− 1

n∑

i=1

(yi − y)2;

r
â

=
̂cov(ξ, η)

Sx Sy
.

Çäåñü

̂cov(ξ, η) =
1

n− 1

n∑

i=1

(xi − x) (yi − y) �

îöåíêà cov(ξ, η). Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè
ïîñòðîèòü íåâîçìîæíî. Íî ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü â ýòè
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óðàâíåíèÿ âìåñòî ïàðàìåòðîâ óêàçàííûå îöåíêè, à âìå-

ñòî ξ è η çàïèñàòü x è y. Ïîëó÷àòñÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå â
îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè óðàâíå-

íèÿìè ëèíåéíîé ðåãðåññèè è íàçûâàþòñÿ âûáîðî÷íûìè

óðàâíåíèÿìè ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

Èòàê, âûáîðî÷íûå óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè η íà
ξ èìåþò âèä

y − y = r
â

Sy

Sx
(x− x),

à âûáîðî÷íûå óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè ξ íà η �

âèä

x− x = r
â

Sx

Sy
(y − y).

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè çàïèñè âûáîðî÷íûõ óðàâíåíèé ðå-

ãðåññèè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñìåùåííûìè îöåíêàìè äèñ-

ïåðñèé

S̃2
x =

1

n

n∑

i=1

(xi − x)2; S̃2
y =

1

n

n∑

i=1

(yi − y)2.

Íî òîãäà äëÿ îöåíêè êâàäðàòà êîâàðèàöèè òàêæå íàäî

âîñïîëüçîâàòüñÿ ñìåùåííîé îöåíêîé

̂cov1(ξ, η) =
1

n

n∑

i=1

(xi − x) (yi − y).

Òàê êàê óãëîâûå êîý��èöèåíòû â óðàâíåíèÿõ ðåãðåññèè

ïðè ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ, òî è âûáîðî÷íûå óðàâíåíèÿ

ðåãðåññèè íå èçìåíÿòñÿ.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð

(ξ, η) èìååò äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â
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ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î òàê íàçûâàåìîé íîðìàëüíîé êîð-

ðåëÿöèè. �àññìîòðèì ñëó÷àéíûé âåêòîð

θ = η − b− r
ση

σξ
(ξ − a).

Èìååì

M [θ(ξ − a)] = M [(ξ − a)(η − b)] − r σησξ = 0.

Òàê êàê âåêòîð (θ, ξ − a) èìååò äâóìåðíîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå è åãî êîìïîíåíòû íåêîððåëèðîâàíû, òî

îíè íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, íåçàâèñèìû òàêæå θ è
ξ, è ïî ñâîéñòâó 5 óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

M(θ/ξ) = Mθ = 0, ò.å.

M(θ/ξ) = M(η/ξ) − b− r
ση

σξ
(ξ − a) = 0,

îòêóäà

M(η/ξ) = b+ r
ση

σξ
(ξ − a).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íîðìàëüíîé êîððåëÿöèè ðåãðåññèÿ

ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíî ëèíåéíîé.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íîðìàëüíîé êîððåëÿöèè â

ñëó÷àå áîëüøîãî îáúåìà âûáîðêè n ñ íàäåæíîñòüþ γ äëÿ
êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè r è êîý��èöèåíòà ðåãðåññèè

kη/ξ = r
ση

σξ
ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå äîâåðèòåëüíûå èíòåð-

âàëû:

r
â

− Φ−1
(1 + γ

2

) 1 − r2
â√

n
< r < r

â

+ Φ−1
(1 + γ

2

) 1 − r2
â√

n
;

kây/x − Φ−1
(1 + γ

2

) 1 − r2
â√

n

Sy

Sx
< kη/ξ <
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< kây/x + Φ−1
(1 + γ

2

) 1 − r2
â√

n

Sy

Sx
,

ãäå kây/x = r
â

(Sy/Sx) � âûáîðî÷íûé êîý��èöèåíò

ðåãðåññèè η íà ξ, ÿâëÿþùèéñÿ îöåíêîé êîý��èöèåíòà

ðåãðåññèè kη/ξ , Φ(x) � �óíêöèÿ Ëàïëàñà.

Çàäà÷à 1. Ïîëüçóÿñü ïðèâåäåííûìè èíòåðâàëüíûìè

îöåíêàìè, ïîñòðîèòü êðèòåðèè çíà÷èìîñòè äëÿ ïðîâåðêè

ãèïîòåç H0 : r = r0 è H0 : kη/ξ = k0, ãäå 0 ≤ r0 ≤ 1.

Óêàæåì åùå îäèí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ

óðàâíåíèé ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ ëè-

íåéíîé ðåãðåññèè âûðàæàþò íàèëó÷øèé ëèíåéíûé ïðî-

ãíîç äàæå â ñëó÷àå íåëèíåéíîé ðåãðåññèè, òî ìîæíî íà-

äåÿòüñÿ, ÷òî ïîõîæàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ è äëÿ

âûáîðî÷íûõ óðàâíåíèé ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Åùå �àóññ

äëÿ ýìïèðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ íàèëó÷øåãî ëèíåéíîãî

ïðîãíîçà η ïî ξ ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé ïðåäëîæèë

òàê íàçûâàåìûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðè

ëèíåéíîì ïðîãíîçå

η̃ = Aξ +B

â i-ì íàáëþäåíèè ìû äåëàåì îøèáêó εi = yi − Axi − B.
Êîý��èöèåíòû A è B íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òîáû ñóììà

êâàäðàòîâ îøèáîê áûëà ìèíèìàëüíîé:

n∑

i=1

ε2i =

n∑

i=1

(yi −Axi −B)2 −→ min .

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ìèíèìóìà �óíêöèè äâóõ ïåðå-

ìåííûõ A è B ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
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íûõ ïî A è B íóëþ:

n∑

i=1

xi (yi −Axi −B) = 0;

n∑

i=1

(yi −Axi −B) = 0.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ A è B ïî-

ëó÷àåòñÿ ñèñòåìà òàê íàçûâàåìûõ íîðìàëüíûõ óðàâ-

íåíèé:

(

n∑

i=1

x2
i )A+ (

n∑

i=1

xi)B =

n∑

i=1

xi yi;

(

n∑

i=1

xi)A+ nB =

n∑

i=1

yi.

Åñëè íàéòè A è B, òî îêàæåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå y = Ax+B
ñîâïàäåò ñ âûáîðî÷íûì óðàâíåíèåì ëèíåéíîé ðåãðåññèè

η íà ξ.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ýòîò ðåçóëüòàò.

Íà ïðàêòèêå äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âèäà ðå-

ãðåññèîííîé çàâèñèìîñòè èçîáðàæàþò òî÷êè

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) è ïî ãðà�èêó ïðèêèäû-

âàþò, âîêðóã êàêîé êðèâîé (ïî �îðìå) îíè ãðóïïèðó-

þòñÿ. Íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû íàõîäÿò ìåòîäîì

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ðåãðåññèîííàÿ çàâèñèìîñòü èìååò

âèä y = C eAx +B. Ñóììà êâàäðàòîâ îøèáîê ðàâíà

n∑

i=1

ε2i =
n∑

i=1

(yi − C eAxi −B)2.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà áûëà ìèíèìàëüíà, íåîáõîäèìî, ÷òî-

áû åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî B, C è A îáðàùàëèñü â

íîëü:

n∑

i=1

(yi − C eAxi −B) = 0;

n∑

i=1

(yi − C eAxi −B) eAxi = 0;

n∑

i=1

(yi − C eAxi −B) eAxi xi = 0.

Îñòàåòñÿ òîëüêî ðåøèòü ýòó ñèñòåìó òðàíñöåíäåíòíûõ

óðàâíåíèé.

� 12. Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè. Íåîáõîäèìàÿ è

ïîëíàÿ äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè.

Ýêñïîíåíöèàëüíûå ñåìåéñòâà. Òåîðåìà

Êîëìîãîðîâà-Áëåêóýëëà-�àî

Ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ ñòàòèñòè÷åñêîé èí�îðìàöèè âàæ-

íîå çíà÷åíèå èìååò ñîêðàùåíèå èìåþùèõñÿ äàííûõ. Æå-

ëàòåëüíî, ÷òîáû òàêîå ñîêðàùåíèå íå ïðèâîäèëî ê ïîòå-

ðå èí�îðìàöèè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòî

ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ äîñòàòî÷íûõ

ñòàòèñòèê, êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ïî Ôèøåðó â êîòîðûõ

ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì èí�îðìàöèè â âûáîðêå.

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ, çà-

âèñÿùåãî îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ (âîçìîæíî âåêòîð-
íîãî, ò.å. θ = (θ1, θ2, . . . , θm)). Ïóñòü x = (x1, x2, . . . , xn)
� âåêòîð íàáëþäåíèé, à

T(x) = (T1(x1, x2, . . . , xn), T2(x1, x2, . . . , xn), . . .
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. . . , Tr(x1, x2, . . . , xn)) �

âåêòîðíàÿ ñòàòèñòèêà, ò.å. Ti(x) : Rn → R � áîðåëåâñêèå

�óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ñòàòèñòèêà T(x) =
T(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîé, åñëè ïðè

çàäàííîì çíà÷åíèè ñòàòèñòèêè T ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà

íàáëþäåíèé x íå çàâèñèò îò θ, ò.å. äëÿ ëþáîãî B ∈ B
óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

P{x ∈ B/T(x) = T}

íå çàâèñèò îò θ (è, çíà÷èò, íå íåñåò íèêàêîé èí�îðìàöèè
îòíîñèòåëüíî θ).

Òåîðåìà �àêòîðèçàöèè Íåéìàíà. Âåêòîðíàÿ

ñòàòèñòèêà T (x) = T(x1, x2, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ äîñòà-

òî÷íîé ñòàòèñòèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-

ùåñòâóþò áîðåëåâñêèå �óíêöèè h(x) è gθ(y) òàêèå, ÷òî
�óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

L(x/θ) = gθ(T(x))h(x). (12.1)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çäåñü �óíêöèÿ h(x) íå çàâèñèò îò θ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì òîëüêî äëÿ ñëó-

÷àÿ, êîãäà òåîðåòè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äèñêðåòíà

(âûáîðêà âçÿòà èç äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ).

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü T � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà,

x ∈ R è T(x) = t. Òîãäà, åñëè ~ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � òåîðå-

òè÷åñêèé âåêòîð íàáëþäåíèé, òî

L(θ) = L(x/θ) = P{~ξ = x} = P{~ξ = x, T(x) = t} =

= P{~ξ = x, T(~ξ) = t} = P{T(~ξ) = t}P{~ξ = x/T(~ξ) = t} =
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= gθ(t)h(x) = gθ(T(x))h(x),

ãäå h(x) = P{~ξ = x/T(~ξ) = t} íå çàâèñèò îò θ, òàê êàê T

� äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü L(x/θ) = gθ(T(x))h(x). Åñëè
T(x) = t è P{T(~ξ) = t} 6= 0, òî

P{~ξ = x/T(~ξ) = t} =
P{~ξ = x,T(~ξ) = t}

P{T(~ξ) = t}
=

=
P{~ξ = x,T(x) = t}

P{T(~ξ) = t}
=

P{~ξ = x}
P{T(~ξ) = t}

=

=
P{~ξ = x}
∑

z: T(z)=t

P{~ξ = z}
=

gθ(T(x))h(x)∑
z: T(z)=t

gθ(T(z))h(z)
=

=
gθ(t)h(x)∑

z: T(z)=t

gθ(t)h(z)
=

h(x)∑
z: T(z)=t

h(z)

íå çàâèñèò îò θ. �

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ âûáîðêè èç àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �óíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ ìû íàçû-

âàëè ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íàáëþäåíèé x =
(x1, x2, . . . , xn), à äëÿ âûáîðêè èç äèñêðåòíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ � âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ êîîðäèíàòàìè ýòîãî âåê-

òîðà ñâîèõ çíà÷åíèé (ñ ïîäñòàíîâêîé â íèõ âìåñòî ïå-

ðåìåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x1, x2, . . . , xn � ýëåìåí-

òîâ àáñòðàêòíîé âûáîðêè). Òî÷íî òàê æå ìîæíî ââåñòè

�óíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòè-

ñòèêè T � LT(T(x)/θ) � ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî âåêòî-

ðà T(x) â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå è âåðîÿòíîñòü
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ïðèíÿòèÿ ýòèì âåêòîðîì ñâîèõ çíà÷åíèé â äèñêðåòíîì

ñëó÷àå. Ïóñòü θ � ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð. Ïðîäîëæàÿ ýòó

àíàëîãèþ, íàçîâåì èí�îðìàöèåé ïî Ôèøåðó â äîñòà-

òî÷íîé ñòàòèñòèêå T ÷èñëî

IT(θ) = M
∣∣∣∂lnLT(T(x)/θ)

∂θ

∣∣∣
2
.

Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè òåîðåìû

Íåéìàíà gθ(t) = LT(t/θ). Ïîýòîìó

IT(θ) = M
∣∣∣∂ln gθ(T(x))

∂θ

∣∣∣
2
.

Â ñèëó (12.1)

lnL(x/θ) = ln gθ(T(x)) + lnh(x),

à òàê êàê h(x) íå çàâèñèò îò θ, òî

∂lnL(x/θ)

∂θ
=
∂ln gθ(T(x))

∂θ
.

Ïîýòîìó

IT(θ) = M
∣∣∣∂ln gθ(T(x))

∂θ

∣∣∣
2

= M
∣∣∣∂lnL(x/θ)

∂θ

∣∣∣
2

= I(θ),

ò.å. èí�îðìàöèÿ î ïàðàìåòðå θ â äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêå
T(x) ñîâïàäàåò ñ èí�îðìàöèåé â âûáîðêå.

Çàìå÷àíèå 2. Óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ

∂ lnL(x/θ)

∂θi
= 0, i = 1,m,

ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

∂ ln gθ(T(x))

∂θi
= 0, i = 1,m.
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Ïîýòîìó îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ÿâëÿþ-

ùèåñÿ åãî ðåøåíèåì, çàâèñÿò îò âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé

òîëüêî ÷åðåç äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàâ-

íîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0, 1]. Åñëè T =
(x(1), x(n)), ãäå x(1) = min(x1, x2, . . . , xn), x(n) =
max(x1, x2, . . . , xn) � êðàéíèå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè, òî

L(x/a, b) =

{
1

(b−a)n , åñëè x(1) ≥ a, x(n) ≤ b,

0, â èíûõ ñëó÷àÿõ

=

= ga,b(T) · h(x),

ãäå h(x) = 1. Ïîýòîìó T � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç íîðìàëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(a, σ2).

1. Ïóñòü a íåèçâåñòíà, σ2
èçâåñòíà. Òîãäà

L(x/a) =
1

(
√

2πσ)n
e
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi−a)2

= ga(x) · h(x),

ãäå

ga(x) = e
na
σ2 (x−a

2 )

, h(x) =
1

(
√

2πσ)n
e
− 1

2σ2

n∑
i=1

x2
i

.

Ñëåäîâàòåëüíî, x � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.

2. Ïóñòü σ2
íåèçâåñòíà, a èçâåñòíà. Òîãäà

L(x/σ2) =
1

(
√

2πσ)n
e
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi−a)2

= gσ2(S∗2
) · h(x),
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ãäå

S∗2
=

1

n

n∑

i=1

(xi − a)2, gσ2(S∗2
) =

1

(
√

2πσ)n
e
− n

2σ2 S∗2

,

h(x) = 1.

Ïî òåîðåìå Íåéìàíà S∗2
� äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.

3. Ïóñòü a è σ2
íåèçâåñòíû. Òîãäà

L(x/a, σ2) =
1

(
√

2πσ)n
e
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi−x+x−a)2

=

=
1

(
√

2πσ)n
e
− 1

2σ2

[
n∑

i=1
(xi−x)2+n(x−a)2

]

= ga,σ2(x, S2) · h(x),

ãäå

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(xi − x)2,

ga,σ2(x, S2) =
1

(
√

2πσ)n
e
− 1

2σ2

[
(n−1)S2+n(x−a)2

]
, h(x) = 1.

Ïî òåîðåìå �àêòîðèçàöèè (x, S2) � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòè-

ñòèêà.

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x/θ), çàâèñÿùåãî îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ. Ìû

íàçûâàëè âåêòîðíîé ñòàòèñòèêîé T = T(x1, x2, . . . , xn) =
(T1(x1, x2, . . . , xn), . . . , Tr(x1, x2, . . . , xn)), ãäå Ti � áîðå-

ëåâñêèå �óíêöèè îò âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì îíà

íå çàâèñåëà îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ. Â ýòîì ðàçäåëå

âðåìåííî ðàçðåøèì åé çàâèñåòü îò θ : T = T(x/θ) è

áóäåì íàçûâàòü åå θ-ñòàòèñòèêîé.
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Îïðåäåëåíèå 12.2. θ-ñòàòèñòèêà T(x/θ) íàçûâàåòñÿ
äîñòàòî÷íîé, åñëè

L(x/θ) = gθ(T(x/θ)) · h(x).

Â ñèëó �àêòîðèçàöèîííîé òåîðåìû Íåéìàíà ýòî

îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, êîòîðîå ìû ââîäèëè äëÿ

ñòàòèñòèêè (ò.å. êîãäà T(x/θ) íå çàâèñåëî îò θ).

Îïðåäåëåíèå 12.3. θ-ñòàòèñòèêà T∗(x/θ) íàçû-

âàåòñÿ íåîáõîäèìîé èëè ìèíèìàëüíîé, åñëè îíà

îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ëþáîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòè-

êè.

Ñìûñë ýòîãî îïðåäåëåíèÿ òàêîâ. Åñëè T � äîñòàòî÷-

íàÿ ñòàòèñòèêà, òî äëÿ ëþáîé ñòàòèñòèêè t ñòàòèñòè-

êà (T, t) òîæå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé. Ïðåäïî÷òèòåëüíåå
èìåòü äåëî òîëüêî ñ T, à íå ñ (T, t), ïîñêîëüêó íàøà öåëü
� ïðåäñòàâèòü äàííûå â ñæàòîì âèäå. Äëÿ íåîáõîäèìîé

ñòàòèñòèêè õàðàêòåðíî òî, ÷òî ïðè ñîõðàíåíèè ñâîéñòâà

äîñòàòî÷íîñòè íåâîçìîæíî äàëüíåéøåå ñîêðàùåíèå äàí-

íûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ T∗
.

�àññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íåîáõîäèìîé è

äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè. Äëÿ θ-ñòàòèñòèê ýòîò âîïðîñ

ðåøàåòñÿ òðèâèàëüíî.

Òåîðåìà 12.4. Åñëè L(x/θ) > 0, òî θ-ñòàòèñòèêà

T∗(x/θ) = ln
L(x/θ)

L(x/θ0)
,

íàçûâàåìàÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèì îòíîøåíèåì ïðàâäî-

ïîäîáèÿ, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé è äîñòàòî÷íîé.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ T∗(x/θ)

L(x/θ) = L(x/θ0)e
T∗(x/θ) = h(x)gθ(T

∗(x/θ)),

ãäå h(x) = L(x/θ0), gθ(T
∗(x/θ)) = eT

∗(x/θ)
. Ïî �àêòî-

ðèçàöèîííîé òåîðåìå Íåéìàíà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî T∗(x/θ)
� äîñòàòî÷íàÿ θ-ñòàòèñòèêà.

Ïóñòü T(x/θ) � ëþáàÿ äîñòàòî÷íàÿ θ-ñòàòèñòèêà. Èñ-
ïîëüçóÿ îïÿòü �àêòîðèçàöèîííóþ òåîðåìó, ïîëó÷èì

T∗(x/θ) = ln
L(x/θ)

L(x/θ0)
= ln

h(x)gθ(T(x/θ))

h(x)gθ(T(x/θ0))
=

= ln
gθ(T(x/θ))

gθ(T(x/θ0))
,

ò.å. T∗(x/θ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëþáóþ äîñòàòî÷íóþ θ-
ñòàòèñòèêó T(x/θ). Çíà÷èò, T∗(x/θ) � íåîáõîäèìàÿ θ-
ñòàòèñòèêà. �

Ýòî íå ðåøåíèå âîïðîñà, òàê êàê â îòëè÷èå îò θ-
ñòàòèñòèêè îáû÷íàÿ ñòàòèñòèêà íå çàâèñèò îò θ. Êàê
èçáàâèòüñÿ îò θ?

Òåîðåìà Äûíêèíà. Ïóñòü L � íàèìåíüøåå ëèíåé-

íîå ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå

{
const, T∗(x/θ) = ln

L(x/θ)

L(x/θ0)
, θ ∈ Θ

}

è dimL = m+ 1 (ñëó÷àé m = ∞ íå èñêëþ÷àåòñÿ).

1. Åñëè n ≤ m, òî íåîáõîäèìàÿ è äîñòàòî÷íàÿ ñòà-

òèñòèêà òðèâèàëüíà (ò.å. ñîâïàäàåò ñ ñàìîé âûáîð-

êîé).

2. Åñëè n > m, òî ñóùåñòâóåò íåîáõîäèìàÿ è äîñòà-

òî÷íàÿ ñòàòèñòèêà ðàçìåðíîñòè m. Äëÿ ëþáîãî áàçèñà
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1, T1(x), . . . , Tm(x) â L òàêîé ñòàòèñòèêîé ìîæåò

ñëóæèòü (T1(x), . . . , Tm(x)).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü 1, T1(x), . . . , Tm(x)

� áàçèñ â L. Ïî îïðåäåëåíèþ L T∗(x/θ) ∈ L ïðè êàæäîì

θ ∈ Θ. Ïîýòîìó

T∗(x/θ) = γ0(θ) +
m∑

k=1

γk(θ)Tk(x),

ãäå γk(θ), k = 0,m, � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî

áàçèñó. Ïî òåîðåìå 1 T∗(x/θ) � íåîáõîäèìàÿ è äîñòàòî÷-

íàÿ ñòàòèñòèêà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (T1(x), . . . , Tm(x))
òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé è äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê T∗(x/θ) äîñòàòî÷íà, òî ïî îïðå-
äåëåíèþ äîñòàòî÷íîé θ-ñòàòèñòèêè

L(x/θ) = gθ(T
∗(x/θ)) · h(x) = gθ(γ0(θ)+

+

m∑

k=1

γk(θ)Tk(x)) · h(x) = g̃θ(T1(x), . . . ,Tm(x)) · h(x).

Ïî �àêòîðèçàöèîííîé òåîðåìå Íåéìàíà

(T1(x), . . . , Tm(x)) � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.

Òàê êàê T∗(x/θ) � íåîáõîäèìàÿ θ-ñòàòèñòèêà, òî

T∗(x/θ) = f(T(x/θ)), ãäå T(x/θ) � ëþáàÿ θ-ñòàòèñòèêà.
Ïóñòü T(x) � ëþáàÿ ñòàòèñòèêà, ò.å. è θ-ñòàòèñòèêà, îò-
êóäà T∗(x/θ) = f(T(x)), ò.å.

γ0(θ) +

m∑

k=1

γk(θ)Tk(x) = f(T(x)).

Åñëè Θ òàêîâî, ÷òî íàéäóòñÿ θ1, . . . , θm ∈ Θ òàêèå, ÷òî

ñèñòåìà óðàâíåíèé

γ0(θi) +
m∑

k=1

γk(θi)Tk(x) = f(T(x)), i = 1,m,
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îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, òî

Tk(x) = fk(T(x)), k = 1,m,

ò.å. (T1(x), . . . , Tm(x)) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëþáóþ äî-

ñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó. Çíà÷èò, (T1(x), . . . , Tm(x)) �

íåîáõîäèìàÿ ñòàòèñòèêà.

Òåïåðü,

1) åñëè n ≤ m, òî ðàçìåðíîñòü ýòîé ñòàòèñòèêè áîëü-

øå ðàçìåðíîñòè âåêòîðà íàáëþäåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñà-

ìî íàáëþäåíèå x = (x1, . . . , xn), ÿâëÿþùååñÿ äîñòàòî÷íîé
ñòàòèñòèêîé, "ëó÷øå" (T1(x), . . . , Tm(x));

2) åñëè n > m, òî (T1(x), . . . , Tm(x))
� íåîáõîäèìàÿ è äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.

�

Çàìå÷àíèå 3. ×òîáû íå óñëîæíÿòü �îðìóëèðîâêó òåî-

ðåìû Äûíêèíà, â åå óñëîâèè íå óêàçàíî, ÷òî äîëæíà áûòü

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ñèñòåìà óðàâíåíèé

γ0(θi) +

m∑

k=1

γk(θi)Tk(x) = f(T(x)), i = 1,m.

Èç òåîðåìû Äûíêèíà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò

íåòðèâèàëüíàÿ íåîáõîäèìàÿ è äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, òî

m < n è

L(x/θ) = L(x/θ0)e
γ0(θ)+

m∑
k=1

γk(θ)T
k
(x)

= h(x)c(θ)e

m∑
k=1

γk(θ)T
k
(x)

.
(12.2)

Îïðåäåëåíèå 12.5. Ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé

{L(x/θ), θ ∈ Θ} âèäà (12.2) íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöè-

àëüíûì.
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Èòàê, íàìè ïîëó÷åíî

Ñëåäñòâèå 12.6. Åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëü-

íàÿ íåîáõîäèìàÿ è äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, òî

ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé {L(x/θ), θ ∈ Θ} ÿâëÿåòñÿ

ýêñïîíåíöèàëüíûì.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç N(a, σ2),
ãäå a ∈ R, σ > 0. Ïîêàæèòå, ÷òî

à) åñëè a èçâåñòíà, à σ2
íåèçâåñòíà, òî ñêàëÿðíàÿ ñòà-

òèñòèêà T0(x) =
n∑

i=1
(xi − a)2 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé è äî-

ñòàòî÷íîé;

á) åñëè a íåèçâåñòíà, à σ2
èçâåñòíà, òî ñêàëÿðíàÿ ñòà-

òèñòèêà T1(x) =
n∑

i=1
xi ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé è äîñòàòî÷-

íîé;

â) åñëè a è σ2
íåèçâåñòíû, òî âåêòîðíàÿ ñòàòèñòèêà

T(x) = (T1(x), T2(x)), ãäå T1(x) =
n∑

i=1
xi, T2(x) =

n∑
i=1

x2
i ,

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé è äîñòàòî÷íîé.

Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà-Áëåêóýëëà-�àî. Ïóñòü T

� äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, θ̂ = θ̂(x) � íåñìåùåííàÿ

îöåíêà ïàðàìåòðà θ. Òîãäà

1) θ̂∗ = M(θ̂/T) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà θ;

2) θ̂∗ çàâèñèò ëèøü îò T(x);

3) Dθ̂∗ ≤ Dθ̂, ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â

ñëó÷àå, êîãäà θ̂∗ = θ̂ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òî, ÷òî θ̂∗ � ñòàòèñòèêà, à

íå θ-ñòàòèñòèêà, ò.å. íå çàâèñèò îò θ, ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
T � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, ò.å. ïðè �èêñèðîâàííîì T

ðàñïðåäåëåíèå x íå çàâèñèò îò θ, à çíà÷èò M(θ̂(x)/T) íå
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çàâèñèò îò θ. Äàëåå, ïî ñâîéñòâàì óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ îæèäàíèé

Mθ̂∗ = MM(θ̂/T) = Mθ̂,

ò.å. θ̂∗ � íåñìåùåííàÿ îöåíêà. Ïóíêò 1) äîêàçàí.

Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ θ̂∗ = M(θ̂/T) � �óíêöèÿ òîëüêî îò T(x), ò.å. äîêàçàí
ïóíêò 2) òåîðåìû.

Äàëåå,

Dθ̂ = M(θ̂ − θ)2 = M [(θ̂ − θ̂∗) + (θ̂∗ − θ)]2 =

= M(θ̂ − θ̂∗)2 + 2M [(θ̂ − θ̂∗)(θ̂∗ − θ)] +M(θ̂∗ − θ)2.

Ïî ñâîéñòâàì óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì òîãî, ÷òî θ̂∗ − θ � áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ

òîëüêî îò T (ñâîéñòâî 4 èç ï.11), ïîëó÷èì

M [(θ̂ − θ̂∗)(θ̂∗ − θ)] = MM [(θ̂ − θ̂∗)(θ̂∗ − θ)/T] =

= M{(θ̂∗−θ)M [(θ̂− θ̂∗)/T]} = M{(θ̂∗−θ)[M(θ̂/T)− θ̂∗]} =

= M0 = 0.

Ïîýòîìó

Dθ̂ = M(θ̂ − θ̂∗)2 +Dθ̂∗ ≥ Dθ̂∗,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

åñëè M(θ̂ − θ̂∗)2 = 0, ò.å. θ̂ = θ̂∗ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

�

Îïðåäåëåíèå 12.7. Ñòàòèñòèêà T íàçûâàåòñÿ ïîë-

íîé, åñëè äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé �óíêöèè f

èç Mf(T(x)) = 0 ∀θ ∈ Θ ñëåäóåò f(T(x)) = 0
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ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðå-

äåëåíèÿ Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p. Ïîìíèì, ÷òî xi ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷èñëî óñïåõîâ â i-ì èñïûòàíèè, p �
âåðîÿòíîñòü óñïåõà. Â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïà-

ðàìåòðà p ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P = (0, 1). Ôóíêöèÿ
ïðàâäîïîäîáèÿ åñòü

L(x/p) = pµ(1 − p)n−µ.

Ïî �àêòîðèçàöèîííîé òåîðåìå Íåéìàíà µ =
n∑

i=1
xi � äî-

ñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà. Êîãäà p ïðîáåãàåò P = (0, 1), ïåðå-
ìåííàÿ γ = p

1−p ïðîáåãàåò (0,∞). Åñëè

Mf(µ) =
n∑

k=0

f(k)Ck
np

k(1 − p)n−k =

= (1 − p)n
n∑

k=0

f(k)Ck
nγ

k = 0,

òî äëÿ âñåõ γ ∈ (0,∞) ìíîãî÷ëåí
n∑

k=0

f(k)Ck
nγ

k
îáðàùàåò-

ñÿ â íîëü. Ïîýòîìó âñå åãî êîý��èöèåíòû ðàâíû íóëþ,

îòêóäà f(k) = 0, k = 0, n. Çíà÷èò, ∀ p ∈ (0, 1)

P{f(µ) = 0} =
∑

k: f(k)=0

P{µ = k} =
n∑

k=0

P{µ = k} = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, µ � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.
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Òåîðåìà 12.8. Åñëè äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà T

� ïîëíàÿ, òî ëþáàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïðîèçâîëüíîé

�óíêöèè b(θ), çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò T, åäèíñòâåííà ñ

âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f1(T) è f2(T) � äâå

íåñìåùåííûå îöåíêè b(θ), ò.å.

Mf1(T) = b(θ), Mf2(T) = b(θ).

Òîãäà M [f1(T) − f2(T)] = 0, îòêóäà, â ñèëó ïîëíîòû

T, ñëåäóåò, ÷òî f1(T) − f2(T) = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

�

Òåîðåìà 12.9. Åñëè T � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòà-

òèñòèêà, θ̂ � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ, òî

θ̂∗ = M(θ̂/T) � åäèíñòâåííàÿ ý��åêòèâíàÿ îöåíêà ïà-

ðàìåòðà θ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü θ̃ � ëþáàÿ äðóãàÿ íåñìå-

ùåííàÿ îöåíêà θ, θ̃∗ = M(θ̃/T). Ïî ïóíêòàì 1),2) òåîðå-

ìû Êîëìîãîðîâà-Áëåêóýëëà-�àî θ̂∗ è θ̃∗ � íåñìåùåííûå

îöåíêè θ, çàâèñÿùèå òîëüêî îò T. Ïî òåîðåìå 12.8

θ̂∗ = θ̃∗ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. (12.3)

Ïî ïóíêòó 3) òåîðåìû Êîëìîãîðîâà-Áëåêóýëëà-�àî è èç

(12.3)

Dθ̂∗ = Dθ̃∗ ≤ Dθ̃,

ò.å. θ̂∗ ý��åêòèâíà. �àâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êî-
ãäà

θ̃ = θ̃∗ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. (12.4)

Ñðàâíèâàÿ (12.3) è (12.4), ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî

âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà θ̂∗ = θ̃ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1,
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ò.å. ý��åêòèâíàÿ îöåíêà θ̂∗ åäèíñòâåííà ñ âåðîÿòíîñòüþ
1. �

Ïðèìåð 4. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � âûáîðêà èç ðàñïðå-

äåëåíèÿ Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p. Â êà÷åñòâå îöåíêè p
âîçüìåì x1, ò.å. ÷èñëî óñïåõîâ â ïåðâîì èñïûòàíèè. Î÷å-

âèäíî, Mx1 = p, ò.å. x1 � íåñìåùåííàÿ îöåíêà p. Òàê êàê

îíà íå çàâèñèò îò n, òî x1
P→ x1 6= p, ò.å. ýòà îöåíêà, íå

ÿâëÿÿñü äàæå ñîñòîÿòåëüíîé, î÷åíü ïëîõàÿ. �àíåå ìû óáå-

äèëèñü â òîì, ÷òî µ � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà. Ïî

òåîðåìå 12.9 p̂ = M(x1/µ) � åäèíñòâåííàÿ ý��åêòèâíàÿ

îöåíêà p. Ïî ñâîéñòâàì óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-

äàíèé

µ = M(µ/µ) = M
( n∑

i=1

xi/µ
)

=
n∑

i=1

M(xi/µ) = n·M(x1/µ),

îòêóäà p̂ = M(x1/µ) = µ
n � îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà óñïå-

õà. Ýòà îöåíêà íåñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëüíàÿ è ý��åêòèâ-

íàÿ.
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Ïðèëîæåíèå 1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

�ëèâåíêî-Êàíòåëëè.

Òåîðåìà �ëèâåíêî-Êàíòåëëè. Ýìïèðè÷åñêàÿ

�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî÷òè íàâåðíîå ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ ê òåîðåòè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

P
{

sup
x∈R

|F ∗
n(x) − F (x)| → 0 ïðè n→ ∞

}
= 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F (x) �

íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε >
0 âèäà ε = 1

N , ãäå N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â ñè-

ëó ñâîéñòâ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóþò z0 =
−∞, z1, z2, . . . , zN−1, zN = +∞ òàêèå, ÷òî F (z0) =
0, F (z1) = 1

N , . . . , F (zk) = k
N , . . . , F (zN ) = 1. Ïîýòîìó

äëÿ z ∈ [zk, zk+1)

F ∗
n(z)−F (z) ≤ F ∗

n(zk+1)−F (zk) = F ∗
n(zk+1)−F (zk+1)+ε,

(Ï1.1)

F ∗
n(z) − F (z) ≥ F ∗

n(zk) − F (zk+1) = F ∗
n(zk) − F (zk) − ε.

(Ï1.2)
Ïóñòü Ak = {ω : F ∗

n(zk) → F (zk)}. Ïî óñèëåííîìó çà-
êîíó áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Áîðåëÿ P (Ak) = 1. Ïîýòîìó

∀ ε = 1
N > 0 è ∀ ω ∈

N⋂
k=0

Ak = A ∃ n0 = n0(ω) òàêîå, ÷òî

∀ n ≥ n0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|F ∗
n(zk) − F (zk)| < ε, k = 0, N. (Ï1.3)

Òåïåðü èç (Ï1.1), (Ï1.2) è (Ï1.3) ñëåäóåò, ÷òî ∀ ε > 0
è ∀ ω ∈ A ∃ n0(ω) òàêîå, ÷òî ∀ n ≥ n0(ω) âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

|F ∗
n(z) − F (z)| < 2ε.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P (A) = 1 �.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â ñëó÷àå

ðàçðûâíîé �óíêöèè íàäî èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî ìíîæå-

ñòâà òî÷åê íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè F âñþäó ïëîòíî â

ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
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Ïðèëîæåíèå 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î

ñâîéñòâàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ïðåäïîëîæèì âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Ïàðàìåòð θ è åãî èñòèííîå çíà÷åíèå θ0 ëåæàò âíó-
òðè èíòåðâàëà (θ1, θ2), â êîòîðîì ñóùåñòâóþò ïðîèçâîä-

íûå

∂p
∂θ ,

∂2p
∂θ2 ,

∂3p
∂θ3 .

2. Äîïóñòèìî äâóêðàòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïîä

çíàêîì èíòåãðàëà

+∞∫
−∞

p(x/θ)dx = 1.

3. i(θ0) = M
(

∂ln p
∂θ

)2∣∣∣
θ=θ0

> 0,
∣∣∣∂

3p
∂θ3

∣∣∣ ≤
H(x), MH(ξ) ≤M , ãäå M íå çàâèñèò îò θ.

Òåîðåìà Ï2.1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1,2,3, òî

óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ

∂L(x/θ)

∂θ
= 0

èìååò ðåøåíèå θ̂, ÿâëÿþùååñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé

θ0. Ýòà îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ àñèìïòî-

òè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè (θ0,
1

n·i(θ0)) è àñèì-

ïòîòè÷åñêè ý��åêòèâíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ

ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ ëîãàðè�ìè÷å-

ñêîé �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ:

1

L

∂L

∂θ
=
∂ lnL

∂θ
=

n∑

k=1

∂ln p(xk/θ)

∂θ
= 0. (Ï2.1)

�àçëîæèì

∂ln p(x/θ)
∂θ ïî �îðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
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òî÷êè θ0:

∂ln p

∂θ
=
∂ln p

∂θ

∣∣∣
θ=θ0

+(θ− θ0)
∂2ln p

∂θ2

∣∣∣
θ=θ0

+
(θ − θ0)

2

2
δ ·H(x),

(Ï2.2)
ãäå |δ| ≤ 1. �àçäåëèâ (Ï2.1) íà n è èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå
(Ï2.2), ïîëó÷èì

1

n

∂lnL

∂θ
= B0 +B1(θ − θ0) +

1

2
δ ·B2(θ − θ0)

2, (Ï2.3)

ãäå

B0 =
1

n

n∑

k=1

∂ln p(xk/θ)

∂θ

∣∣∣
θ=θ0

,

B1 =
1

n

n∑

k=1

∂2ln p(xk/θ)

∂θ2

∣∣∣
θ=θ0

,

B2 =
1

n

n∑

k=1

Hk(x).

Ïîñêîëüêó

∂ln p

∂θ
=

1

p

∂p

∂θ
,

∂2ln p

∂θ2
=

∂

∂θ

(1

p

∂p

∂θ

)
=

1

p

∂2p

∂θ2
− 1

p2

(∂p
∂θ

)2
=

1

p

∂2p

∂θ2
−
(∂ln p

∂θ

)2
,

òî óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà p è èí-

òåãðèðóÿ ïî x ∈ R, ïîëó÷èì:

+∞∫

−∞

∂2ln p(x/θ)

∂θ2
p(x/θ)dx =

=

+∞∫

−∞

∂2p(x/θ)

∂θ2
dx−

+∞∫

−∞

(∂ln p(x/θ)

∂θ

)2
p(x/θ)dx. (Ï2.4)
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Ïðèëîæåíèÿ

Â ñèëó óñëîâèÿ 2) òåîðåìû

+∞∫

−∞

∂2p(x/θ)

∂θ2
dx =

∂2

∂θ2

+∞∫

−∞

p(x/θ)dx =
∂21

∂θ2
= 0.

Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2) òåîðåìû èç (Ï2.4)

ïîëó÷àåì åùå îäíî âûðàæåíèå äëÿ èí�îðìàöèè ïî Ôè-

øåðó î ïàðàìåòðå θ0 â íàáëþäåíèè:

i(θ0) = M
(∂ln p(x/θ)

∂θ

)2∣∣∣
θ=θ0

=

=

+∞∫

−∞

(∂ln p(x/θ)

∂θ

)2
p(x/θ)dx

∣∣∣
θ=θ0

=

= −
+∞∫

−∞

∂2ln p(x/θ)

∂θ2
p(x/θ)dx

∣∣∣
θ=θ0

= −M∂2ln p(x/θ)

∂θ2

∣∣∣
θ=θ0

.

Ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Õèí÷èíà

B0 →MB0 = 0, B1 →MB1 = −i(θ0),

B2 →MB2, |MB2| ≤M.

Ïóñòü òåïåðü h > 0 è ε > 0 �èêñèðîâàíû. Âûáèðàåì n0

òàêèì, ÷òîáû ïðè âñåõ n ≥ n0

P{|B0| ≥ h2} < ε

3
, P

{
B1 > − i(θ0)

2

}
<
ε

3
,

P{|B2| > 2M} < ε

3
. (Ï2.5)
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Ïðèëîæåíèå 2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî îäíî-

âðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|B0| ≤ h2, B1 ≤ − i(θ0)
2

, |B2| ≤ 2M.

Â ñèëó (Ï2.5) P (S) < ε è P (S) > 1 − ε. Ïðè θ = θ0 ± h
óðàâíåíèå (Ï2.3) ïðèîáðåòàåò âèä

B0 ∓B1h+
1

2
δB2h

2 = 0. (Ï2.6)

Â ìíîæåñòâå S
∣∣∣B0 +

1

2
δB2h

2
∣∣∣ ≤ (M + 1)h2,

è ïðè h < i(θ0)
2(M+1) çíàê ëåâîé ÷àñòè (Ï2.6) îïðåäåëÿåòñÿ

çíàêîì ÷ëåíà ∓B1h. Òàê êàê

1
n

∂lnL
∂θ íåïðåðûâíî çàâèñèò

îò θ, òî â èíòåðâàëå (θ0 − h, θ0 + h) ïðè n ≥ n0 ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ áîëüøåé èëè ðàâíîé 1 − ε ñóùåñòâóåò êîðåíü

θ̂. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû.

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî

B0 +B1(θ̂ − θ0) +
B2δ

2
(θ̂ − θ0)

2 = 0

â ñëåäóþùåì âèäå:

(θ̂ − θ0)
√
ni(θ0) =

1√
ni(θ0)

n∑
k=1

∂ln p(xk/θ)
∂θ

∣∣∣
θ=θ0

− B1
i(θ0)

− 1
2δB2

θ̂−θ0
i(θ0)

. (Ï2.7)

×èñëèòåëü â (Ï2.7) ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå

àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëåí ñ ïàðàìåòðàìè (0,1), à çíàìå-

íàòåëü ïðè n→ ∞ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê 1. Ïîýòîìó

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (θ̂−θ0)
√
ni(θ0) àñèìïòîòè÷åñêè íîð-

ìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè (0,1), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

�
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