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ЛЕКЦИЯ 4
КРИТЕРИЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Рассмотрим допустимое управление 
[image: image1.wmf](

)

×

u

 и соответствующую ему траекторию 
[image: image2.wmf](

)

×

x

. Используя эти управление и траекторию, построим множества:

	
[image: image3.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

U

a

N

i

ai

a

T

t

t

t

x

d

T

t

T

Î

*

*

=

Ú

=

¢

Î

=

a

a

:

;

[image: image4.wmf][

]

{

}

0

1

,...,

1

,

,

,

n

N

i

T

a

i

i

i

i

ai

=

Î

<

£

=

+

t

t

t

t

t

;

[image: image5.wmf](

)

(

)

{

}

+

-

*

+

=

Î

=

¢

Î

=

a

a

a

ai

a

a

N

N

N

T

t

t

t

x

d

N

i

N

\

,

,

:

a

;


[image: image6.wmf]{

}

{

}

i

i

a

a

i

i

a

a

N

i

N

N

i

N

t

t

t

t

<

Î

=

<

Î

=

-

-

*

+

+

*

:

,

:

,


[image: image7.wmf]-

*

-

-

+

*

+

+

+

*

-

*

*

=

=

=

a

a

a

a

a

a

a

a

a

N

N

N

N

N

N

N

N

N

\

,

\

,

0

0

U

,


[image: image8.wmf][

]

i

i

íi

N

i

ai

ía

T

T

T

T

a

t

t

,

,

\

1

-

Î

=

=

*

U

,

[image: image9.wmf](

)

{

}

[

]

U

+

=

+

+

+

=

º

Î

=

i

p

j

ij

ij

íi

íi

t

t

t

u

T

t

T

1

,

1

:

,

[image: image10.wmf](

)

{

}

[

]

U

-

=

-

-

-

=

-

º

Î

=

i

p

j

ij

ij

íi

íi

t

t

t

u

T

t

T

1

,

1

:

,

[image: image11.wmf](

)

*

+

-

+

=

=

+

=

=

t

n

i

T

T

T

T

n

íi

íi

íi

íi

1

0

0

~

0

,

0

,

1

,

1

,

\

t

t

U

,

[image: image12.wmf](

)

{

}

p

j

t

t

u

T

t

j

n

i

íi

,

1

,

1

:

1

1

~

0

=

=

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

=

Î

*

+

=

U

,

[image: image13.wmf](

)

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

=

Î

=

*

Î

U

a

N

i

k

t

u

t

T

1

:

.
	(35)



Определение 7. Допустимое управление 
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 состоит из конечного числа точек: 
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Справедлива следующая 


Теорема 1 (критерий оптимальности). Пусть в задаче (1) выполняется условие Слейтера. Тогда для оптимальности регулярного управления 
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 системы (34) и управления 
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Доказательство. Достаточность. Пусть существует такой вектор 
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 и соответствующее ему решение 
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 сопряженной системы (35), что имеет место (36). Из (33) видно, что для любого допустимого управления 
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Необходимость. Согласно формуле Коши, решение 
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имеет вид
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Рассмотрим задачу
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Задача (38) имеет решение. Пусть 
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Предположим, что 
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Поскольку управление 
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Используя обозначения (30) и соотношения (22), запишем задачу (39) в эквивалентном виде:
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На отрезке 
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 выберем точки 
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Для упрощения выкладок будем считать, что сетка (41) равномерная, то есть 
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Наряду с задачей (39) рассмотрим задачу (40), дополненную ограничениями
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Задача (40) (42) эквивалентна следующей задаче линейного программирования:
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Здесь
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Поскольку управление 
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По теории двойственности, из оптимального плана 
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где
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Соотношения (44) можно переписать в виде
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Обозначим через 
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Из (45), (46) следует, что
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Положим
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Очевидно, что вектор 
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 является планом задачи  (38). Подсчитаем на нем значение целевой функции.


При достаточно малых 
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Последнее неравенство противоречит оптимальности плана 
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 в задаче (38). Следовательно, на оптимальном плане задачи (38) справедливо равенство 
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 является искомым вектором. Теорема 1 доказана.


Полученный критерий оптимальности носит конструктивный характер, так как при его формулировке не используются меры. Все сводится к поиску конечного вектора 
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. С т очки зрения разработки численных методов это имеет большое значение, так как позволяет использовать этот критерий оптимальности для построения конструктивного алгоритма решения задачи (1).
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