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Лекция 3 Геометрические преобразования в трехмерном пространстве.

Геометрические преобразования в трехмерном пространстве осу​ществляются так же, как и на плоскости. Таким же образом определяют​ся основные преобразования, и матрицы сложных преобразований полу​чаются умножением соответствующих простых матриц.
Описание преобразований в трехмерном пространстве немного слож​нее, чем для плоскости. Например, преобразование произвольного поворота представляется в виде комбинации преобразований поворотов относительно трех осей. Как и в плоскости, определим три основных преобразования, включающие преобразование поворота, которое в свою очередь состоит из трех последовательных преобразований.
Основные преобразования:
· преобразование переноса на вектор 
[image: image1.wmf]T

;
· преобразования поворотов вокруг оси 
[image: image2.wmf]X

на угол 
[image: image3.wmf]a

, вокруг оси 
[image: image4.wmf]Y

 mi
угол 
[image: image5.wmf]b

, вокруг оси 
[image: image6.wmf]Z

 на угол 
[image: image7.wmf]c

;
· преобразование масштаба.
Матрицы  основных  преобразований  легко  получить  из  следующих определений:

· Матрица преобразования переноса на вектор 
[image: image8.wmf](
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· Матрица преобразования поворота (углы показаны на рисунке):

[image: image10.emf]YXZ


Левая система координат


[image: image11.emf]YXZ


Правая система координат

Рис.1. Углы поворотов в трехмерном пространстве.

Матрица преобразования поворота относительно оси 
[image: image12.wmf]X

 на угол 
[image: image13.wmf]a

:
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Матрица преобразования поворота относительно оси 
[image: image15.wmf]Y

на угол 
[image: image16.wmf]b

:
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Матрица преобразования поворота относительно оси 
[image: image18.wmf]Z

 на угол 
[image: image19.wmf]c

:
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· Матрица преобразования масштаба на вектор 
[image: image21.wmf](
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Цепочка преобразований

Более сложные преобразования описываются так же, как и для и плоскости. Предположим, например, что требуется выполнить преобразование поворота относительно оси 
[image: image23.wmf]X

 на угол 
[image: image24.wmf]a

 с последующим преобразованием на вектор 
[image: image25.wmf](
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. Матрица полного преобразования равна произведению матриц его составляющих:


[image: image26.wmf]1
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В следующем примере показано, что также просто получить матрицу, описывающую «классическое» геометрическое преобразование из матриц основных преобразований.
Пример. Осуществить преобразование поворота относительно произвольной прямой 
[image: image27.wmf]d

 на угол 
[image: image28.wmf]c

.
Для решения задачи прямую удобнее всего задать в параметрической  форме через точку 
[image: image29.wmf]P

, лежащую на прямой, и единичный вектор направления 
[image: image30.wmf]V

 (если, прямая задана в другой форме, достаточно ее привести к параметрической). Этапы решения следующие:
1)  преобразование переноса на 
[image: image31.wmf]P

-

 для того, чтобы прямая проходила через начало координат:
2)  преобразования поворотов на угол 
[image: image32.wmf]a

 относительно оси 
[image: image33.wmf]X

, затем на
угол 
[image: image34.wmf]b

 относительно оси 
[image: image35.wmf]Y

. Углы 
[image: image36.wmf]a

 и 
[image: image37.wmf]b

 выбираются так, чтобы прямая

[image: image38.wmf]d

 после поворотов совпала с осью 
[image: image39.wmf]Z

 (рис. 2);

[image: image40.emf]YXZdYXZdb


3)  преобразование поворота относительно оси  
[image: image41.wmf]Z

 на угол 
[image: image42.wmf]с

;
4)  преобразования поворотов на угол 
[image: image43.wmf]b

-

 относительно оси Т и на

[image: image44.wmf]a

-

относительно оси 
[image: image45.wmf]X

;
5)  преобразование переноса на 
[image: image46.wmf]P

.
Замечание. Единственная трудность состоит в определении углов 
[image: image47.wmf]a

 и 
[image: image48.wmf]b

. Для вычисления угла 
[image: image49.wmf]a

 можно воспользоваться соотношениями:
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[image: image51.wmf](
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Отсюда матрица преобразования поворота для данного случая (из общего вида матрицы преобразования поворота относительно оси 
[image: image52.wmf]X

) имеет вид:
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Для определения угла 
[image: image54.wmf]b

 найдем сначала, как преобразуется вектор 
[image: image55.wmf]V

 после поворота на угол 
[image: image56.wmf]a

 относительно оси 
[image: image57.wmf]X

:


[image: image58.wmf](
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Отсюда получаем выражение для угла 
[image: image59.wmf]b
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и для матрицы преобразования поворота на угол 
[image: image62.wmf]b

 относительно оси 
[image: image63.wmf]Y

:
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Параллельные и перспективные проекции

В технических чертежах применяются параллельные проекции, а перспективные обычно используют художники и архитекторы для изображения общих планов. Черчение с применением перспективных проекций более или менее сложных объектов довольно трудоемко, но использование вычислительной техники позволяет упростить эту процедуру. С помощью вычислительных устройств удалось коренным образом изменить саму постановку проблемы.
Итак, различают перспективные и параллельные проекции. Для получения перспективной проекции необходимо определить точки пересечения плоскости проекции (XOY) с прямыми, исходящими из центра проецирования (точка M) и проходящими через все точки объекта. 
M 
[image: image65.emf]XYXZpp


Рисунок 1 –  Перспективная проекция 1

[image: image66.emf]
Рисунок 2 –  Перспективная проекция 2

Параллельные проекции определяются аналогично, за исключением того, что центр проецирования находится на бесконечности (все прямые параллельны).

[image: image67.emf]
Рисунок 3 –  Параллельная проекция 1
Для проведения параллельных проецирующих прямых, указывается некоторое направление проецирования относительно плоскости проекций.


[image: image68.emf]Z
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Рисунок 4 –  Параллельная проекция 2

Аксонометрические проекции
Во многих случаях при выполнении технических чертежей оказывается необходимым иметь изображения более наглядное. Для построения таких изображений применяются проекции, называемые аксонометрическими. Название аксонометрия образовано из слов древнегреческого языка: аксон – ось и метрио – измеряю. Способ аксонометрического проецирования состоит в том, что данная фигура вместе осями прямоугольных координат, к которым она отнесена в пространстве, проецируется параллельно на некоторую плоскость, принятую за плоскость аксонометрической проекции (картинную плоскость). Таким образом можно сказать, что аксонометрической проекцией называется параллельная проекция, у которой порождающие прямые перпендикулярны плоскости проекции. 
Пространственная система координат OXYZ с единичными отрезками е  по осям координат проецируется на аксонометрическую плоскость Р с осями О1X1, O1Y1, O1Z1 с аксонометрическими масштабами ex, ey, ez ( как показано на рисунке). Отношение 
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 называются коэффициентами искажения по аксонометрическим осям. Известно, что 
[image: image73.wmf]a
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, где 
[image: image76.wmf]a

, 
[image: image77.wmf]b

 , 
[image: image78.wmf]g

 – углы между осями координат их проекцией на плоскость Р
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Тогда для прямоугольной аксонометрической проекции имеет место равенство 
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[image: image81.emf]X

Y

Z


На рисунке показано построение окружностей в аксонометрических плоскостях.
Среди аксонометрических проекций различают:

· изометрию: в плоскости проекции углы между каждой парой осей равны или если 
[image: image82.wmf]n
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. Изометрические оси между собой составляют угол 120о.


[image: image84.emf]Z Y
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· диметрию: в плоскости проекции равны между собой два угла между осями или если 
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. Для такой проекции коэффициенты по осям X и Z принимаются равным 1 , а по оси Y – 0,5/
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· триметрию: в плоскости проекции все три угла между осями различны, т.е. 
[image: image89.wmf]n
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Косоугольные проекции

Для косоугольных проекций проецирующие прямые составляют с плоскостью проекции угол, отличный от 90 градусов. 

[image: image90.emf]XYXZbxpyp


Рисунок 5 – Косоугольная проекция
Различные типы косоугольных проекций характеризуются величиной этого угла. Выделяют два типа косоугольных проекций:

· свободную проекцию: угол между проецирующими прямыми и плоскостью проекции, равна 45 градусов;
· кабинетную проекцию: частный случай свободной проекции, в котором масштаб по третьей оси уменьшен в два раза.


При использовании проективного проецирования стремятся получить такой вид изображаемого объекта, который наиболее реалистично отражал бы его, был бы возможно близок к восприятию человеческим глазом. При этом используются различные типы перспективного проецирования в зависимости от выбранной поверхности изображения (плоскость, сфера, цилиндр).

Матричные представления проекций


Для описания преобразований проецирования, так же как и других геометрических преобразований, будем использовать матрицы, векторы и однородные координаты. Рассмотрим матричные представления различных типов проекций.

Аксонометрические проекции. Аксонометрия является параллельной проекцией. Рассмотрим сначала ортогональные проекции в плоскости 
[image: image91.wmf]0

=

x

, 
[image: image92.wmf]0

=

y

, 
[image: image93.wmf]0
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. Матрицы преобразования проецирования этих случаев легко выводятся из определений 
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[image: image95.wmf](
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[image: image96.wmf](
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Для ортографических проекций на плоскости 
[image: image97.wmf]p
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z

=

 необходимо применить еще преобразование переноса
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Изометрия, диметрия и триметрия получаются комбинацией поворотов, за которыми следует проекция из бесконечности. Если нужно описать проекцию на плоскость  
[image: image101.wmf]0
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z

, то сначала необходимо осуществить преобразование поворота на угол 
[image: image102.wmf]b

 относительно оси 
[image: image103.wmf]Y

, затем на угол 
[image: image104.wmf]a

 относительно оси 
[image: image105.wmf]X

.


Косоугольная проекция. В косоугольных проекциях проецирующие прямые образуют с плоскостью проекции угол, отличный от 90 градусов. Рассмотрим проекцию на плоскость 
[image: image106.wmf]Y

X

0

(рис. 2) и предположим, что 
[image: image107.wmf]x
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 и 
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являются составляющими косоугольной проекции единичного вектора 
[image: image109.wmf]Z

 на эту плоскость, т.е. вектор 
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Для свободной проекции 
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Перспективные проекции. Перспективную проекцию будем представлять в виде цепочки перспективного преобразования и преобразования проецирования на плоскость, предполагая, что проецирование осуществляется на плоскость  
[image: image117.wmf]0
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Z

 (рис.3). 

[image: image118.emf]XYXZpp


Перспективные проекции
В качестве точки проецирования выберем лежащую на оси 
[image: image119.wmf]Z

 точку 
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 и определим точки пересечения 
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 лучей, исходящих из точки проецирования и проходящих через все точки объекта 
[image: image122.wmf](
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 с плоскостью 
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Матрица такого преобразования перспективного проецирования имеет вид:
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Лекция 3
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