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ЛЕКЦИЯ 1
Теория оптимального управления возникла в начале 50-х годов в связи с появлением новых задач, поставленных практикой. Необходимость решения актуальных проблем теории автоматического регулирования, динамики полета, потребовала разработки эффективных методов решения экстремальных задач нового типа. Такие задачи стали называться неклассическими вариационными задачами или задачами оптимального управления.

Естественно, что среди непрерывных систем в первую очередь были изучены линейные системы, описываемые обыкновенными дифференциальными уравнениями:
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Для системы (0) качественная теория оптимального управления во многих своих разделах к настоящему времени достигла очень высокого уровня. Среди результатов этой теории выделяются  принцип максимума Л. С. Понтрягина [9], динамическое программирование Р. Беллмана, метод моментов Н. Н. Красовского [8].

Уравнения (0) являются математическими моделями многих процессов в различных сферах человеческой деятельности. В них переменные 
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Согласно теории дифференциальных уравнений, поведение объекта 
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, будет однозначным, если задать его начальное состояние
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и управляющее воздействие  
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, из класса кусочно-постоянных функций.

В целом система (0) представляет собой дифференциальный закон поведения процесса управления. Получение и использование законов поведения в дифференциальной форме широко распространено в современных научных исследованиях, так как она компактно и адекватно выражает фундаментальные свойства многих явлений. 

Большие усилия были приложены к созданию эффективных методов решения задач оптимального управления. Однако до сих пор даже для линейных задач не предложено алгоритмов надёжно строящих оптимальное управление.


Линейная задача оптимального управления с фазовыми ограничениями формулируется в виде:
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где 
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 - постоянные векторы и матрицы соответствующих размеров.


В теории оптимального управления наряду с качественной теорией, которая анализирует вопросы существования решения, необходимые и достаточные условия оптимальности, корректность постановки задачи, структуру решения и т. п., большое внимание уделяется конструктивным вопросам, связанным с фактическим (аналитическим или численным) построением решения задач оптимального управления. 
Несмотря на большие успехи, достигнутые в теории оптимального управления, многие ее проблемы остаются нерешенными до настоящего времени. Это, прежде всего, относится к задачам с фазовыми ограничениями. Поэтому создание эффективных методов решения задач с фазовыми ограничениями остается одним из приоритетных направлений современной теории оптимального управления. Одним из способов повышения эффективности численных методов является учет специфики решаемой задачи.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ


На фиксированном промежутке времени 
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 рассмотрим задачу оптимального управления с фазовыми ограничениями
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Здесь 
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 – заданные векторы соответствующих размеров; 
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Фазовые 
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 и терминальные 
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 ограничения назовем основными ограничениями, ограничения 
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Введем обозначения: 
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, которые будем использовать в дальнейшем.


Будем считать, что 
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Определение 1. Управление 
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 системы (1) называются допустимыми, если они удовлетворяют всем ограничениям задачи (1).


Определение 2. Оптимальными будем называть допустимые управление 
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 задачи (1) достигает максимального значения.


Определение 3. Допустимое управление 
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, будем называть 
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-оптимальным (субоптимальным) управлением.


Будем считать, что основные ограничения задачи (1) удовлетворяют условию Слейтера, то есть существует такое управление 
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 системы (1) выполняются соотношения:
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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ С ФАЗОВЫМИ 

ОГРАНИЧЕНИЯМИ КАК ЗАДАЧА ЛП


Если в задаче (1) с помощью формулы Коши  
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исключить 
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 EMBED Equation.3  , 
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 EMBED Equation.3  , 
, то получим задачу линейного программирования в функциональном пространстве управлений: 
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В задаче (2) имеется бесконечное число переменных 
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 EMBED Equation.3  , 
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 EMBED Equation.3  , бесконечное число основных ограничений неравенств и 
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 основных ограничений равенств
. С точностью до интегралов и сумм задача (2) совпадает с дискретной задачей оптимального управления:
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С точностью до обозначений задача (3) совпадает с интервальной задачей ЛП, записанной в координатной форме
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Полученная задача  (4) имеет большие размеры, но при малом количестве разбиений ее можно решить методами линейного программирования.
ЛЕКЦИЯ 2
В качестве примера рассмотрим задачу в которой объектом управления является тележка единичной массы, движущейся под действием силы 
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по горизонтальной прямой без сопротивления, описывающаяся (согласно второму закону Ньютона) уравнением:
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Пару из 
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 из координаты тележки и её скорости назовем состоянием тележки. 


Введем фазовые переменные 
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Введем вектор состояния 
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Найдем для (6) фундаментальную матрицу решений. Для этого решим уравнение
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В нашем случае (7) имеет вид
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Из (8) получим
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Таким образом, фундаментальная матрица (6) имеет вид:
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Зададим для системы (6) начальные условия
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Для этого начального состояния и управляющего воздействия 
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или в координатной форме:
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Выберем параметр М и построим М - аппроксимацию системы (6)
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Для дискретной системы
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Используя (9) получим значение 
[image: image130.wmf]A

 и 
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 для дискретной системы


[image: image132.wmf](

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

+

1

0

1

,

1

h

F

A

i

i

m

m

,

Вычислим 
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Рассмотрим задачу
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С учетом выше сказанного задача (10) примет вид:
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[image: image159.wmf]
С учетом (4) параметры задачи (11) имеют структуру 
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Если в задаче присутствуют терминальные ограничения, то 
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ЛЕКЦИЯ 3
УПРАВЛЯЕМОСТЬ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ. ОПОРА ОГРАНИЧЕНИЙ

Для учета основных ограничений используется опора. Ее структура непосредственно связана с общей структурой оптимального управления. Прямая задача опоры – обеспечить на итерациях выполнение основных ограничений. Опасность их нарушения возникает на участках, где вдоль текущего управления ограничения выполняются как равенства. Поэтому важно, чтобы на этих участках ограничения были управляемыми. Исследуем управляемость основных ограничений задачи (1). Вводимое понятие управляемости предназначено для построения опоры. 


На отрезке 
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Исследуем поведение вектора 
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Определение 4. Динамическую систему (1) назовем управляемой относительно терминальных ограничений и фазовых ограничений на множестве 
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и равенства
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[image: image190.wmf](
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Приступая к исследованию управляемости, продифференцируем тождества (12) и запишем их в эквивалентной форме
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(15)


Выполнение тождеств (14) можно обеспечить с помощью функции
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Подставим (16) в систему (1). В результате получим 
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Введем обозначения:
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В новых обозначениях система (7) примет вид
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Таким образом, “исходная управляемость” свелась к управляемости системы (18) относительно конечного числа ограничений (13), (15) с помощью управлений 
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Обозначим через 
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С учетом (19) равенства (13), (15) примут вид
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Ясно, что задача управляемости системы (18) относительно (13), (15) сводится к разрешимости (20) относительности функций 
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Согласно конструктивным методам оптимизации, для этого необходимо и достаточно существования такой совокупности моментов 
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Определение 5. Совокупность 
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Таким образом, доказано 


Утверждение. Динамическая система является управляемой относительно терминальных ограничений и фазовых ограничений на отрезках 
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Определение 6. Пару 
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    3) на множестве 
[image: image229.wmf]*

оп

T

 равенство 
[image: image230.wmf](

)

1

=

t

u

 возможно только в конечном числе точек.
ФОРМУЛА ПРИРАЩЕНИЯ КРИТЕРИЯ КАЧЕСТВА

Пусть 

	
[image: image231.wmf][

]

{

}

;

:

;

,

,

,

1

i

i

i

i

i

i

i

i

N

i

N

N

i

T

t

t

t

t

t

t

t

<

Î

=

Î

<

£

=

*

+



[image: image232.wmf];

\

0

*

=

N

N

N

 
[image: image233.wmf]U

*

Î

=

N

i

i

H

T

T

T

\

;
	(21)


– произвольная совокупность отрезков. Наряду с допустимым управлением 
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Из допустимости управлений 
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Равенства
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эквивалентны следующим соотношениям:
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Из (27) получим
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Подставим (28) в систему (23):
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Здесь
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Обозначим через 
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Подсчитаем
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Подставим в (31) выражение приращения траектории 
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Равенства (24), (26) умножим соответственно на вектор 
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Сгруппируем элементы. Получим формулу приращения критерия качества
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Запишем ее в виде
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где 
[image: image295.wmf](

)

(

)

(

)

T

t

t

Î

=

×

,

y

y

 – решение системы

	
[image: image296.wmf](

)

(

)

,

,

H

y

c

t

t

A

¢

-

¢

=

¢

¢

-

=

*

y

y

y

&



[image: image297.wmf](

)

(

)

N

i

v

d

i

i

i

Î

-

+

=

-

,

0

0

t

y

t

y

.
	(34)


Заметим, что формула приращения критерия качества вида (33) получена при использовании произвольной совокупности отрезков (21).

ЛЕКЦИЯ 4
КРИТЕРИЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Рассмотрим допустимое управление 
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Определение 7. Допустимое управление 
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Справедлива следующая 


Теорема 1 (критерий оптимальности). Пусть в задаче (1) выполняется условие Слейтера. Тогда для оптимальности регулярного управления 
[image: image315.wmf](

)

×

u

 в задаче (1) необходимо и достаточно существования такого вектора 
[image: image316.wmf](

)

a

i

N

i

v

y

v

Î

=

,

;

, что вдоль соответствующего ему решения 
[image: image317.wmf](

)

×

y

 системы (34) и управления 
[image: image318.wmf](

)

×

u

 выполняются следующие соотношения:

	
[image: image319.wmf](

)

(

)

(

)

íà

u

T

t

bu

t

t

bu

t

Î

¢

=

¢

£

,

max

1

y

y

;


[image: image320.wmf](

)

(

)

î

í

ì

Î

£

Î

³

¢

+

¢

-

î

í

ì

Î

£

Î

³

¢

¢

-

*

+

*

-

*

+

*

;

,

0

,

,

0

0

;

,

0

,

,

0

a

a

i

i

a

a

i

N

i

N

i

b

d

b

v

N

i

N

i

b

d

b

t

y

t

y



[image: image321.wmf](

)

(

)

î

í

ì

Î

£

Î

³

î

í

ì

Î

Î

£

Î

Î

³

¢

¢

-

+

-

*

+

*

.

,

0

,

,

0

;

,

,

0

,

,

,

0

0

0

a

a

i

a

ai

a

ai

a

N

i

N

i

v

N

i

T

t

N

i

T

t

b

d

b

t

A

t

y


	(36)



Доказательство. Достаточность. Пусть существует такой вектор 
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Необходимость. Согласно формуле Коши, решение 
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имеет вид


[image: image330.wmf](
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Рассмотрим задачу
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Задача (38) имеет решение. Пусть 
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Предположим, что 
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Поскольку управление 
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Используя обозначения (30) и соотношения (22), запишем задачу (39) в эквивалентном виде:
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На отрезке 
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 выберем точки 
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Для упрощения выкладок будем считать, что сетка (41) равномерная, то есть 
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Наряду с задачей (39) рассмотрим задачу (40), дополненную ограничениями
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Задача (40) (42) эквивалентна следующей задаче линейного программирования:
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Здесь
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Поскольку управление 
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По теории двойственности, из оптимального плана 
[image: image377.wmf]0

=

D

i

u

, 
[image: image378.wmf]=

i

 
[image: image379.wmf];

1

,

0

1

0

-

=

+

n

p

 
[image: image380.wmf]N

s

s

Î

=

D

,

0

w

, в задаче (33) следует, что существуют такие вектор 
[image: image381.wmf]y

, числа 
[image: image382.wmf]*

*

Î

-

=

Î

N

s

p

p

i

v

N

j

v

s

s

i

j

,

1

,

,

~

;

,

~

, что справедливы соотношения:
	
[image: image383.wmf]~

,

0

;

,

0

;

,

0

P

i

P

i

P

i

i

i

i

Î

=

D

Î

³

D

Î

£

D

-

+

;

[image: image384.wmf]*

-

=

*

Î

-

=

=

+

¢

D

-

å

a

s

s

p

j

j

i

N

s

p

p

i

v

b

d

s

,

1

,

,

0

~

1

1

d

;

[image: image385.wmf]+

*

*

-

=

*

Î

-

=

£

³

+

-

å

a

s

s

j

p

p

j

j

s

N

s

p

p

j

v

v

v

s

s

,

1

,

,

0

~

,

0

~

~

1

;

[image: image386.wmf]-

*

*

-

=

*

Î

-

=

³

£

+

-

å

a

s

s

j

p

p

j

j

s

N

s

p

p

j

v

v

v

s

s

,

1

,

,

0

~

,

0

~

~

1

;

[image: image387.wmf],

,

0

~

;

,

0

~

0

0

-

+

Î

³

Î

£

a

a

N

s

v

N

s

v


	(44)


где
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Соотношения (44) можно переписать в виде
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Обозначим через 
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Из (45), (46) следует, что

	
[image: image398.wmf](

)

(

)

(

)

U

-

+

Î

O

+

=

¢

T

T

t

t

b

t

,

~

d

g

y

;


[image: image399.wmf](

)

(

)

-

+

Î

£

Î

³

T

t

t

T

t

t

,

0

;

,

0

g

g

;


[image: image400.wmf](

)

(

)

~

,

~

T

t

b

t

Î

O

=

¢

d

y

;

[image: image401.wmf](

)

(

)

-

*

+

*

Î

£

Î

³

O

+

=

¢

¢

a

s

a

s

s

s

N

s

N

s

b

d

b

,

0

;

,

0

,

~

g

g

d

g

t

y

;

[image: image402.wmf](

)

(

)

-

*

+

*

*

Î

£

Î

³

O

+

=

¢

¢

-

a

s

a

s

s

s

s

N

s

N

s

b

d

b

v

,

0

;

,

0

,

~

~

g

g

d

g

t

y

;

[image: image403.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

-

*

+

*

Î

Î

£

Î

Î

³

O

+

=

¢

¢

a

ai

a

ai

N

i

T

t

t

N

i

T

t

t

t

b

d

b

A

t

,

,

0

;

,

,

0

,

~

g

g

g

y

;

[image: image404.wmf](

)

-

+

*

Î

£

Î

³

O

+

=

0

0

,

0

;

,

0

,

~

a

s

a

s

s

s

N

s

N

s

v

g

g

d

g

.
	(47)


Положим
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Очевидно, что вектор 
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При достаточно малых 
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Последнее неравенство противоречит оптимальности плана 
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 в задаче (38). Следовательно, на оптимальном плане задачи (38) справедливо равенство 
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 является искомым вектором. Теорема 1 доказана.


Полученный критерий оптимальности носит конструктивный характер, так как при его формулировке не используются меры. Все сводится к поиску конечного вектора 
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. С т очки зрения разработки численных методов это имеет большое значение, так как позволяет использовать этот критерий оптимальности для построения конструктивного алгоритма решения задачи (1).

ЛЕКЦИЯ 5
ОПОРНЫЙ КРИТЕРИЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Используя введенное понятие опоры, критерий оптимальности для задачи (1) можно сформулировать в другом виде. Проделаем это.


Пусть задано опорное управление 
[image: image415.wmf](

)

{

}

{

}

,

,

,

,

ÎÏ

ÎÏ

ÎÏ

ÎÏ

t

T

S

S

u

=

×

 
[image: image416.wmf][

]

{

}

,

\

,

:

,

,

,

,

,

0

1

*

*

+

Î

=

<

Î

=

Î

<

£

=

=

N

N

N

N

i

N

N

i

T

T

T

i

i

i

i

i

i

i

i

N

i

i

ÎÏ

t

t

t

t

t

t

t

U



[image: image417.wmf]{

}

U

*

Î

*

Î

Î

=

N

i

i

j

j

ÎÏ

T

T

t

J

j

t

t

int

\

,

,
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Легко проверить, что вектор 
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Вектор 
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Справедлива следующая теорема


Теорема 2 (опорный критерий оптимальности). Пусть в задаче (1) выполняется условие Слейтера. Тогда для оптимальности регулярного управления 
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 в задаче (1) необходимо и достаточно существования такой опоры  
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, что вдоль сопровождающего ее решения 
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 сопряженной системы (30), (34) выполняются условия: 
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Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1.


ВТОРОЙ ВИД ФОРМУЛЫ ПРИРАЩЕНИЯ КРИТЕРИЯ КАЧЕСТВА 

Рассмотрим произвольную совокупность отрезков 
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 – допустимые управления и соответствующие им траектории. Обозначим:
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Из допустимости управлений 
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Подсчитаем 
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Пусть 
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, – произвольные кусочно-непрерывная функция, вектор и числа. Умножив на них соотношения (41), (52), добавим их к (53):
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Используя Формулу Коши, получим
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Здесь 
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Обозначим
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Нетрудно проверить, что функция 
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с начальным условием 
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и условиями скачков
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С учетом (55) формула приращения критерия качества (54) принимает вид
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Формула (59) справедлива при любом выборе точек 
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 и кусочно-непрерывной функции 
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Рассмотрим множество вида (35). Если в системе (56) - (58) в качестве отрезков 
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Справедлива 


Теорема 3. Пусть в задаче (1) выполняется условие Слейтера. Тогда для оптимальности регулярного управления 
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Доказательство. Достаточность. Пусть существуют такие функция 
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Необходимость. Пусть управление 
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Здесь: 
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Покажем, что функция 
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На отрезке 
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На этом же отрезке, с учетом  
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Ясно, что функция 
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На отрезке 
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На этом же отрезке система (50) имеет вид 
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Покажем, что функция 
[image: image515.wmf](

)

(

)

[

]

0

0

,

,

n

n

t

Z

t

t

t

t

y

j

Î

¢

=

¢

 удовлетворяет (64), то есть 
[image: image516.wmf](

)

[

]

0

0

,

,

0

n

n

t

t

d

A

t

t

x

j

j

Î

=

+

¢

+

¢

&

. Действительно


[image: image517.wmf](

)

=

¢

¢

¢

-

¢

+

¢

-

=

¢

¢

¢

-

¢

+

¢

=

¢

+

¢

+

¢

b

d

d

ZAb

ZA

ZAZ

b

d

d

ZAb

ZA

Z

t

d

A

y

y

y

y

y

y

x

j

j

&

&



[image: image518.wmf]0

=

¢

+

¢

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¢

¢

-

¢

+

¢

-

=

ZAZ

ZAZ

b

d

d

b

E

ZA

ZAZ

y

y

y

y

.

По построению 
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С учетом этого получим
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Следовательно, показано, что функция 
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Теперь, используя соотношения (36), (62), (63), легко показать, что выполняются соотношения (51). Теорема доказана.
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(случай 
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По построению 
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Из (65) следует, что 
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Доказательство теоремы 4 аналогично доказательству теоремы 3.


Пусть 
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Легко проверить, что параметры
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можно подобрать таким образом, чтобы вдоль соответствующего им решения 
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Такую совокупность и соответствующее ей решение системы (68) назовем сопровождающими опору 
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ЛЕКЦИЯ 6

5. СТРУКТУРА И ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ ЭЛЕМЕНТЫ. ОБЩАЯ СХЕМА АЛГОРИТМА
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где 
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Пусть 
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Построим множество
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В дальнейшем будем считать, что оптимальное управление 
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Замечание. В задаче (70) может существовать оптимальное управление 
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(без ограничения общности будем считать, что 
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Согласно теореме 1 существует такой вектор 
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что вдоль соответствующего ему решения 
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Совокупность параметров

	
[image: image594.wmf]{

}

p

i

l

p

i

k

p

L

L

L

L

L

l

p

S

i

i

i

R

R

,

1

,

;

,

0

,

,

,

,

,

,

,

,

,

0

0

0

=

-

=

=

*

m


	(73)


назовем структурой решения задачи (70).


Используя параметры (71), (72), введем совокупность 
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которую назовем определяющими элементами решения задачи (70).


Совокупность 
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 (73), (74) – конечномерная, полная информация о решении задачи (70). Зная параметры  
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 можно однозначно восстановить решение задачи (70). Таким образом, проблема поиска решения задачи (70) сводится к проблеме построения конечного набора параметров (73), (74).


Элементами структуры (73) являются целые числа и для их идентификации не обязательно знать оптимальное управление. Достаточно знать хорошее приближение 
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Кроме структуры (73), для построения оптимального управления надо знать точные значения определяющих элементов. Имея приближенное решение задачи, можно построить только приближенные значения 
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 определяющих элементов 
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Основываясь на этих рассуждениях, предложим следующую схему построения конструктивного алгоритма решения задачи (70).


Алгоритм состоит из двух процедур.


С помощью первой процедуры – процедуры формирования и анализа решения опорных задач (ФАРОЗ) – построим приближенное решение задачи (70) и по этому решению идентифицируем структуру 
[image: image602.wmf]S

 и вычислим приближенное значение 
[image: image603.wmf]*

Q

 определяющих элементов 
[image: image604.wmf]0

Q

.


Далее, используя вторую процедуру, называемую доводкой, найдем точные (со сколь угодно высокой точностью) значения 
[image: image605.wmf]0

Q

 определяющих элементов (74) и по известным параметрам 
[image: image606.wmf]0

,

Q

S

 восстановим решение задачи (70). Построение параметров 
[image: image607.wmf]0

Q

 осуществляется путем решения специальной системы уравнений методом Ньютона. В качестве начального приближения к решению системы уравнений используется вектор 
[image: image608.wmf]*
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.


Опишем подробнее упомянутые выше процедуры.

6 АЛГОРИТМ. НЕВЫРОЖДЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ 


6.1 Процедура ФАРОЗ


Пусть 
[image: image609.wmf]n
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 – целое число (параметр процедуры). Построим  
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-аппроксимацию задачи (70):
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Ясно, что задача (75) эквивалентна следующей дискретной задаче оптимального управления:
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где 
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Пусть 
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Используя теорию линейного программирования, можно показать, что существуют такие числа 
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и вектор 
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выполняется условие максимума:
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Задача (76) конечномерная, однако, имеет большие размеры и специальную структуру. Поэтому решать ее стандартными методами ЛП нецелесообразно. Для нее разработан специальный метод решения, учитывающий ее специфику. Решим задачу (76) этим методом.


В результате будут построены оптимальное управление 
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Представим множество 
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и построим подмножества
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где 
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Без ограничения общности можно считать, что подмножества 
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Положим:
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По данной информации построим совокупность 
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Эту совокупность будем использовать в качестве предполагаемой структуры решения задачи (70).


Подсчитаем числа
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Сформируем совокупность 
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Компоненты вектора 
[image: image663.wmf]*

Q

 (81) будем использовать в качестве приближенных значений определяющих элементов (74). Используя (80), (81) перейдем ко второй процедуре алгоритма – доводке.

6.2 Процедура доводки


Пусть известна структура (80) решения задачи (70) и совокупность 
[image: image664.wmf]*

Q

 (81). Введем вектор параметров 
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:
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Построим функции 
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Обозначим через 
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(85)


Из условия оптимальности (36), следствия 1 и ограничений задачи (70) следует, что вектор 
[image: image676.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image677.wmf]0
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 (74) является решением следующей системы нелинейный уравнений:
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Уравнения (86) будем называть уравнениями доводки. Цель второй процедуры состоит в поиске решения 
[image: image685.wmf]0

Q

 уравнений доводки. В качестве начального приближения к решению системы уравнений (86) используем вектор 
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 (81).


Пусть 
[image: image687.wmf]0
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 – решение уравнений (86), найденное каким-либо методом. Построим траектории 
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то управление 
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является оптимальным управлением в задаче (60). Алгоритм решения задачи (70) заканчивает свою работу.
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6.3 Невырожденность решения

Исследуем достаточные условия, при выполнении которых система (76) имеет единственное решение в окрестности точки 
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Ведем в рассмотрение функцию 
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Подсчитаем матрицу Якоби уравнений (86) относительно вектора параметров 
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Очевидно, что матрица 
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Из соотношений оптимальности (36) следует, что 
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Лемма 1. Пусть оптимальное управление 
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Доказательство. Отметим, что из соотношений (79), (81) следуют неравенства
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Используя элементарные преобразования, можно показать, что 
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Чтобы доказать, что матрица 
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Поскольку 
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то равенство 
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что противоречит условию (79). Лемма доказана.


Выше отмечалось, что матрица 
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Следствие 2. Пусть оптимальное управление 
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 не вырождено. Тогда система уравнений доводки (76) сформированная по структуре 
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Доказательство следует из неравенства (82) и теоремы о неявных функциях.


Можно показать, что в случае невырожденности решения 
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 предложенный алгоритм является конечным, то есть он, используя конечный объем оперативной памяти ЭВМ и интегрируя прямую и сопряженную системы на интервале конечной суммарной длины, строит решение задачи (60) любой степени точности, исходя из любого допустимого управления.
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