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Введение

Курс «Аналитическая геометрия и линейная алгебра» занимает важное
место в математическом образовании студентов физического факультета.
Математические методы аналитической геометрии и линейной алгебры
лежат в основе классической механики, теории  тяготения, теории све-
та, физических полей, гидро- и аэродинамики, акустики и всех других на-
правлений исследования в области физики.  Математические методы по-
зволяют получить количественные характеристики физических явлений,
рассчитать с заданной точностью ход реальных процессов, проникнуть в
суть закономерностей физических явлений, предсказать новые эффекты.

Аналитическая геометрия – это способ решения геометрических задач
аналитическими, то есть алгебраическими методами. Это означает, что
вместо рисования чертежа и изучения составляющих его геометрических
объектов пишутся формулы. Аналитическая геометрия легко справляется
с задачами в пространствах любой размерности, в то время как геометри-
ческие методы решения в этом случае или очень сложны, или просто не-
возможны.

Методы аналитической геометрии и линейной алгебры применяются в
качестве аппарата  и инструмента исследования физических явлений. Со-
временный физик должен иметь широкую и глубокую математическую
подготовку, хорошо владеть новейшими математическими методами
исследования, которые могут применяться в области его деятельности.

Решение систем линейных алгебраических уравнений является одной
из классических задач линейной алгебры, которая описывает методы и
объекты. Большое число физических и технических проблем, возникаю-
щих во многих прикладных направлениях практике, сводятся к решению
систем линейных алгебраических уравнений, например:

- при решении задач статической и динамической теории упругости,
упругопластичности, акустики и др.;

- при анализе работы электрических цепей;
- при анализе процесса распространения тепла в сплошной среде (газе,

жидкости или твёрдом теле) от более нагретых частей к менее нагретым;
- в задачах линейного программирования;
- при анализе экономических процессов, в частности в эконометрике;
- и т.д.
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1 Квадратные системы линейных уравнений

1.1 Основные понятия теории систем линейных урав-
нений

Совокупность уравнений вида
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                      (1)

называется системой m линейных уравнений с n неизвестными
nxxx ,...,, 21 . Числа ija  называются коэффициентами системы, а числа ib ─

свободными членами.
Решением системы (1) называется совокупность чисел nccc ,...,, 21 с1,

при подстановке которых в систему (1) вместо nxxx ,...,, 21 , получаем вер-
ные числовые равенства.

Решить систему ─ значит найти все её решения или доказать, что их
нет.

Виды систем линейных уравнений:
Система линейных алгебраических уравнений называется совместной,

если она имеет, хотя бы одно решение. В противном случае система назы-
вается несовместной.

Пример 1.1. Система является совместной, так как она
имеет по крайней мере одно решение 0=x , 3=y .

Пример 1.2. Система является несовместной, так как
выражения стоящие в левых частях уравнений системы
равны, но правые части не равны друг другу. Ни для каких
наборов },{ yx это не выполняется.

Система называется определенной, если она совместна и имеет единст-
венное решение. В противном случае (т.е. если система совместна и имеет
более одного решения) система называется неопределенной.

Когда уравнений больше, чем неизвестных, система называется пере-
определенной.

Система называется однородной, если все правые части (свободные
члены) уравнений, входящие в нее, равны нулю одновременно.




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−=−
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

=+
−=+
.35

,65
yx
yx
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Пример 1.3. Система является однородной, так
как свободные члены равны нулю.

Система называется квадратной, если количест-
во уравнений равно количеству неизвестных.

Пример 1.4. Система является квадратной, поскольку
в ней две неизвестные и их число совпадает с числом
уравнений системы.

1.2 Матричная форма системы линейных уравнений

Матрица, составленная из коэффициентов системы (1) при неизвест-
ных
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 соответственно столбец неизвестных

и столбец свободных членов, то систему (1) можно записать в виде матричного
уравнения BAX = .

1.3 Основная и расширенная матрицы системы

Матрицей системы A  называется основной матрицей системы. Если к
основной матрице системы A  добавить столбец свободных членов, то по-
лучим матрицу
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которую называют расширенной матрицей системы (1) )|( BAA = .
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1.4 Теорема Крамера для квадратных линейных систем

Система линейных уравнений называется крамеровской, если число
уравнений равно числу неизвестных и определитель матрицы системы от-
личен от нуля. (Другими словами, крамеровская система – это квадратная
система с ненулевым определителем матрицы системы)

Теорема 1.1. Крамеровская система имеет единственное решение, ко-
торое находится по формулам

∆
∆=

∆
∆=

∆
∆= n

n

xxxxxx ,...,, 2
2

1
1 ,

где ∆ ─ определитель матрицы системы,
ix∆ ─ определитель, полу-

ченный из ∆ , заменой столбца коэффициентов при ix  на столбец свобод-
ных членов.
 Пусть дана крамеровская система
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Тогда ее определитель отличен от нуля
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=∆= ≠ 0.

Так как 0|| ≠A , то матрица системы А имеет обратную матрицу 1−A .
Запишем крамеровскую систему (2) в матричном виде

BAX = (3)
где
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Умножим обе части матричного уравнения (3) слева на 1−A :
BAAXA 11 )( −− = ,

Ввиду ассоциативности умножения матриц имеем
XXEXAAAXA n === −− )()( 11 .
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Таким образом,
BAX 1−= ─ решение системы.

1) Покажем, что такое решение единственно. Предположим, что 1X и
2X ─ два решения матричного уравнения (3). Тогда BAX =1  и BAX =2 ,

откуда 21 AXAX = . Умножая обе чисти равенства на 1−A  слева, имеем
)()( 2

1
1

1 AXAAXA −− = ,

2
1

1
1 )()( XAAXAA −− = ,

21 XEXE nn = ,
21 XX = .

Следовательно, система (2) имеет единственное решение.

2) Найдём решение системы (2). Из равенства BAX 1−=  имеем:
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∆
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Обозначая определители в правой части равенств nxxx ∆∆∆ ,...,, 21  соот-

ветственно, получим формулы
∆

∆=
∆

∆=
∆
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xxxxxx ,...,, 2
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1
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1.5 Вычислительные процедуры решения квадратных
систем линейных уравнений

Пусть дана крамеровская система
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1) Составляем матрицу системы и вычисляем ее определитель

А =
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Если 0≠∆ , то система совместна, в противном случае несовместна.
2) Для совместной системы находим дополнительные определители

ix∆ , полученный из ∆ , заменой столбца коэффициентов при ix  на столбец
свободных членов:

1x∆ =
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3) Находим решение системы по формулам Крамера:

∆
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∆
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∆
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xxxxxx ,...,, 2
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1
1

Пример 1.5. Решить систему уравнений по правилу Крамера
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Решение. 1) Запишем матицу системы и столбец свободных членов:

















−
−

−
=
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353
121

A ,















=

8
1
2

B . Найдем определитель матрицы системы

29
172

353
121

|| −=
−

−
−

=∆=A . Поскольку 029 ≠−=∆  и число уравнений

совпадает с числом неизвестных, тогда наша система уравнений является
крамеровской и к ней применимо правило Крамера.

2) Найдем определители ix∆ , полученные из определителя ∆ , заменой
столбца коэффициентов при переменной ix  на столбец свободных членов.

1x∆ = 29
178

351
122

−=
−

−
−

, 2x∆ = 29
182

313
121

−=
−

−
, 3x∆ = 29

872
153
221

−=− .

3) Находим решение системы по формулам Крамера:

1
29
29,1

29
29,1

29
29 3

3
2

2
1

1 =
−
−=

∆
∆

==
−
−=

∆
∆

==
−
−=

∆
∆

=
x

x
x

x
x

x .

Ответ: 11 =x , 12 =x , 13 =x , ответ также можно записать тройкой
(1,1,1).

1.6 Матричный метод решения систем линейных урав-
нений

Матричный метод применяется для решения крамеровских систем.
Основан он на равенстве

BAX 1−= ,
которое получили при доказательстве теоремы 1.1.

Пример 1.6. Решить систему уравнений матричным методом







=+−
=+−
=++

1124
92
732

321

321

321

xxx
xxx
xxx

.
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Решение: 1) Запишем матицу системы и столбец свободных членов:



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B . Найдем определитель матрицы системы

25
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112
321

|| −=
−
−=A . Поскольку 025|| ≠−=A  и число уравнений совпа-

дает с числом неизвестных, тогда наша система уравнений является кра-
меровской и ее можем решить матричным методом.

2) Найдем обратную матрицу к матрице A с помощью алгебраических

дополнений

332313

322212

312111

1

||
1

AAA
AAA
AAA

A
A =− , где ijA – алгебраические дополнения

к элементу ijx , которое находится по формуле ij
ji

ij MA +−= )1( , где ijM –
минор к элементу ijx .

2
24
11

)1( 11
11 =

−
−

−= +A , 3
21
12

)1( 21
12 −=−= +A , 7

41
12

)1( 31
13 −=

−
−

−= +A ,

16
24
32

)1( 12
21 −=

−
−= +A , 1

21
31

)1( 22
22 −=−= +A , 6

41
21

)1( 32
23 =

−
−= +A ,

5
11
32

)1( 13
31 =

−
−= +A , 5

12
31

)1( 23
32 =−= +A , 5

12
21

)1( 33
33 −=

−
−= +A .

Таким образом, обратная матрица к матрице A имеет вид:

















−−
−−

−

−
=−

567
513
5162

25
11A .

3) Найдем решение системы уравнений по формуле BAX 1−= , будем
иметь

=
















⋅−+⋅+⋅−
⋅+⋅−+⋅−

⋅+⋅−+⋅
−=

































−−
−−

−

−
==
















= −

11)5(967)7(
1159)1(7)3(

1159)16(72

25
1

11
9
7

567
513
5162

25
11

3

2

1

BA
x
x
x

X
















−=

















−

−
−=

2
1

3

50
25
75

25
1 . Ответ: 31 =x , 12 −=x , 23 =x  или тройка – (3,-1,2).
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Вопросы для самоконтроля

1 Что называется системой линейных уравнений?
2 Что означает решить систему линейных уравнений
3 Укажите виды систем линейных уравнений.
4 Укажите матричную форму системы линейных уравнений.
5 Что называется основной матрицей и расширенной матрицей систе-

мы линейных уравнений?
6 Сформулируйте теорему Крамера.
7 Для каких систем линейных уравнений применяется правило Краме-

ра?
8 Вычислительная процедура решения квадратных систем?
9 В чем заключается матричный метод решения систем линейных

уравнений?

2  Общие методы решения систем линейных
уравнений

2.1 Метод Гаусса решения систем линейных уравнений

Метод Гаусса применяется для произвольной системы линейных
уравнений.

Систему линейных уравнений будем называть ступенчатой, если
матрица этой системы ступенчатая.

При решении системы линейных уравнений применим следующий ал-
горитм:

1. Записываем расширенную матрицу системы и приводим её к сту-
пенчатому виду, определяем ранги матрицы и расширенной матрицы сис-
темы.

2. Если найденные ранги не равны, то система несовместна.
3. Ранг матрицы системы равен рангу расширенной матрицы системы

и равен числу r. В этом случае система совместна.
4. Используя ступенчатый вид расширенной матрицы системы, запи-

сываем соответствующую ступенчатую систему.
5. Если число r равно числу неизвестных n, то ступенчатая система

имеет вид



13










=

=++
=+++

.
................

,...
,...

22222

11212111

nnnn

nn

nn

lxc

lxcxc
lxcxcxc

(1)

Из системы (1) последовательно находим значения для nxxx ,...,, 21 , на-
чиная с последнего уравнения. В этом случае система уравнений имеет
единственное решение.

6. Если число r меньше числа неизвестных, то ступенчатая система
имеет вид









=++

=+++

rjjijji

nniii

fxcxc

fxcxcxc

kkrr
...

...................................
...

11

111 12211

  (2)

В системе (2) r уравнений и n неизвестных. Неизвестные
1

,...,, 21 jxxx ,

которые первыми встречаются в уравнениях системы (2), назовём главны-
ми неизвестными, остальные ─ свободными неизвестными. Из системы
(2) последовательно выражаем главные неизвестные через свободные, на-
чиная с последнего уравнения. Свободные неизвестные могут принимать
любые значения. В этом случае система имеет бесконечно много решений.
Тем самым получаем общее решение.

Примеры 2.1. Приведем примеры систем линейных уравнений кото-
рые имеют одно решение, не имеют решений и имеют бесконечно много
решений.

1)






−=++
=+−
=−−

952
23
2563

321

321

321

xxx
xxx
xxx

                    Ответ:  (2;-3;-1).

2)






=++−
=−−+
=++−

2325
322
432

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

            Ответ:  нет решений.

3)






=−+−
=++−
=−+

523
42
132

321

321

321

xxx
xxx
xxx

                 Ответ: бесконечно много решений.
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2.2 Исследование систем линейных уравнений

Исследовать систему линейных уравнений – означает определить, ка-
кой является эта система – совместной или несовместной, и в случае её со-
вместности выяснить, определённая эта система или неопределённая.

Критерий совместности системы линейных уравнений даёт теорема
Кронекера-Капелли.

Теорема 2.1 (Кронекера-Капелли). Для того, чтобы система линейных
уравнений была совместна, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы
системы был равен рангу расширенной матрицы ( ArangrangA = ).

Пример 2.2. Исследовать систему на совместность







=−−+
=++−
=++−

1222
725
0563

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

Решение. Приведение матрицы системы и расширенной матрицы сис-
темы к ступенчатому виду будем выполнять одновременно.









−







−
−
−

1
7
0

2
1
5

212
115
631

 → −⋅+
−⋅+

)2(1
)5(

III
III









−
−









−
−

−

1
7
0

12
24
5

1470
28140
631

 → −⋅+ )2(IIIII









−







−

−

1
5
0

12
0
5

1470
000
631

 → ⇔ IIIII








−








−

−

5
1
0

0
12
5

000
1470
631

.

Ранг матрицы системы равен 2, а ранг расширенной матрицы системы
равен 3. По теореме Кронекера-Капелли система несовместна.

Для совместной системы линейных уравнений вопрос о её определённо-
сти или неопределённости решается с применением следующих теорем.

Теорема 2.2. Если ранг основной матрицы совместной системы равен
числу неизвестных, то система является определённой.

Теорема 2.3. Если ранг основной матрицы совместной системы мень-
ше числа неизвестных, то система является неопределённой.

Таким образом, из сформулированных теорем вытекает способ иссле-
дования систем линейных алгебраических уравнений.

Пусть n – количество неизвестных, rrangA = , rArang = . Тогда:
1) при rr ≠ система несовместна;
2) при rr = система совместна, причём, если nrr == , система опре-

делённая; если же nrr <= , система неопределённая.
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Базисным решением неопределённой системы линейных уравнений
называют такое её решение, в котором все свободные неизвестные равны
нулю.

Пример 2.3. Исследовать систему линейных уравнений










=+++−
=−+−
=+++−

=−+−

.96535
,961632
,4423

,123

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx

и в случае неопределённости системы найти её базисное решение.
Решение. Вычислим ранги основной A и расширенной матриц

(A|B) данной системы уравнений, для чего приведём расширенную (а вме-
сте с тем и основную) матрицу системы к ступенчатому виду:



















−
−−

−
−−

9
9
4
1

6535
61632

4123
2311

 → ⋅+
−⋅+

⋅+

5
)2(

3

IIV
IIII

III



















−−
−−
−−
−−

14
7
7
1

42020
21010
21010
2311

 → −⋅+
−⋅+

)2(
)1(

IIIV
IIIII

→


















−−
−−

0
0
7
1

0000
0000
21010
2311

удаляя из которой третью и четвёртую строки получим ступенчатую мат-
рицу







−−
−−

7
1

21010
2311

.

Таким образом, 2=rangA , 2=Arang . Следовательно, данная система
линейных уравнений совместна, а поскольку величина ранга меньше чис-
ла неизвестных, система является неопределённой. Полученной в резуль-
тате элементарных преобразований ступенчатой матрице соответствует
система уравнений





=−+−
=−+−

,7210
,123

432

4321

xxx
xxxx

 откуда находим




−+−=
+−=

.2107
,76

432

31

xxx
xx

Неизвестные 1x  и 2x  являются главными, а неизвестные 3x  и 4x –
свободными.

Общее решение ),,2107,76( srsrr −+−+− , где Rsr ∈, .
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Придавая свободным неизвестным нулевые значения, получим базис-
ное решение данной системы линейных уравнений:

61 −=x , 72 −=x , 03 =x , 04 =x .

Вопросы для самоконтроля

1 Какая система называется ступенчатой?
2 Сформулируйте алгоритм решения систем линейных уравнений ме-

тодом Гаусса.
3 Какие переменные в методе Гаусса называются главными неизвест-

ными и свободными неизвестными? В каком случае они появляются?
4 Приведите примеры систем линейных уравнений, которые имеют

одно решение, бесконечно много и не имеют решения.
5 Сформулируйте критерий совместности системы линейных уравне-

ний.
6 Укажите способ исследования системы линейных уравнений на со-

вместность.
7 Какое решение называется базисным?

3 Однородные системы линейных уравнений

3.1 Определение однородной системы линейных урав-
нений

Система линейных уравнений называется однородной, если она имеет
вид:










=+++

=+++
=+++

0...
..............................
0...
0...

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

.                         (1)

Матричный вид однородной системы: 0=AX , где A – матрица сис-
темы, X – столбец неизвестных.

Однородная система всегда  совместна, поскольку любая однородная
линейная система имеет по крайней мере одно решение:

.0...,,0,0 21 === nxxx
Если однородная система имеет единственное решение, то это единст-

венное решение – нулевое, и система называется тривиально совместной.
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Если же однородная система имеет более одного решения, то среди них
есть и ненулевые и в этом случае система называется нетривиально со-
вместной.

Пример 3.1. Нетривиальная совместность однородной системы ли-
нейных уравнений с квадратной матрицей.

Применив к матрице системы алгоритм гауссова исключения, приве-
дем матрицу системы к ступенчатому виду.

Ранг матрицы системы равен r (rangA=r).

























0
0

0
0
...

0
0
1

000
000
...00

..................
......10
......1

22

1112

rn

nr

nr

c

cc
ccc

Теорема 3.1. Пусть kccc ...,,, 21 – матрицы-столбцы решение системы
(1). Тогда kk cccc α++α+α= ...2211 , ( Ri ∈α ) – решение (1).

Другими словами: Если однородная система нетривиально совместна,
то она имеет бесконечное множество решений, причем линейная комби-
нация любых решений системы тоже является ее решением

3.2 Критерии существования ненулевых решений

Теорема 3.2. Для того, чтобы система (1) была нетривиально совмест-
ной (при nm = ) необходимо и достаточно, чтобы определитель матрицы
системы был равен нулю.

Теорема 3.3. Для того, чтобы система (1) имела нетривиальное (нену-
левое) решение, необходимо и достаточно, чтобы ранг системы (ранг ос-
новной матрицы системы) был меньше числа неизвестных.

Следствие 3.1. Любая система линейных однородных уравнений, в
которой число уравнений меньше числа неизвестных, имеет нетривиаль-
ное решение.

Следствие 3.2. Для того чтобы система (1), в которой число уравнений
равно числу неизвестных, имела нетривиальное решение, необходимо и
достаточно, чтобы её определитель был равен нулю.
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3.3 Фундаментальная система решений

Фундаментальной системой решений системы (1) называется линейно
независимая система решений (матриц-столбцов), через которую линейно
выражается любое решение (1).

Теорема 3.4. Пусть r – ранг системы (1), n – число её неизвестных и
nr < . Тогда (1) имеет бесконечное множество фундаментальных систем

решений, причём каждая из них состоит из (n-r) числа решений.
Другими словами: Среди бесконечного множества решений однород-

ной системы можно выделить ровно n-r линейно независимых решений.
Совокупность n-r линейно независимых решений однородной системы

называется фундаментальной системой решений. Любое решение систе-
мы линейно выражается через фундаментальную систему.

Таким образом, если ранг r матрицы A однородной линейной системы
0=AX  меньше числа неизвестных n и векторы rneee −...,,, 21 образуют ее

фундаментальную систему решений ( 0=iAe , rni −= ,1 ), то любое реше-
ние x системы 0=AX  можно записать в виде

rnrn ecececx −−+++= ...2211 ,
где rnccc −...,,, 21 – произвольные постоянные. Записанное выражение

называется общим решением однородной системы.
Исследовать однородную систему – значит установить, является ли

она нетривиально совместной, и если является, то найти фундаменталь-
ную систему решений и записать выражение для общего решения систе-
мы.

Исследуем однородную систему методом Гаусса.
Пусть матрица исследуемой однородной системы, имеет ранг меньше

числа неизвестных, т.е. nr < .

А =



















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

...
................

....
....

21

22221

11211

.

Такая матрица приводится Гауссовым исключением к следующему
ступенчатому виду:
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





























+

+

+

00000

00000
100

010
001

1

212

111















nrrr

nr

nr

cc

cc
cc

Соответствующая эквивалентная система имеет вид










=+++

=+++
=+++

+

+

+

.0...
..............................

,0...
,0...

1

2122

1111

nnnrnrr

nnrr

nnrr

xcxcx

xcxcx
xcxcx

Отсюда легко получить выражения для переменных rxxx ....,,, 21 через
nrr xxx ...,,, 21 ++ .

Переменные rxxx ....,,, 21 называют базисными (главными) переменны-
ми, а переменные nrr xxx ...,,, 21 ++ – свободными переменными.

Перенеся свободные переменные в правую часть, получим формулы










−−−=

−−−=
−−−=

+

+

+

....
...........................
,...
,...

1

2122

1111

nnnrnrr

nnrr

nnrr

xcxcx

xcxcx
xcxcx

которые определяют общее решение системы.
Положим последовательно значения свободных переменных равными

,1...,,0,0,0
.................................

,0...,,0,1,0
,0...,,0,0,1

321

321

321

====

====
====

+++

+++

+++

nrrr

nrrr

nrrr

xxxx

xxxx
xxxx

и вычислим соответствующие значения базисных переменных. Полу-
ченные n-r решений линейно независимы и, следовательно, образуют
фундаментальную систему решений исследуемой однородной системы.
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3.4 Вычислительный алгоритм нахождения фундамен-
тальной системы решений

1. Берём любой отличный от нуля определитель d порядка (n-r).
2. Свободным неизвестным поочерёдно придаются значения, равные

элементам 1-го, 2-го и т.д. столбцов определителя d, и каждый раз из об-
щего решения находят соответствующие значения главных неизвестных.

3. Полученные (n-r) решений составляют фундаментальную систе-
му.

Пример 3.2. Найти ФСР однородной системы линейных уравнений







=+−+−
=++−
=+−+−

03343
,02232
,0

54321

5321

54321

xxxxx
xxxx
xxxxx

Решение. Однородная система линейных алгебраических уравнений с
помощью элементарных преобразований может быть приведена к ступен-
чатому виду:







=
=−

=+−+

.00
,02

,03

42

5431

xx
xxxx

или





=
−+−=

.2
,3

42

5431

xx
xxxx

где 21 , xx – главные переменные, 543 ,, xxx – свободные переменные.
Общее решение имеет вид: ),,,2,3( tsrstsr −+− , где Rtsr ∈,, .
Ранг r матрицы равен 2, число n неизвестных равно 5, система нетри-

виально совместна. Размерность пространства решений d этой однородной
системы равна 3:

d = n − r = 5 − 2= 3.
Получили три линейно независимые решения системы E1, E2, E3.

x1 x2 x3 x4 x5

E1 -1 0 1 0 0
E2 3 2 0 1 0
E3 -1 0 0 0 1

Или в виде матриц-столбцов:
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



















−

=

0
0
1
0

1

1E ,























=

0
1
0
2
3

2E ,





















−

=

1
0
0
0

1

2E

которые образуют базис пространства решений системы, т.е. образуют
её фундаментальную систему решений.

Вопросы для самоконтроля

1 Укажите какие системы линейных уравнений называются однород-
ными.

2 Сформулируйте критерии существования ненулевых решений одно-
родных систем линейных уравнений.

3 Что называется фундаментальной системой решений?
4 Какое решение называется общим решение однородных систем ли-

нейных уравнений?
5 Что означает исследовать однородную систему линейных уравне-

ний?
6 Укажите вычислительный алгоритм нахождения фундаментальной

системы решений.

4 Скалярное произведение в линейном простран-
стве

4.1 Аксиоматическое определение скалярного произве-
дения векторов

Пусть V – действительное линейное пространство. Говорят, что на V
задано скалярное произведение, если каждой паре векторов Vba ∈,  по-
ставлено в соответствие действительное число ),( ba , причем выполняют-
ся следующие аксиомы:

1) ),(),( abba =  для любых Vba ∈, ;
2) ),(),(),( cbcacba +=+  для любых Vcba ∈,, ;
3) ),(),( baba α=α  для любых Vba ∈,  и любого R∈α ;
4) 0),( >aa  для любого ненулевого вектора Va ∈ .
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Действительное линейное пространство с определенным на нем ска-
лярным произведением называется евклидовым пространством. Приве-
дем несколько важных примеров евклидовых пространств.

1. Скалярное произведение векторов на 3V  определим как произведе-
ние длин этих векторов на косинус угла между ними. Тогда 3V – евклидо-
во пространство.

2. Для любых двух функций ],[, baCgf ∈  положим

∫ ⋅=
b

a

dxxgxfgf )()(),( (1)

Эта формула задает скалярное произведение на ],[ baC . Значит, ],[ baC –
евклидово пространство.

3. Скалярное произведение для n
n Rxxx ∈= )...,,( 1  и n

n Ryyy ∈= )...,,( 1

определим формулой

∑
=

=+++=
n

i
iinn yxyxyxyxyx

1
2211 ...),(  (2)

Тогда nR – евклидово пространство.
Теорема 4.1. Любое конечномерное действительное линейное про-

странство можно превратить в евклидово пространство.
Пример. Пусть 2

21 ),( Rxxx ∈=  и 2
21 ),( Ryyy ∈= . Является ли функ-

ция 2211 73),( yxyxyxF −=  скалярным произведение в 2R ? Если нет, то
укажите, какие из свойств скалярного произведения нарушаются.

Решение. Проверим выполнение свойств скалярного произведения:
1. Поскольку ),(7373),( 22112211 xyFxyxyyxyxyxF =−=−= , тогда

первая аксиома выполняется.
2. Положим 2

21 ),( Rzzz ∈= . Тогда
=+−+=+ 222111 )(7)(3),( zyxzyxzyxF

),(),(7373 22112211 zyFzxFzyzyzxzx +=−+−= .
Значит вторая аксиома скалярного произведения, выполняется.

3. Пусть R∈α , имеем
),()73(73),( 22112211 yxFyxyxyxyxyxF α=−α=α−α=α

Следовательно, третья аксиома скалярного произведения, выполняется.
4. Пусть )1,0(=x . Тогда 71703),( −=⋅−⋅=xxF . Значит, четвертая ак-

сиома скалярного произведения не выполняется.
Следовательно искомая функция не задает скалярного произведения на

2R
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4.2 Основные свойства скалярного произведения

Для любых трех векторов cba ,,  евклидова пространства V  со скаляр-
ным произведением ),( ba  и любого действительного числа α  справедли-
во:

1. ),(),( baba α=α ;
2. ),(),(),( cabacba +=+ ;
3. 0)0,( =a ;
4. 0),0( =b ;
5. если 0),( =ba , для любого Vb ∈ , то 0=x .

4.3 Понятие нормы вектора

Длиной вектора x в евклидовом пространстве V называют число
),( xxx = .

Введенное определение в пространстве 3V  согласуется с обычным
определением длины вектора.

В пространстве nR  длина вектора )...,,( 1 nxxx =  выражается форму-
лой

∑
=

=+++=
n

i
in xxxxx

1

222
2

2
1 ... .

В пространстве ],[ baC  длина вектора выражается формулой

∫=
b

a

dxxff )(2 .

Величину f  называют нормой функции f.
Вектор, длина которого равна единице, называется нормированным.

Умножение ненулевого вектора на число, обратное его длине, называется
нормированием вектора.

4.4 Неравенство Коши-Буняковского

Следующая теорема устанавливает связь между скалярным произведе-
нием векторов и их длинами.

Теорема 4.2. Для любых двух векторов ba,  евклидова пространства
выполняется неравенство:

baba ⋅≤|),(| | (3)
Неравенство (3) называется неравенством Коши-Буняковского.
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4.5 Угол между векторами в евклидовом пространстве

В силу неравенства Коши–Буняковского,

1),(1 ≤
⋅

≤−
ba

ba

для любых ненулевых векторов ba,  евклидова пространства V . По-
этому существует единственный угол ϕ , π≤ϕ≤0 , такой, что

ba
ba

⋅
=ϕ ),(cos .

Этот угол называется углом между векторами a и b.

4.6 Неравенства треугольника

Теорема 4.3. В евклидовом пространстве V для любых векторов a и b
справедливы следующие утверждения:

1) ϕ⋅⋅++=+ cos2222 bababa , где ϕ – угол между векторами
a и b;

2) baba +<+ .
Первое утверждение теоремы 4.3 называется теоремой косинусов, вто-

рое – неравенством треугольника.

Вопросы для самоконтроля

1 Дайте аксиоматическое определение скалярного произведение век-
торов.

2 Какое пространства называется евклидовым?
3 Сформулируйте основные свойства скалярного произведения?
4 Что называется длиной вектора?
5 Какой вектор называется нормированным? Что означает пронорми-

ровать вектор?
6 Сформулируйте неравенство Коши-Буняковског.
7 Как определяется угол между векторами в евклидовом пространст-

ве?
8 В чем заключается неравенство треугольника и теорема косинусов?
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5 Ортонормированный базис в евклидовом про-
странстве

5.1 Понятие ортонормированного базиса евклидова
пространства

Векторы a, b евклидова пространства V называются ортогональными,
если 0),( =ba . Будем писать в этом случае ba ⊥ .

Система векторов keee ...,,, 21 евклидова пространства V называется
ортогональной, если любая пара векторов этой системы ортогональна,
т. е. ji ee ⊥  для всех ji ≠ .

Будем полагать, что система, состоящая из одного вектора, ортого-
нальна. Ортогональная система нормированных векторов евклидова про-
странства называется ортонормированной.

Теорема 5.1. Ортогональная система ненулевых векторов евклидова
пространства  линейно независима.

Ввиду теоремы 5.1 ортогональные системы играют в евклидовых про-
странствах фундаментальную роль. Процесс перехода к ортогональной
системе векторов называется процессом ортогонализации.

В конечномерном евклидовом пространстве со сколярным произведе-
нием ),( ba  и с ортонормированным базисом keee ...,,, 21 иногда могу быть
полезны следующие соотношения:

1. для любых векторов Vba ∈,  справедливо тождество параллело-
грамма:

)||||||(||2|||||||| 2222 bababa +=++−
2. для любых векторов Va ∈  справедливо тождество косинусов:

1),(cos...),(cos),(cos 2
2

2
1

2 =+++ keaeaea .

Теорема 5.2 (о существовании ортонормированного базиса). В нену-
левом конечномерном евклидовом пространстве существует ортонорми-
рованный базис.

5.2 Построение ортонормированного базиса

Процесс ортогонализации, описанный ниже, называется процессом
ортогонализации Грамма–Шмидта.

Пусть kaaa ...,,, 21 – линейно независимая система векторов евклидо-
ва пространства V. По векторам этой системы будем последовательно
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строить ортогональную систему ненулевых векторов kbbb ...,,, 21 . Полага-
ем 11 ab = .

Если векторы 121 ...,,, −lbbb уже построены, то вектор lb  находится по
формуле

112211 ... −−λ++λ+λ+= llll bbbab , (4)

















−=λ

−=λ

−=λ

−−

−
− .

),(
),(

............

,
),(
),(

,
),(
),(

11

1
1

22

2
2

11

1
1

ll

ll
l

l

l

bb
ba

bb
ba
bb
ba

 (5)

Пример. Применяя процесс ортогонализации Грамма-Шмидта, по за-
данному базису )1,0,1(1 =x , )0,1,1(2 −=x , )1,1,1(3 −=x  постройте в 3R  орто-
нормированный базис.

Решение. Построим сначала ортогональный базис 321 ,, aaa  простран-
ства 3R . Положим )1,0,1(11 == xa . По формулам (4) и (5) имеем

1122 axa α+= , где
2
1

110011
011011

),(
),(

11

21
1 =

⋅+⋅+⋅
⋅+⋅+⋅−−=−=α

aa
xa

.

Тогда 




−=+−=α+=

2
1,1,

2
1)1,0,1(

2
1)0,1,1(1122 axa .

По формулам (4) и (5) имеем 221133 aaxa β+β+= , где

1
110011

11)1(011
),(
),(

11

31
1 −=

⋅+⋅+⋅
⋅+−⋅+⋅−=−=β

aa
xa

,

3
2

2
3
1

2
1

2
111

2
1

2
1

1
2
1)1(11

2
1

),(
),(

22

32
2 ==

⋅+⋅+




−⋅





−

⋅+−⋅+⋅−
−=−=β

aa
xa

.

Тогда

=




−+⋅−−=β+β+=

2
1,1,

2
1

3
2)1,0,1(1)1,1,1(221133 aaxa






−=





−+−=

3
1,

3
1,

3
1

2
1,

3
2,

3
1)0,1,0( .

Пронормируем векторы 321 ,, aaa . Для этого найдем их длинны
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2101 222
1 =++=a ,

2
3

2
11

2
1 2

2

2

2 =++




−=a ,

3
1

3
1

3
1

3
1 222

3 =++




−=a .

Теперь векторы 




===

2
1,0,

2
1)1,0,1(

2
1

1

1
1 a

a
y ,







−=





−==

6
1,

3
2,

6
1

2
1,1,

2
1

3
2

2

2
2 a

a
y ,






−=





−==

3
1,

3
1,

3
1

3
1,

3
1,

3
13

3

3
3 a

a
y

образуют ортонормированный базис пространства 3R .

5.3 Вычисление скалярного произведения в ортонор-
мированном базисе

Пусть keee ...,,, 21 – ортонормированная система  и
kk xexexex +++= ...2211  и kk yeyeyey +++= ...2211 – разложение векторов x

и y по этому базису. Тогда сколярное произведение векторов x и y вычис-
ляется по формуле:

∑
=

=+++=
n

i
iinn yxyxyxyxyx

1
2211 ...),(

5.4 Изоморфизм евклидовых пространств

Два линейных пространства V и V ′ над одним и тем же полем P назы-
ваются изоморфными, если существует биективное отображение
ϕ : VV ′→ такое, что:

1) )()()( yxyx ϕ+ϕ=+ϕ  для всех Vyx ∈, ;
2) )()( xx αϕ=αϕ  для любого Vx ∈  и любого P∈α .
Отображение ϕ  в этом случае называется изоморфизмом линейных

пространств V и V ′ . Если пространства V и V ′ изоморфны, то пишут
VV ′≅ .

Теорема 5.3. Отношение изоморфизма линейных пространств над од-
ним и темже полем есть отношение эквивалентности.
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Теорема 5.4. Пусть ϕ : VV ′→ – изоморфизм линейных пространств V
и V ′ над полем P. Тогда:

1) если θ – нулевой вектор пространства V , то )(θϕ – нулевой вектор
пространства V ′ ;

2) )()( xx ϕ−=−ϕ  для каждого Vx ∈ ;
3) если система naaa ...,,, 21  векторов пространства V линейно незави-

сима, то система )(...,),(),( 21 naaa ϕϕϕ  векторов пространства V ′ линейно
независима.

Пусть евклидовы пространства V и V ′ изоморфны как линейные про-
странства, т. е. существует взаимно однозначное линейное отображение f
пространства V на пространство V ′ . Если при этом отображении сохраня-
ется скалярное произведение, т.е. ),())(),(( yxyfxf =  для любых Vyx ∈, ,
то отображение f называется евклидовым изоморфизмом пространств V и
V ′ . Сами пространства V и V ′ называются в этом случае евклидово изо-
морфными пространствами.

Теорема 5.5. Два конечномерных евклидовых пространства евклидово
изоморфны тогда и только тогда, когда их размерности совпадают.

Следствие. Каждое n-мерное евклидово пространство евклидово изо-
морфно пространству nR .

Вопросы для самоконтроля

1 Какая система векторов называется ортогональной?
2 Какая система векторов называется ортонормированной?
3 Сформулируйте теорему о существовании ортонормированного ба-

зиса.
4 В чем заключается процесс ортогонализации Грамма-Шмидта?
5 Способ вычисления скалярного произведения в ортонормированном

базисе.
6 Какие линейные пространства называются изоморфными?
7 Какие линейные пространства называются евклидово изоморфными?
8 Сформулируйте критерий евклидовой изоморфности пространств.

6 Квадратичные функции на линейном простран-
стве

В этом разделе мы будем изучать простейшие числовые функции от
векторов в аффинном пространстве.
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Аффинным пространством над полем P называется тройка (A, L, +),
состоящая из линейного пространства L над полем P, множества A, эле-
менты которого называются точками, и внешней бинарной операции

lalaALA +→× ),(: , удовлетворяющей следующим аксиомам:
а) )()( lmamla ++=++  для всех Aa ∈ ; Lml ∈, ;
б) aa =+ 0  для всех Aa ∈ ;
в) для любых двух точек Aba ∈,  существует единственный вектор
Ll ∈  со свойством lab ++ .

6.1 Линейная функция

Простейшей функцией в аффинном пространстве является линейная
функция.

Говорят, что в аффинном пространстве задана линейная функция (ли-
нейная форма), если каждому вектору x поставлено в соответствие число
f(x), так что при этом выполнены условия:

1. )()()( yfxfyxf +=+ .
2. )()( xfxf λ=λ .
Выберем в n-мерном пространстве произвольный базис neee ...,,, 21 . Так

как каждый вектор x можно представить в виде nn exexexx +++= ...2211 ,
то в силу свойств линейной функции имеем:

)(...)()()...()( 22112211 nnnn efxefxefxexexexfxf +++=+++= .
Таким образом, в n-мерном пространстве с заданным базисом линей-

ная функция может быть представлена в виде
nn xaxaxaxf +++= ...)( 2211 . (1)

где )( ii efa = – постоянные, зависящие лишь от выбора базиса, а
nxxx ...,,, 21 – координаты вектора в этом базисе.

Таким образом, данное выше определение линейной функции совпа-
дает, по существу, с принятым в алгебре определением линейной функции
(линейной формы); надо лишь иметь в виду, что в нашем случае коэффи-
циенты зависят от выбора базиса.

Переход от одного базиса к другому

Выясним, как меняются коэффициенты линейной функции при замене
одного базиса другим.
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Пусть neee ...,,, 21  и neee ′′′ ...,,, 21 – два базиса в nR . Пусть, далее, векторы
ie′выражаются через базис neee ...,,, 21 формулами

nn eeee 12211111 ... α++α+α=′ ,
nn eeee 22221122 ... α++α+α=′ ,

…   …   …   …   …   …   …
nnnnnn eeee α++α+α=′ ...2211 .

Пусть в базисе neee ...,,, 21  линейная функция выражается формулой
nn xaxaxaxf +++= ...)( 2211 , а в базисе neee ′′′ ...,,, 21 – формулой

nn xaxaxaxf ′′++′′+′′= ...)( 2211 .
Так как )( ii efa = , а )( kk efa ′=′ , то

=α++α+α=′=′ )...()( 2211 nnkkkkk eeefefa
nnkkknnkkk aaaefefef α++α+α=α++α+α= ...)(...)()( 22112211 .

Мы видим, что коэффициенты линейной формы преобразуются при
переходе к другому базису так же, как векторы базиса (или, как иногда го-
ворят, когредиентно векторам базиса).

Пример 6.1. В пространстве, векторами которого являются непрерыв-
ные функции )(tϕ , заданные на отрезке [a,b], рассмотрим функцию )(ϕf ,

заданную формулой ∫ ϕ=ϕ
b

a

dttf )()( .

Решение. Эта функция линейна, так как выполняются условия 1 и 2.
Действительно, первое из них означает, что интеграл суммы равен сумме
интегралов, а второе означает, что постоянный множитель можно выно-
сить за знак интеграла.

Пример 6.2. В том же пространстве рассмотрим функцию )(ϕf , опре-
деленную следующим образом. Выберем на отрезке [a,b] некоторое зна-
чение 0tt =  и положим )()( 0tf ϕ=ϕ .

Проверьте, что эта функция )(ϕf также линейна.

6.2 Понятие билинейной и квадратичной формы

Мы будем говорить, что );( yxA есть билинейная функция (билинейная
форма) от векторов x и y, если:

1. при фиксированном y );( yxA есть линейная функция от x,
2. при фиксированном x );( yxA  есть линейная функция от y.
Иными словами, в силу определения линейной функции условия 1 и 2

означают соответственно
1. );();();( 2121 yxAyxAyxxA +=+ ,
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);();( yxAyxA λ=λ .
2. );();();( 2121 yxAyxAyyxA +=+ ,

);();( yxAyxA µ=µ .
Примеры 6.3. Рассмотрим n-мерное пространство, в котором вектор

есть совокупность n чисел. Положим

nnnnnnnn

nn

nn

yxayxayxa

yxayxayxa
yxayxayxayxA

++++

+++++
++++=

....
..............................

....
....);(

2211

2222221221

1121121111

.            (2)

где x есть вектор )...,,,( 21 nxxx , а y – вектор )...,,,( 21 nyyy . Формула (2)
определяет билинейную функцию.

Решение. В самом деле, если зафиксировать y, т.е. считать
)...,,,( 21 nyyy  постоянными, то ∑

=
=

=
n

j
i

jiij yxayxA
1
1

);( зависит от ix  линейно,

т.е. есть линейная функция от )...,,,( 21 nxxxx = , а при постоянных
nxxx ...,,, 21  форма );( yxA – линейная функция от y.

Пример 6.4. В пространстве, в котором векторами являются непре-
рывные на [a,b] функции )(tf  и )(sg , рассмотрим следующий пример би-
линейной функции. Пусть ),( tsK – некоторая непрерывная функция на

[a,b] переменных s и t. Положим ∫ ∫=
b

a

b

a

dsdttgsftsKgfA )()(),();( .

);( gfA  есть билинейная функция векторов f  и g .
Решение. Действительно, условия 1 и 2 проверяются так же, как и в

примере 1 предыдущего пункта.
Если 1),( ≡tsK , то

∫∫∫ ∫ ==
b

a

b

a

b

a

b

a

dttgdssfdsdttgsfgfA )()()()();( ,

т.е. );( gfA есть произведение линейных функций ∫
b

a

dssf )(  и ∫
b

a

dttg )( .

Упражнение 6.1. Показать, что если )(xf  и )(yg – линейные функ-
ции, то их произведение )()( ygxf  есть билинейная функция.

Билинейная функция (форма) называется симметрической, если для
любых векторов x и y имеет место равенство );();( xyAyxA = .

В приведенном выше примере 3.3 определенная формулой (2) били-
нейная форма );( yxA  симметрична тогда и только тогда, когда jiij aa =
для любых i  и j .
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Пример 6.5. Скалярное произведение ),( yx  в евклидовом пространст-
ве является симметрической билинейной формой.

Решение. В самом деле, аксиомы 2, 3, 4 скалярного произведения как
раз и означают, что скалярное произведение есть симметрическая били-
нейная форма.

Пусть );( yxA – симметрическая билинейная форма. Функция );( xxA ,
которая получается из );( yxA , если положить xy = , называется квадра-
тичной формой.

);( yxA  называется билинейной формой, полярной к квадратичной
форме );( xxA .

Требование симметричности формы );( yxA  в определении квадратич-
ной формы оправдывается следующим предложением, которое без этого
было бы неверно.

Теорема 6.1. Полярная форма );( yxA  однозначно определяется своей
квадратичной формой );( xxA .
 Из определения билинейной формы легко следует, что

);();();();();( yyAxyAyxAxxAyxyxA +++=++ .
Отсюда в силу симметрии (т.е. равенства );();( xyAyxA = ) получаем:

[ ]);();();(
2
1);( yyAxxAyxyxAyxA −−++= .

В правой части этого равенства стоят значения квадратичной формы;
следовательно, мы доказали, что билинейная форма );( yxA  определяется
своей квадратичной формой.

Выше мы уже показывали, что всякая симметрическая билинейная
форма );( yxA  записывается через координаты векторов x и y в виде

∑
=
=

=
n

j
i

jiij yxayxA
1
1

),(

где jiij aa = .
Следовательно, всякая квадратичная форма );( xxA  при заданном ба-

зисе выражается формулой ∑
=
=

=
n

j
i

jiij xxaxxA
1
1

);( , где jiij aa = .

или

2
2211

22
2
2221221

112112
2
111

....
..............................

....
....);(

nnnnnnn

nn

nn

xaxxaxxa

xxaxaxxa
xxaxxaxaxxA

++++

+++++
++++=

(3)
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где коэффициенты Paij ∈  и удовлетворяют условию: jiij aa = . (4).
Если в первоначальной записи квадратичной формы коэффициенты

при ji xx и ij xx различны, то можно сложить их и, разделив сумму на 2,
получить равные значения. 

Из условия (4) следует, что матрица квадратичной формы является
симметрической матрицей.

6.3 Матрицы билинейной и квадратичной формы

Мы определили билинейную форму аксиоматически. Выберем теперь
в n-мерном пространстве какой-либо базис neee ...,,, 21  и выразим билиней-
ную форму );( yxA через координаты )...,,,( 21 nxxx и )...,,,( 21 nyyy  векто-
ров x и y в этом базисе. Мы имеем:

)...;...();( 22112211 nnnn eyeyeyexexexAyxA ++++++= .
В силу свойств 1 и 2 билинейной формы

),;(...);();(
................................................

);(...);();(
);(...);();(

)...;...(

2211

2222221212

1121211111

22112211

nnnnnnnn

nn

nn

nnnn

eeAyxeeAyxeeAyx

eeAyxeeAyxeeAyx
eeAyxeeAyxeeAyx

eyeyeyexexexA

++++

+++++
++++=

=++++++

или, короче

∑
=
=

=
n

j
i

jiji yxeeAyxA
1
1

);(),( .

Обозначим постоянные );( ji eeA  через ija . Тогда имеем: при заданном
базисе neee ...,,, 21 всякая билинейная форма в n-мерном пространстве мо-

жет быть записана в виде ∑
=
=

=
n

j
i

jiij yxayxA
1
1

),( , где )...,,,( 21 nxxx – коорди-

наты вектора x, а )...,,,( 21 nyyy – координаты вектора y в данном базисе.
Числа ija зависят от выбора базиса и вычисляются по формулам

);( jiij eeAa = .                                            (5)

Матрица )( ijaA = , составленная из коэффициентов билинейной фор-
мы );( yxA  или квадратичной формы );( xxA в базисе neee ...,,, 21 , записан-
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ной в симметричном виде (2) или (3), называется матрицей билинейной
формы );( yxA или квадратичной формы );( xxA .

Таким образом, в каждом базисе билинейная и квадратичная формы
определяются своими матрицами.

Квадратичную форму удобно записывать в матричной форме. Для это-
го введём в рассмотрение строку переменных )...( 21 nxxxX = . Тогда

TXAXxxA =);( , где A – матрица квадратичной формы );( xxA . Напомним,
что TX – транспонированная матрица по отношению к матрице X.

Пример 6.6. Пусть 3R – трехмерное пространство, векторами которо-
го являются тройки чисел ),,( 321 xxx . Зададим в 3R  билинейную форму

);( yxA  формулой 332211 32);( yxyxyxyxA ++= .
Возьмем в 3R  в качестве базиса три вектора )1,1,1(1 =e ; )1,1,1(2 −=e ;

)1,1,1(3 −−=e .
Найдем матрицу A билинейной формы );( yxA  в этом базисе. В силу

(5) получим:
61131121111 =⋅⋅+⋅⋅+⋅=a ,

0)1(13112112112 =−⋅⋅+⋅⋅+⋅== aa ,
4)1(13)1(12113113 −=−⋅⋅+−⋅⋅+⋅== aa ,

6)1()1(31121122 =−⋅−⋅+⋅⋅+⋅=a ,
2)1()1(3)1(12113223 =−⋅−⋅+−⋅⋅+⋅== aa ,

6)1()1(3)1()1(21133 =−⋅−⋅+−⋅−⋅+⋅=a ,
т.е.

















−

−
=

624
260
406

A .

Таким образом, если обозначить через ),,( 321 xxx ′′′  и ),,( 321 yyy ′′′  коор-
динаты векторов x и y в базисе 321 ,, eee , то

33231332223111 6242646);( yxyxyxyxyxyxyxyxA ′′+′′+′′−′′+′′+′′−′′= .

6.4 Преобразование матриц квадратичных функций
при переходе к новому базису

Линейным преобразованием переменных nxxx ....,,, 21  над полем P на-
зывается переход от исходных переменных к переменным nyyy ....,,, 21 по
формулам



35










+++=

+++=
+++=

,...
..............................
,...
,...

2211

22221212

12121111

nnnnnn

nn

nn

yayayax

yayayax
yayayax

        (1)

где Pa ij ∈ . Матрица )( ijaA =  называется матрицей линейного преоб-
разования (1). Линейное преобразование переменных с невырожденной
матрицей называется невырожденным. Если )...( 21 nxxxX = ,

)...( 21 nyyyY = , то система равенств (1) в матричной форме принимает
вид: TT AYX = . Если (1) – невырожденное линейное преобразование пе-
ременных, то можно выразить переменные nyyy ...,,, 21 через переменные

nxxx ...,,, 21 :
TT XAY 1−= . (2)

Линейное преобразование (2) переменных nyyy ...,,, 21  называется
обратным к преобразованию (1).

Под произведением двух линейных преобразований переменных пони-
мается их последовательное выполнение.

Матрица произведения линейных преобразований переменных равна
произведению матриц этих преобразований.

6.5 Ранг и канонический вид квадратичных функций

Ранг матрицы A называется рангом квадратичной формы );( xxA .
Квадратичная форма называется канонической, если она не содержит

произведений различных переменных.
Каноническим видом квадратичной формы );( xxA  называется любая

каноническая квадратичная форма );( yyA , в которую превращается фор-
ма );( xxA  в результате применения к входящим в неё переменным

nxxx ...,,, 21  невырожденного линейного преобразования.

Вопросы для самоконтроля

1 Дайте определение аффинного пространства.
2 Какую функцию называют линейной в аффинном пространстве?
3 Дайте определение билинейной формы?
4 Приведите примеры билинейных форм.
5 Какую форму называют квадратичной?
6 Какой вид имеют матрицы билинейной и квадратичной форм?
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7 Запишите матричный вид квадратичной формы.
8 Что называется линейным преобразованием?
9 Что называется рангом квадратичной формы?
10 Какой вид называется каноническим для квадратичной формы?

7 Исследование квадратичных форм

7.1 Приведение квадратичных форм к каноническому виду

Теорема 7.1 (о приведении квадратичной формы к каноническо-
му виду). Всякую квадратичную форму над полем P можно с помощью
некоторого невырожденного линейного преобразования её переменных
привести к каноническому виду.

Конструктивное доказательство этой теоремы составляет содержание
метода Лагранжа приведения квадратичной формы к каноническому виду.

Нормальным видом комплексной квадратичной формы )...,,,( 21 nxxxf
называется такой её канонический вид, в котором все ненулевые коэффи-
циенты равны 1.

Теорема 7.2. Всякая комплексная квадратичная форма может быть
приведена с помощью некоторого невырожденного линейного преобразо-
вания переменных к нормальному виду.

Нормальным видом действительной квадратичной формы
)...,,,( 21 nxxxf  называется такой её канонический вид, в котором все не-

нулевые коэффициенты равны либо 1, либо (−1).
Теорема 7.3. Всякая действительная квадратичная форма может быть

приведена с помощью некоторого невырожденного линейного преобразо-
вания переменных к нормальному виду.

Следующая теорема показывает, что нормальный вид действительной
квадратичной формы определён однозначно с точностью до обозначения
переменных, а число положительных и число отрицательных коэффици-
ентов в нормальном виде являются инвариантами квадратичной формы.

Теорема 7.4. Число положительных и число отрицательных коэффи-
циентов в нормальном виде действительной квадратичной формы не зави-
сят от выбора невырожденного линейного преобразования переменных,
приводящего эту форму к нормальному виду.

7.2 Метод Лагранжа. Метод Якоби

Главными минорами квадратной матрицы
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называются миноры:

|| 111 a=∆ ,
2221

1211
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=∆ ,

333231

232221

131211
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=∆ , …,
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21

22221

11211

=∆ ,

т. е миноры, расположенные в левом верхнем углу матрицы A.

7.2.1 Метод Лагранжа

Одним из наиболее простых способов приведения квадратичной фор-
мы к каноническому виду является так называемый метод Лагранжа.

Для приведения квадратичной формы n переменных
2

3223
2
222112112

2
111 ...22...2)( nnnnn xaxxaxaxxaxxaxaxq +++++++=

к каноническому виду нужно выполнить следующие действия.
1. Выбрать такую переменную (ведущую), которая входит в квадра-

тичную форму во второй и в первой степени одновременно (если в квад-
ратичной форме есть член с квадратом переменной и с произведением
этой переменной на другую переменную), и перейти к пункту 2.

Если в квадратичной форме нет ведущих переменных, то выбрать пару
переменных, произведение которых входит в квадратичную форму с от-
личным от нуля коэффициентом, и перейти к п.3.

Если в квадратичной форме отсутствуют произведения различных пе-
ременных, то никаких преобразований делать не надо, так как она уже
имеет канонический вид.

2. По ведущей переменной выделить полный квадрат: собрать в квад-
ратичной форме все члены с ведущей переменной, дополнить сумму этих
членов до полного квадрата (разумеется, добавленные члены нужно также
и вычесть, чтобы не изменилась сумма). Получим сумму полного квадрата
некоторой линейной формы (в которую входит ведущая переменная) и
квадратичной формы, в которую ведущая переменная не входит. Сделать
замену переменных: линейную форму, содержащую ведущую перемен-
ную, принять за одну из новых переменных, а все старые переменные, за
исключением ведущей, принять за соответствующие новые. Продолжить
преобразования с пункта 1.
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3. Выбранную пару переменных заменить на разность и сумму двух
новых переменных, а остальные старые переменные принять за соответст-
вующие новые переменные. При этом произведение пары выбранных пе-
ременных преобразуется к разности квадратов двух новых переменных,
т.е. в новой квадратичной форме )(yq  будут квадраты переменных с от-
личными от нуля коэффициентами. Продолжить преобразования новой
квадратичной формы с пункта 1.

Идея метода Лагранжа состоит в том, что прием, используемый в п.2
(выделение полного квадрата), исключает одну переменную из числа ве-
дущих. Например, если переменная 1x – ведущая (т.е. 011 ≠a и хотя бы
один из  коэффициентов naaa 11312 ,...,,  отличен от нуля), то выделяем пол-
ный квадрат по переменной 1x  (собираем все члены с 1x  и дополняем их
сумму до полного квадрата):
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Выражение, стоящее в квадратных скобках, есть полный квадрат. По-
этому
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– квадратичная форма, в которую не входит ведущая переменная
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то же самое, сделаем линейную замену переменных:
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Тогда данная квадратичная форма преобразуется к виду
),...,(),...,,(~

21
2
11121 nn yyqyayyyq += .

Заметим, что в результате этого преобразования все члены, содержа-
щие ведущую переменную 1x  в первой и второй степени, заменены квад-
ратом одной новой переменной 1y . В дальнейших преобразованиях пере-
менная ух уже никогда не будет ведущей.

Многократно применяя этот прием, исключаем одну за другой все ве-
дущие переменные, получая тем самым канонический вид квадратичной
формы. Однако выделение полного квадрата невозможно, если в квадра-
тичной форме вообще отсутствуют члены с квадратами переменных. В
этом случае применяется способ, описанный в п.3, который порождает
члены с квадратами переменных.

Например, в п. 1 выделена пара переменных 1x  и 2x , произведение ко-
торых входит в квадратичную форму с отличным от нуля коэффициентом

)0( 12 ≠a . Тогда нужно сделать замену переменных
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При этом получим новую квадратичную форму )(~ yq , в которой поя-
вятся квадраты новых переменных с отличными от нуля коэффициентами,
так как в результате замены член 21122 xxa  преобразуется к виду

2
212

2
1122121122112 22))((22 yayayyyyaxxa −=+−=

а других членов с 2
1y  в новой квадратичной форме не будет.

Заметим, что при помощи метода Лагранжа не только находится кано-
нический вид, но и определяется искомая невырожденная замена пере-
менных. В самом деле, замены переменных (1), (2), которые производятся
в п.2, 3 алгоритма, это линейные замены с матрицами
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Определители матриц отличны от нуля ( 1det 1 =S , 2det 2 =S ). Следова-
тельно, эти замены переменных невырожденные. Выполняя п.2, 3 алго-
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ритма, можно определить матрицы используемых замен переменных. В
результате их перемножения (в порядке нахождения) получается матрица
искомой замены (согласно свойству 2 линейных замен переменных).

Замечание 7.1. Канонический вид квадратичной формы определен не-
однозначно, так как зависит от последовательности выбора ведущих пе-
ременных. Сделав, например, замену переменных iii zy α=  ( ni ,1= ) в ка-
ноническом виде, получим другую квадратичную форму, которая тоже
имеет канонический вид.

Замечание 7.2. Элементы матрицы невырожденной линейной замены
переменных, приводящей квадратичную форму к каноническому виду,
вычисляются при помощи арифметических операций по коэффициентам
квадратичной формы. Поэтому, если коэффициенты квадратичной формы
рациональные, действительные, комплексные, то и коэффициенты линей-
ной замены рациональные, действительные, комплексные соответственно.

Пример 7.1. Методом Лагранжа приведите квадратичную форму G  к
каноническому и нормальному виду. Укажите невырожденные линейные
преобразования переменных, приводящие к этим видам.

323121
2
3

2
2

2
1 26494 xxxxxxxxxG +−−++= .

Решение: а) Приведем квадратичную форму G  к каноническому виду.
Выберем в качестве ведущей переменной 1x , поскольку есть квадрат дан-
ной переменной, и она присутствует в двух смешанных произведениях.
Выделяя с ведущей переменной полный квадрат, будем иметь:

=+++−−++−−= 32
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2
1 29494)943222( xxxxxxxxxxxxxG

32
2

321 2)23( xxxxx +−−= .
Сделаем замену переменных 3211 23 xxxy −−= , 22 xy = , 33 xy =  с мат-

рицей линейного преобразования
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Получим квадратичную форму 32
2
1 2 yyyG += . Поскольку в квадра-

тичной форме нет квадратов переменных 2y  и 3y , то сделаем линейное
преобразование переменных 11 zy = , 322 zzy −= , 323 zzy +=  или 11 yz = ,
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которое приводит квадратичную форму к каноническому виду
2
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1 22))((2 zzzzzzzzG −+=+−+= . Матрица линейного преобра-

зования будет
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Невырожденное линейное преобразование переменных 1x , 2x , 3x , при-
водящее к каноническому виду следующее: 3211 5 zzzx +−= , 322 zzx −= ,

323 zzx += . Нетрудно проверить, что при этом преобразовании форма
),,( 321 xxxG  примет вид формы ),,( 321 zzzG .

б) Найдем нормальный вид квадратичной формы G . Для этого сдела-

ем замену переменных 11 zu = , 22 2zu = , 33 2zu = или 11 uz = , 22 2
1 uz = ,

33 2
1 uz =  с матрицей линейного преобразования
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Получим нормальный вид квадратичной формы 2
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рица линейного преобразования переменных будет матрица
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Невырожденное линейное преобразование переменных 1x , 2x , 3x , при-
водящее к нормальному виду следующее: 3211 2

5
2

5 uuux +−= ,

322 2
1

2
1 uux −= , 323 2

1
2

1 uux += . Нетрудно проверить, что при

этом преобразовании форма ),,( 321 xxxG  примет вид формы ),,( 321 uuuG .
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7.2.2 Метод Якоби

Рассмотрим еще один метод приведения квадратичной формы к кано-
ническому виду, который учитывает особенности преобразования матри-
цы квадратичной формы при линейной замене переменных.

Две квадратные матрицы A и A′  одного и того же порядка называются
конгруэнтными, если существует такая невырожденная матрица S, что

ASSA T=′ .
Если A и A′ конгруентные квадратные матрицы связанные соот-

ношением ASSA T=′ , где матрица S – верхняя треугольная с едини-
цами на главной диагонали



















=

1...00
............
*...10
*...*1

S                 (5)

то все главные миноры матриц A и A′ равны, где в (5) звездоч-
кой (*) обозначаются любые числа.

Теорема 7.5 (Якоби о каноническом виде квадратичной фор-
мы). Если квадратичная форма ∑∑

= =
==

n

i

n

j

T
jiij Axxxxaxq

1 1
)(  имеет ранг

rgAr =  и ее главные миноры отличны от нуля, то ее можно привес-
ти к каноническому виду

22
22

2
11 ...)(~

rr yyyyq λ++λ+λ= , ( 1,,1, 0

1

=∆=
∆
∆=λ

−

ri
i

i
i ) (6)

при помощи линейной замены переменных Syx =  с верхней
треугольной матрицей S вида (5).

Алгоритм нахождения канонического вида квадратичной формы ме-
тодом Якоби:

1. Составить матрицу A (n-го порядка) квадратичной формы.
2. Найти первые r отличных от нуля угловых миноров матрицы квад-

ратичной формы. Если 0...,,0,0 21 ≠∆≠∆≠∆ n , то перейти к пункту 3, по-
ложив nr = . Если 0111 ==∆ a , то процесс закончить, так как метод Якоби
неприменим. Если 0...,,0,0 21 ≠∆≠∆≠∆ r  и 01 =∆ +r , где 10 −≤≤ nr , то
найти отличный от нуля минор (r+1)-го порядка, окаймляющий минор

0≠∆r . Если такого минора нет, то перейти к пункту 3, иначе процесс за-
кончить, так как метод Якоби неприменим.

3. Записать искомый канонический вид (6) квадратичной формы.
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Пример 7.2. Методом Якоби приведите квадратичную форму G  к ка-
ноническому виду.

323121
2
3

2
2

2
1 22694 xxxxxxxxxG +−−++= .

Решение: Приведем квадратичную форму G  к каноническому виду.
Составим матрицу квадратичной формы:
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Найдем главные миноры: 10 =∆ – по определению,
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Таким образом, матрица квадратичной формы ),,( 321 xxxG  по теореме
Якоби имеет следующий канонический вид:

2
3

2
2

2
1321 105),,( yyyyyyG +−= .

В следующей теореме предлагается другой способ приведения дейст-
вительной квадратичной формы к каноническому виду.

Теорема 7.6. Для любой действительной квадратичной формы
)...,,,( 21 nxxxf  существует линейное преобразование переменных

nxxx ...,,, 21 с ортогональной матрицей, приводящее эту форму к канони-
ческому виду. При этом коэффициентами при квадратах переменных бу-
дут корни характеристического многочлена матрицы квадратичной формы

)...,,,( 21 nxxxf .

7.3 Закон инерции квадратичных форм

Теорема 7.7. Число ненулевых коэффициентов в каноническом виде
квадратичной формы над полем P не зависит от способа приведения квад-
ратичной формы к этому виду и равно рангу квадратичной формы.

Последняя теорема позволяет ввести следующее определение. Число
ненулевых коэффициентов в каноническом виде квадратичной формы на-
зывается индексом инерции этой квадратичной формы.

Число положительных коэффициентов в нормальном виде действи-
тельной квадратичной формы называется положительным индексом
инерции этой квадратичной формы, а число отрицательных коэффициен-
тов – её отрицательным индексом инерции.
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Пример 7.3. Определите индекс инерции квадратичной формы
323121

2
3

2
2

2
1 26494 xxxxxxxxxG +−−++= .

Решение: Канонический вид квадратичной формы следующий
2
3

2
2

2
1 22 zzzG −+=  смотреть пример 4.1. Следовательно, индекс инерции

равен трем ( 3=I ), положительный индекс инерции – двум ( 2=+I ), отри-
цательный – одному ( 1=−I ).

7.4 Классификация квадратичных форм по канониче-
скому виду

Действительная квадратичная форма )...,,,( 21 nxxxf  называется:
– положительно определённой, если для любых n действительных чи-

сел naaa ...,,, 21 , из которых хотя бы одно не отлично от нуля, имеет место
неравенство 0)...,,,( 21 >naaaf ;

– отрицательно определённой, если для любых n действительных чи-
сел naaa ...,,, 21 , из которых хотя бы одно не отлично от нуля, имеет место
неравенство 0)...,,,( 21 <naaaf ;

– знакоопределенной, ели она является положительно или отрицатель-
но определённой квадратичной формой;

– квазизнакоопределенной, если она принимает, либо только неотрица-
тельные, либо только не положительные значения, при этом обращается в
нуль не только при 0...21 ==== nxxx ;

– знакопеременной, если она принимает как положительные, так и от-
рицательные значения.

Лемма 7.1. Если к переменным положительно определённой квадра-
тичной формы применить невырожденное линейное преобразование, то
полученная квадратичная форма также будет положительно определён-
ной.

Лемма 7.2. Если к переменным отрицательно определённой квадра-
тичной формы применить невырожденное линейное преобразование, то
полученная квадратичная форма также будет отрицательно определённой.

На следующих двух теоремах основаны способы распознавания харак-
тера определённости действительной квадратичной формы путём приве-
дения её к каноническому виду.

Теорема 7.8. Для того чтобы действительная квадратичная форма от n
переменных была положительно определённой, необходимо и достаточно,
чтобы положительный индекс инерции этой квадратичной формы был ра-
вен n.
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Теорема 7.9. Для того чтобы действительная квадратичная форма от n
переменных была отрицательно определённой, необходимо и достаточно,
чтобы отрицательный индекс инерции этой квадратичной формы был ра-
вен n.

7.5 Критерий Сильвестра знакоопределенности квад-
ратичной формы

Лемма 7.3. Знак определителя матрицы действительной квадратичной
формы не меняется при применении к этой форме невырожденного ли-
нейного преобразования переменных.

Следствие. Определитель матрицы положительно определённой
квадратичной формы является положительным числом.

Способ распознавания характера определённости квадратичной фор-
мы, основанный на следующей теореме.

Теорема 7.10 (критерий Сильвестра). Действительная квадратичная
форма является положительно определённой тогда и только тогда, когда
все главные миноры её матрицы положительны.

Действительная квадратичная форма является отрицательно опреде-
лённой тогда и только тогда, когда все главные миноры нечетного порядка
её матрицы отрицательны, а все главные миноры четного порядка поло-
жительны.

Пример 7.4. При каких значениях параметра λ  квадратичная форма
G  является положительно (отрицательно) определенной?

3221
2
3

2
2

2
1 8623 xxxxxxxG −+λ++λ= .

Решение: Составим матрицу квадратичной формы G :

















λ−
−

λ
=

40
423

033
A

Матрица A  имеет три главных минора

λ=λ=∆ 331 , 96
23
33

2 −λ=
λ

=∆ , )192(3
40

423
033

3 −λλ=
λ−

−
λ

=∆ .

Согласно критерию Сильвестра, квадратичная форма является положи-
тельно определенной, если
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Решая систему, находим );5,9( +∞∈λ . Таким образом, квадратичная
форма G  является положительно определенной, при );5,9( +∞∈λ .

Согласно критерию Сильвестра, квадратичная форма является отрица-
тельно определенной, если
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1
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>−λ

<λ

.0)192(3
,096

,03

Решая систему, получаем, что система не имеет решения. Таким обра-
зом, квадратичная форма G не является отрицательно определенной не
при каких значениях λ .

Вопросы для самоконтроля

1 Сформулируйте теорему о приведении квадратичной формы к кано-
ническому виду.

2 Какой вид называется нормальным для квадратичной формы?
3 Какие миноры называются главными?
4 Сформулируйте этапы метода Лагранжа для нахождения канониче-

ского вида квадратичной формы.
5 Укажите алгоритм нахождения канонического вида квадратичной

формы методом Якоби.
6 Что называется индексом инерции, положительным индексом инер-

ции, отрицательным индексом инерции?
7 Классифицируйте квадратичные формы по каноническому виду.
8 Какая квадратичная форма называется положительно (отрицательно)

определенной?
9 Какая квадратичная форма называется знакоопределенной?
10 Какая квадратичная форма называется квазизнакоопределенной?
11 Какая квадратичная форма называется знакопеременной?
12 Сформулируйте критерий Сильвестра знакопределенности квадра-

тичной формы.
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